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AVERTISSEMENT. 


On  a déjà  plufleurs  Traités  de  Méchanique,  mais 
le  plan  de  celui-ci  efl:  entièrement  neuf.  Je  me  luis 
propofé  de  réduire  la  théorie  de  cette  Science,  & 
' l’art  de  réfoudre  les  problèmes  qui  s’y  rapportent,  à 
des  formules  générales , dont  le  fimple  développement 
'donne  toutes  les  équations  nécelîâires  pour  la  folution 
de  chaque  problème.  J’elpere  que  la  maniéré  dont 
)’ai  tâché  de  remplir  cet  objet , ne  laiflera  rien  à 
defirer.  i 

r. 

• ✓ 

Cet  Ouvrage  aura  d’ailleurs  une  autre  utilité  ; il 
réunira  & préfontera  fous  un  même  point  de  vue , 
les  différens  Principes  trouvés,  jufqu’ici  pour  faciliter 
la  folution  des  quellions  de  Méchanique,  en  mon> 
trera  la  liaifon  & la  dépendance  mutuelle  , & mettra 
à portée  de  juger  de  leur  jufteflè  Sc  de  leur  étendue. 

Je  le'  divifo  en  deux  Parties;  la  Statique  ou  la 
Théorie  de  l’Équilibre,  ddaDynamique  ou  la  Théorie 


V)  AVERTISSEMENT. 

du  Mouvement  ; & chacune  de  ces  Parties  traitera 
féparément  des  Corps  folides  & des  fluides. 

On  ne  trouvera  point  de  Figures  dans  cet  Ouvrage. 
Les  méthodes  que  j’y  expofe  ne  demandent  ni  conf 
tru<9;ions , ni  raifonnemens  géométriques  ou  mécha- 
niques,  mais  feulement  des  opérations  algébriques^ 
aflujetties  à une  marche  régulière  & uniforme.  Ceux 
qui  aiment  l’Analyfe,  verront  avec  plaifir  la  Mécha- 
nique  en  devenir  une  nouvelle  branche,  & me  làuronc 
gré  d’en  avoir  étendu  ainfl  le  domaine. 


/ 


Digitiz.  " by  Google 


TABLE. 

FREMIERE  PARTIE  DE  LA  MÊCHANIQUE, 


ou  LA  S T A T 1 Q^V  E, 

Section  I.  Suriesdifférens  Principes  de  la  Statique,  Page  l 

Sect.  II.  Formule  génirale  pour  l’équilibrç  d*un  fyftême  qud- 
conque  de  forces 'y  avec  la  maniéré  de  faire  ujagede 
cette  formule.  

Sect.  III.  Propriétés  générales  de  l’équilibre  déduites  Je  la 
formule  précédente. ^ 

Sect,  IV.  Méthode  très~fmple  de  trouver  les  équations  nécef- 
faires  pour  Tèquilibre  d’un  fyfléme  quelconque 
de  corps  regardés  comme  des  points  y ou  commi 
des  majfes  finies,  & tirés  par  des  puiffances 

données^ ^ 

Sect.  V.  Solution  de  différens  problèmes  de  Statique. 

§.  I.  De  l’égoilibre  de  plufîears  forces  appliquées  A an  meme  point/ 
& de  la  compoGcion  & décoœponctoii  des  &rcesC  Ibid, 

§.  U.  De  l’équilibre  de  pluHeurs  forces  appliquées  i un  fyftétne  de 
corps  coalïdércs  comnae  des  points,  & liés  entr’euz  pas  de» 


Digilized  by  Gopgle 


TÜj 


4 


TABLE. 

filî  ou  pir  des  verget. Pagé  6% 

$.  III.  De  l’équilibre  d'un  fil  dont  tous  les  points  font  tirés  par  dcf 

forces  quelconques , & qui  ett  fuppofé  parfaitement  flexible  ’ 


ou  inflexible , ou  élaftique , & en  même  tems  extenfible  ou 
non.  ^ 


f.  IV.  De  l'équilibre  d'un  corps  folide  de  grandeur  fenfible  3e  de 

figure  quelconque,  dont  tous  les  points  font  cirés 

pat  des 

forces  quelconques. 

iiff 

Sect.  VI.  Sur  les  Principes  de  PRydrofiatique. 

lil 

Sect.  VII.  De  l’équilibre  des  fluides  incomprejflhles. 



Sect.  VIII.  De  l‘éqmlibre  des  fUùdes  conxfrejftbles  & élaf- 


liques.  tff 


SECONDE  PARTIE  DE  LA  MÉCHANIQUE, 
ou  LA  Dr  V AMI  QU  P: 

Section  I.  Sur  les  Sfférens  Principes  de  la  Dynamique ^ 

Page  158 

Sect.  II.  Formule  générale  pour  le  mouvement  d un  fyflême 
de  corps , animés  par  des  forces  quelconques.  185) 

StfT.  III.  Propriétés  générales  du  mouvement  déduites  de  la, 
formule  précédente. 

Sect.  IV. 


DiQiti^cnj  by  Google 


TABLE. 


it 


SiCT.  IV.  Méthode  la  plus  Jimple  pour  parvenir  aux  équations 
qui  déterminent  le  mouvement  d'un  fyfiême  quel- 
conque  de  corj^s  animés  par  des  forces  accéléra- 
trices quelconques. ^ 

Sect.  V.  Solution  de  diférens  problèmes  de  Dynamique.  133 

I.  Solution  générale  du  profaictne  des  ofeilktions  très-petice» 
d'un  fyftcme  quelconque  de  corps. 141, 

J.  II.  Du  mouvement  d'un  corps  attiré  vers  un  ou  plulîeuts  centres. 

• i6t 

§.  III.  Du  mouvement  de  plufîeurs  torps  qui  agilTent  les  uns  fur  les 

autres,  folt  par  des  forces  d'attraéÜon , foit  en  fe  tenanc 

par  des  fiJs  ou  par  des  leviers. a8g 

* Sect.  VI.  Sur  la  rotation  des  Corps. 337 

§.  L Formules  générales,  relatives  au  mouvemenr  de  rotation. 

Ll* 

$.  IL  Équations  pour  le  mouvement  de  rotation  d’un  corps  folide 
de  figure  quelconque,  anime  par  des  forces  quelconques. 

r m 

§■  III.  Détermination  du  mouvement  d'un  corps  grave  de  figure 
quelconque. 

Sect.  VJI.  Sur  les  Principes  de  t Hydrodynamique.  418 
Sect.  VIII.  Du.  Mouvement  des  Fluides  incomprejfibles, 

437 

I.  équations  générales  pour  le  mouvement  des  Fluides  incom» 
pteflibles» 45* 

b 


Digitized  by  Google 


X 


TABLE. 


$.  II.  Da  mouvement  des  Fluides  pefans  6c  homogènes  dans  des 
vafes  ou  canaux  de  figure  quelconque.  47» 

SiCT.  IX.  Du  mouvement  des  Fluides  comprejjibles  ô élaf- 
tiques.  45  z 


Fin  de  la  Table, 


E R, R ATA. 


Tagt  t6,Ugne  ii,  déterminées;  lif.  indéterminées. 

Fagt  13,  ligne  3,  s’étoient  jmnts;  Uf.  étoiem  joints. 
idem.  ligne  ai , par  la  détermination  ; Uf,  pour  la  détetmiiia&oau 
Î3  » 1 5 > équation  ; lif,  équations. 

Page  laj,  ligne  j,  je;  lif.  fe. 

Page  31a,  ligne  11,  A a’;  lif.  Ad. 

Page  314,  ligne  ao,  précifion;  lif.  préeeffioti. 

Page  4i4,  Ug.  dtm.  >»/“ \ Uf.  * ' 

P*&^  434,  Ugne  25,  inexaSinide;  üf.  incertitndfe. 

P<^V  477»  ligne  7»  intérieure;  lif.  extérieure. 

Page  478,  Ugne  10,  diviftes;  Uf.  dirigées. 

Jdem.  ligne  1 1 , t = 90“=;  iyi  { œ ço»; 

Page  304,  ligne  7 &fuiv.  { change^  n en». 


D.^itized  by  Google 


EXTRAIT  DES  REGISTRES 
J>  E l‘A  c ji  D É M I E Royale  des  S ci  e c e s. 

Du  vingt-fept  Février  mil  fept  tent  quatre-vingt- huit. 

JNÆsssiedrs  0E  LA  Place,  CoÙsik,  lbGendre  & moi,  ayant 
lenciu  compte  d’urt  Ouvrage  intitulé  : Méchanique  analitique , par  M.  DS- 
IA  CSAS  G Si  l’Académie  a ;ugé  cet  Ouvrage  digne  de  fon  Appro- 
bation, & d’être  imprimé  fous  fôn  Privilège. 

Je  certifie  cet  Extrait  conforme  aux  regiftres  de  l’Académie.  A Paris , 
ce  17  Février  1788.  , 

Le  Marqbi's  de  CONDORCET. 


PRIVILEGE  DU  k O I. 

I.aOUIS,  EAE  LA  CEAcx  DE  DtEO,  Rot  DE  Feaece  ET  DE  Navarre;  A DOS  amé» 
Ct  féaux  Confêillers , les  Gens  tenant  nos  Cours  de  Parlement,  Maîtres  des  Requêtes 
erdinaires  de  notre  Hôtel , Grand-Confeil , Prévôt  de  Paris , Batllifs,  Sénéchaux , leur» 
Lieutenans  Civil»,  & autres  nos  Julliciers  qifil  appartiendra,  Salut.  Ilfos  bien-amés  les 
Membres  de  l’Académie  Rdvaee  des  Sciences  de  notre  bonne  Ville  de  Paris, 
Kous  ont  fiit  expolêr  qu’ils  auroient  belbin  de  nos  Lettres  de  Privilège  pour  l'im^  * 
freflien  de  leurs  Ouvrages  : A ces  causes  , veulant  &vorablement  traiter  les  £xpo> 
fins.  Nous  leur  ayons  permis  & permettons  partes  Prélêntes , de  faire  imprimer, 
pat  tel  Imprimeur  qu’ils  voudront  choilir , toutes  les  Recherches  ou  Oblërvations  jour- 
aalietes , ou  Relations  annuelles  de  tout  ce  qui  aura  été  fàitdans  les  AHêmblées  de  laditer 
Académie  Royale  des  Sciences , les  Ouvrages , Mémoires  ou  Traités  de  chacun  de» 
Particuliers  qui  la  compofênt,  & généralement  tout  ce  qye  ladite  Académie  voudra  fairu 
paroitre  , apTcs  avoir  fait  examiner  leldiis  Ouvrages , & jugé  qu’ils  lèront  digaes  de  l’im> 
prellion,  en  tels  volumes,  forme , marge , caraâeres , conjointement,  on  Icparément, 
& autant  de  fois  que  bon  leur  femblera,  & de  les  faire  vendre  * débiter  par-tout  notre' 
Royaume , pendant  le  tems  de  vingt  années  confécutives , à compter  du  jour  de  la  dam 
des  Prélêntes;  fans  toutefois  qu’à  l’occafoo  des  Ouvrages  cl-dellîjs  Ipécifiés,  U.en  puiflis 
être  imprimé  d’autres  qui  ne  Client  pas  de  ladite  Académie  : Failôns  défenlês  à tente» 
(mics  de  perCinnfs , de  q^elqpe  qpalûé  & coaditioB  q;i 'elles  foient , d’en  inttoduire  d’ûs». 
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prefTion  étrangcre  dans  aucun  lieu  de  notre  ol>diflân:t  ; comme  auffi  à tous  Libraire# 
& Imprimeurs  d’imprimer  , ou  faire  imprimer,  vendre,  faite  rendre  ic  débiter  lefditsOu> 
vrages,  en  tout  ou  en  partie,  & d'en  faite  aucunes  tradaéiions  ou  extraits,  fous  quelque 
prétexte  que  ce  puille  être  , lâns  la  permilCon  exprelTe  & par  écrit  defdits  Expolânts  , 
ou  de  ceux  qui  auront  droit  d'eux;  d peine  de  confitcation  des  exemplaires  contrefaits, 
de  trois  mille  livres  d'amende  contre  cbacun  des  contrevenants,  dont  un  tiers  à Nous  , 
un  tiers  à l’Hutel-Dieu  de  Paris,  8c  l’autre  tiers  auxdiu  Expolânts,  ou  i celui  qui 
aura  droit  d’eux,  8c  de  tous  dépens,  dommages  & intérêts;  à la  charge  que  ces  Pré« 
fentes  lêront  enregillrces  tout  au  long  liir  le  RegiRre  de  la  Communauté  dés  Libraires 
le  Imprimeurs  de  Paris , dans  trois  mois  de  la  date  d’icelies;  que  i’imprelEon  defdits 
Ouvrages  fera  faite  dans  notre  Royaume  8c  non  ailleurs,  en  bon  papier  £c  beaux  carac-s 
teres , conformement  aux  RegUmens  de  la  Librairie  ; qu'avant  de  les  expolêr  en  vente  , 
les  manulcrits  ou  imprimés  qui  auront  lërvi  de  copie  à l’imprtiTion  defdits  Ouvrages , 
feront  remis  es  mains  de  notre  très-cher  8c  féal  Chevalier , Garde  des  Sceaux  de  France, 
le  (leur  Hua  de  Mixomekii  , Commandeur  de  nos  Ordres  ; qu’il  en  lèra  enliiice  rcmif 
deux  exemplaires  dans  notre  Bibliothèque  publique , un  d.ins  celle  de  notre  Château  du 
Louvre,  Sc  un  dans  celle  de  notre  très-cher  8c  féal  Chevalier , Chancelier  de  France  , 
le  £cur  oa  Maupcou  , 8c  un  dans  celle  dudit  lîeur  Hcb  ce  Miromenii.  Le  tout  i 
peine  de  nullité  (iefdites  Prélintes  ; du  contenu  delqucllcs  vous  mandons  8c  enioignoni 
de  faire  jouir  lefdiis  Expolânts  8c  leurs  ayans  caufes,  pleinement  8c  pailïblemeni,  lâni 
fouifrir  qu’il  leur  (ôit  fait  aucun  uouble  ou  empêchement.  Voulcrs  que  la  copie  des 
Prclêntes,  qui  fera  imprimée  tout  au  long,  au  commencement  eu  à la  fin  defdits  Ouvrages, 
foit  tenue  pour  duement  fignifiée  ; S;  qu’aux  copies  collationnées  par  l’un  de  nos  amés  8c 
féaux  Conlëillers  8;  Secréuires,  foi  (ôit  ajoutée  comme  à l’original.  Commaedoks  au 
premier  notre  HuIlEer  ou  Sergent  fur  ce  requis,  de  faire  pour  l’exécuiiçn  d’icclles, 
fous  aéles  requis  8c  nccclTaires , fans  demander  autre  permiHion , 8c  nonobilant  clameur 
de  Haro , Charte  Normande , 8c  Lettres  d ce  contraires.  Car  tel  eft  notre  plaifir.  Dorré 
à Paris  , le  premier  jour  de  Juillet , l’an  de  grâce  mil  lêpt  cent  lôixante-dix-huit,  tc 
de  noire  Régné  le  cinquième.  Par  le  Roi  en  Ton  Conlêil, 

Signe  LE  BEGUE. 

Regljlre'  fur  le  RegiJIre  A'ÔÎ'  di  la  Chambre  Royale  (e  Syndicale  dei  Libraires  6r 
imprimeurs  Je  Raris,  N“  1477  , folio  581  ,-conJorme'ment  au  Reglemeru  de  I7s;,  qui 
fuit  dijenfes , article  If',  à toutes  pafonnes , de  quelque  qualité'  & condition  qu'elles 
Joient , autres  que  les  Libraires  O Imprimeurs , de  vendre,  débiter  O Jaire  afficher 
aucuns  Livres  pour  les  vendre  en  leur  nom , foit  qu’ils  s'en  difent  les  jduteurs  011  autre- 
ment i O à la  charge  <fc  fournir  à la  fufdite  Chambre  huit  Exemplaires , prefetiu 
par  l'aru  C f'Ill  du  même  Réglement.  A l'aris  le  xo  Août  177  S. 

Signé  A.  M.  LQTTIN  l'ainé.  Syndic. 

MÉCHANIQUE 
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MÉCHANIQUE 

ANALITIQUE. 


PREMIERE  PART  l'E. 

-LJ  STATIQUE. 

* V 

SECTION  PREMIERE. 

Sur  les  dîfférens  Principes  de  la  Statique. 


La  Statique  eft  la  fcience  de  l’équilibre  des  forces.  On 
entend  en  général  par  force  ou  pitijfance  la  caufe,  quelle 
qu’elle  foit,  qui  imprime  ou  tend  à imprimer  du  mouvement 
au  corps  auquel  on  la  fuppofe  appliquée  ; &:  c’eft  aufll  par  la 
quantité  du  mouvement  imprimé , ou  prêt  à imprimer  » que 

A ■ 
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la  force  ou  puifTance  doit  s’eftimer.  Dans  l’état  d’équilibre  la 
force  n’a  pas  d’exercice  aéluel  ; elle  ne  produit  qu’une  fimple 
tendance  au  mouvement;  mais  on  doit  toujours  la  mefurer 
par  l’elFet  qu’elle  produiroit  fi  elle  n’étoit  pas  arrêtée.  En  pre* 
nant  uiie  force  quelconque , ou  fon  effet  pourl’unicc,  l’ex- 
preffion  de  toute  autre  force  n’eft  plus  qu’un  rapport , une 
quantité  mathématique  qui  peut  être  repréfentëe  par  des 
nombres  ou  des  lignes;  c’elt  fous  ce  point  de  vue  que  l’on 
doit  confidérer  les  forces  dans  la  Méchanique. 

L’équilibre  réfulte  de  la  deftruélion  de  plufieurs  forces  qui 
fe  combattent  6c  qui  anéantiffent  réciproquement  l’a£kion 
qu’elles  exercent  les  unes  fur  les  autres  ; 6c  le  but  de  la  Sta- 
tique efi  de  donner  les  loix  fuivant  lefquelles  cette  deffruclion 
s’opère.  Ces  loix  font  fondées  fur  des  principes  généraux  qu’on 
peut  réduire  à trois  ; celui  àç  \'équi libre  dans  le  levier.,  celui 
de  la  compofiiion  du  mouvement , 6c  celui  des  vitejjes  virtuelles. 

Archimede,  le  feul  parmi  les  Anciens  qui  nous  ait  laiffé 
quelque  théorie  fur  la  Aléchanique , dans  fes  deux  Livres  de 
Æquiponderantibus du  principe  du  levier,  lequel 
confifte,  comme  tout  le  monde  fait,  en  ce  que  fi  un  levier 
droit  eft  chargé  de  deux  poids  quelconques  placés  de  part  6c 
d’autre  du  point  d’appui  à des  diftances  de  ce  point  récipro- 
quement proportionnelles  aux  mêmes  poids  , ce  levier  fera 
en  équilibre , 6c  fon  appui  fera  chargé  de  la  fpmme  des  deux 
poids.  Archimede  prend  ce  principe , dans  le  cas  des  poids 
égaux  placés  à des  difiances  égales  du  point  d’appui , pour  un 
axiome  de  Méchanique  évident  de  foi-même,  ou  du  moins 
pour  un  principe  d’expérience;  6c  il  ramené  à ce  cas  fimple 
6c  primitif  celui  des  poids  inégaux , en  imaginant  ces  poids 
Ibrfqu’ils  font  commenfurablcs , divifés  en  plufieurs  parties 
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toutes  égales  entr’elles,  fie  en  fuppofanc  que  les  parties  de 
chaque  poids  foient  féparées  fie  tranfportces  de  part  fic  d’autre 
fur  le  meme  levier,  à des diilances  égales,  enforce  que  tout 
le  levier  fe  trouve  chargé  de  plufieurs  petits  poids  égaux  fic 
placés  à diftances  égales  autour  du  point  d’appui.  Enfuite  il 
démontre  la  vérité  du  même  théorème  pour  les  poids  incom- 
menfurables  à l’aide  de  la  méthode  d’exhaufb'on,  en  faifant  voir 
qu’il  ne  fauroit  y avoir  équilibre  entre  ces  poids,  à moins  qu’ils 
ne  foient  en  raifon  inverfe  de  leurs  diftances  au  point  d’appui. 

Quelques  modernes , comme  Stevin  dans  fa  Statique , fiC 
Galilée  dans  fes  Dialogues  fur  le  mouvement , ont  rendu  la 
démonftration  d’Archimede  plus  fimple , en  fuppofant  que  les 
poids  attachés  au  levier  foient  deux  parallélépipèdes  horizon- 
taux pendus  par  leur  milieu , fic  dont  les  largeurs  fic  les  hau- 
teurs foient  égales,  mais  dont  les  longueurs  foient  doubles  des 
bras  de  levier  qui  leur  répondent  inverfement.  Car  de  cette 
maniéré  les  deux  parallélépipèdes  font  en  raifon  inverfe  de 
leurs  bras  de  levier , fic  en  même  tems  ils  fe  trouvent  placés 
bout-à-bout , enforce  qu’ils  n’en  forment  plus  qu’un  feul  dont 
le  point  du  milieu  répond  précifément  au  point  d’appui  du 
levier. 

D’autres  au  contraire  ont  cru  trouver  des  défauts  dans  la 
démonftration  d’Archimede,  fie  ils  l’ont  tournée  de  différentes 
façons  pour  la  rendre  plus  rigoureufe.  Mais  fi  l’on  excepte 
Huyghens,  il  n’y  en  a aucun  qui  ait  mérité  fur  ce  point  la  recon- 
noiflancc  des  Géomètres. 

La  démonftration  d’Huyghens  eft  fondée  fur  la  confidération 
de  l’équilibre  d’un  plan  chargé  de  plufieurs  poids  égaux , fiC 
appuyé  fur  une  ligne  droite  ; mais  cette  démonftration , quoique 
ingénieufe  fic  exempte  des  difficultés  auxquelles  celle  d’Archi- 
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mede  eft  fujerte , ne  paroît  pas  encore  à l’abri  de  toute  objec- 
tion; voyez  le  premier  volume  des  Opéra  varia  d’Huyghens. 

Le  principe  du  levier  droit  & horizontal  une  fois  pofé,  on 
en  peut  déduire  les  loix  de  l’équilibre  dans  les  autres  machines , 
& en  général  dans  quelque  fyftême  de  puiflances  que  ce  foit. 
C’eft  ce  que  plufleurs  Auteurs  ont  fait,  fur-tout  la  Hire  dans 
fon  Traité  de  Méchanique,  imprimé  dans  le  IX®  volume  des 
anciens  Mémoires  de  l’Académie  des  Sciences  de  Paris.  Cepen- 
dant il  paroît  qu’on  n’a  pas  d’abord  connu  la  maniéré  de  réduire 
à la  théorie  du  levier  celle  de  toutes  les  autres  machines , & 
fur-tout  celle  du  plan  incliné;  car  non-feulement  on  voit  par 
les  fragmens  qui  nous  font  parvenus  du  huitième  Livre  de 
Pappus , que  les  Anciens  ignoroient  le  vrai  rapport  de  la  puif- 
fance  au  poids  dans  le  plan  incliné , mais  on  fait  que  la  déter- 
mination de  ce  rapport  a été  long-tems  un  problème  parmi  les 
premiers  Mathématiciens  modernes,  problème  dont  la  pre- 
mière folution  exa£te  eft  due  au  fameux  Stevin,  Mathémati- 
cien du  Prince  Maurice  de  Naffau  ; encore  ne  l’a-t-il  trouvée 
que  par  une  confidération  indireéle  & indépendante  de  la 
théorie  du  levier. 

Stevin  confidere  un  triangle  folide  pofé  fur  fa  bafe  horizon- 
tale; enforte  que  fes  deux  côtés  forment  deux  plans  inclinés  ; 
6c  il  im.agine  qu’un  chapelet  formé  de  plufieurs  poids  égaux , 
enfilés  à des  diftances  égales,  ou  plutôt  une  chaîne  d’égale 
grollêur  foit  placée  fur  les  deux  côtés  de  ce  triangle,  de  ma- 
niéré que  toute  la  partie  fupérieure  fe  trouve  appliquée  aux 
deux  côtés  du  triangle,  & que  la  partie  inferieure  pende  libre- 
mem  au-deflous  de  la  bafe,  comme  fi  elle  étoit  att-achée  aux 
deux  extrémités  de  cette  bafe. 

Or  Stevin  remarque  qu’en  fuppofant  même  que  la  chaîne 
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puiffè  gliiïer  librement  fur  le  triangle,  elle  doit  cependant 
demeurer  en  repos;  car  fi  elle  commençoit  à gliiïer  d’elle- 
mcme  dans  un  fens,  elle  dcvroic continuer  à gliiïer  toujours, 
.puifque  la  même  caufe  de  mouvement  fubfifteroit,  la  chaîne 
fe  trouvant,  à caule  de  l’uniformité  de  fes  parties,  placée 
toujours  de  la  même  maniéré  fur  le  rriangle , d’où  réfulteroit 
un  mouvement  perpétuel , ce  qui  efl:  abfurde. 

Il  y a donc  néceiï,'ai rement  équilibre  entre  toutes  les  parties 
de  la  chaîne;  or  il  eft  évident  que  la  portion  qui  pend  au- 
deiïTous  de  la  bafe , eft  déjà  en  équilibre  d’ellc-même  ; donc 
il  faut  que  l’effort  de  tous  les  poids  appuyés  fur  l’un  des  côtés , 
contrebalance  l’effbrtdes  poids  appuyés  fur  l’autre  côté;  mais 
la  fomme  des  uns  eft  à la  fomme^des  autres,  dans  le  même 
rapport  que  les  longueurs  des  côtés  fur  lefquels  ils  font  appuyés. 
Donc  il  faudra  toujours  la  même  puiflànce  pour  foutenir  un 
ou  plufieurs  poids  placés  fur  un  plan  incliné,  lorfque  le  poids 
total  fera  proportionnel  à la  longueur  du  plan,  en  fuppofant 
la  hauteur  la  même;  mais  quand  le  plan  eft  verrical , la  puif* 
fance  eft  égale  au  poids  ; donc  dans  tout  plan  incliné , la  puif- 
fance  eft  au  poids  comme  la  hauteur  du  plan  à fa  longueur. 

J'ai  rapporté  cette  démonftration  deStevin,  parce  qu’elle 
eft  trcs-ingénieufe , & qu’elle  eft  d’ailleurs  peu  "connue.  Au 
refte,  Stevin  déduit  de  cette  théorie  celle  de  l'équilibre  entre 
trois  puifl'ances  qui  agiiïênt  fur  un  même  point,  & il  fait  voir 
que  cet  équilibre  a lieu  lorfque  les  puiffances  font  parallèles 
& proportionnelles  aux  trois  côtés  d’un  triangle  rcéliligne 
quelconque.  Voyez  les  Élémens  de  Statique  & les  Additions 
h la  Statique  de  cet  Auteur  dans  fes  Hypomnemata  Maihe- 
matica. 

Le  fécond  Principe  fondamental  de  l’équilibre  eft  celui  de 
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Ja  compofition  des  mouvemens.  Il  eft  fondé  fur  cette  fuppo- 
fition  , que  fi  deux  forces  agiflent  à la  fois  fur  un  corps  fuivant 
différentes  directions,  ces  forces  équivalent  alors  à une  force 
unique,  capable  d’imprimer  au  corps  le  même  mouvement 
que  lui  donneroient  les  deux  forces  agillant  féparémenr.  Or 
un  corps  qu’on  fait  mouvoir  uniformément,  fuivant  deux 
directions  différentes  à 1a  fois , parcourt  néceflairement  la  dia- 
gonale du  parallélogramme  dont  il  eut  parcouru  féparément 
les  cotés  en  vertu  de  chacun  des  deux  mouvemens.  D’où  il 
s’enfuit  que  deux  puilfances  quelconques  qui  agifTènt  enfèmble 
fur  un  même  corps,  feront  équivalentes  h une  feule  repré. 
fentée  dans  fa  quantité  Sc  fa  diredtion,  par  la  diagonale  du 
parallélogramme  dont  les  côtés  repréfentent  en  particulier  les 
quantités  & les  directions iles  deux  puiffinces  données.  C’efl 
en  quoi  confifte  le  Principe  qu’on  nomme  /a  compojùion  des 
forces. 

Ce  Principe  fuffit  fcul  pour  déterminer  les  loix  de  l’équilibre 
dans  tous  les  cas  ; car  en  compofant  fucceflîvement  toutes  les 
forces  deux  à deux , on  doit  parvenir  à une  force  unique,  qui 
fera  équivalente  à toutes  ces  forces,  & qui  par  conféquent 
devra  être  nulle  dans  le  cas  d’équilibre,  s’il  n’y  a dans  le  fyflême 
aucun  point  fixe  ; mais  s’il  y en  a un  , il  faudra  que  la  direétion 
de  cette  force  unique  paffe  par  le  point  fixe.  C’eft  ce  qu’on 
peut  voir  dans  tous  les  Livres  de  Statique,  & particuliérement 
dans  la  nouvelle  Méchaniqoe  de  Varignon,  où  la  théorie  des 
machines  eft  déduite  uniquement  du  Principe  dont  nous  ve- 
nons de  parler.  . 

Il  eft  évident  que  le  théorème  de  Stevin  fur  l’équilibre  de 
trois  forces  parallèles  & proportionnelles  aux  trois  côtés  d’un 
triangle  quelconque , eft  une  conféquence  immédiate  & nécef- 
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faire  du  principe  de  la  compofition  des  forces , ou  plutôt  qu’il 
n’eft  que  ce  même  principe  prëfentë  fous  une  autre  forme. 
Mais  celui-ci  a l’avantage  d’être  fondë  fur  des  notions  fimples 
& naturelles , au  lieu  que  le  thëorême  de  Stevin  ne  l’eft  que 
fur  des  confidërations  indireffes. 

Quant  à l’invention  du  Principe  dont  il  s’agit , il  me  femble 
qu’on  doit  l’attribuer  à Galilëe , qui  dans  la  fécondé  propofi- 
tion  de  la  quatrième  journëe  de  fes  Dialogues,  dëmontre 
qu’un  corps  mu  avec  deux  viteffes  uniformes,  l’une  horifon- 
tale,  l’autre  verticale,  doit  prendre  une  viteflTe  reprëfentëe 
par  l’hypothènufe  du  triangle  dont  les  côtés  reprëfentent  ces 
deux  vitelTes  ; mais  il  paroît  en  même  tems  que  Galilëe  n’a 
pas  connu  toute  l’importance  de  ce  thëorême  dans  la  théorie 
de  l’équilibre.  Car  dans  le  Dialogue  troifième  où  il  traite  du 
mouvement  des  corps  pefans  fur  des  plans  inclinés,  au  lieu 
d’employer  le  Principe  de  la  compofition  du  mouvement  pour 
déterminer  direélement  la  gravité  relative  d’un  corps  fur  un 
plan  incliné,  il  déduit  plutôt  cette  détermination  de  la  théorie 
de  l’équilibre  fur  les  plans  inclinés , d’après  ce  qu’il  avoit  établi 
auparavant  dans  fon  Traité  délia  Scierri^a  Mecanica^  dans 
lequel  il  rappelle  le  plan  incliné  au  levier. 

On  trouve  enfuite  la  théorie  des  mouvemens  compofés  dans 
les  écrits  de  Defeaftes,  dé  Roberval,  de  Merfenne,  de 
Wallis  , 8cc  : mais  c’eft  à Varignon  qu’on  doit  d’avoir  montré 
l’ufage  de  cette  théorie  dans  l’équilibre  des  machines. 

Le  projet  d’une  nouvelle  Méchanique  qu’il  publia  en  1687, 
n’a  pour  objet  que  de  démontrer  les  régies  de  la  Statique  par 
la  compofition  des  mouvemens  ou  des  forces  ; & cet  objet  a 
été  rempli  enfuite  avec  plus  d’étendue  dans  la  nouvelle  Mécha- 
nique qui  n’a  paru  qu’après  fa  mort , en  171  j ; il  avoit  même 
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déjà  donné  en  1685,  dans  l’Hiftoire.  dé  la  République  dcg 
Lettres , un  Mémoire  fur  les  poulies , où  il  expliquoit  la  théorie 
de  ces  fortes  de  machines,  par  celle  des  mouvemens  com- 
pofés: 

Je  viens  enfin  au  troifieme  Principe,  celui  des  vitellès  vir- 
tuelles. On  doit  entendre  par  viteJJ'i  virtuelle^  celle  qu’un 
corps  en  équilibre  eft  difppfé  à recevoir,  en  cas  que  l’équilibre 
vienne  à être  rompu  ; c’eft-à-dirc  la  vitelTè  que  ce  corps  pren- 
droit  réellement  dans  le  premier  inftant  de  Ion  mouvement  ; 
& le  Principe  dont  il  s’agit  confifte  en  ce  que  des  puiflfances 
font  en  équilibre  qu.and  elles  font  en  raifon  inverfe  de  leurs 
vitefles  virtuelles , eftimées  fuivant  les  directions  de  ces  puif- 
fànces. 

■ Pour  peu  qu’on  examine  les  conditions  de  l’équilibre  dans 
le  levier  ôc  dans  les  autres  machines , il  eft  facile  de  reconnoître 
la  vérité  de  ce  Principe;  cependant  il  ne  pàroît  pas  que  les 
Géomètres  qui  ont  précédé  Galilée,  en  aient  eu  connoif- 
(ance,  & je  crois  pouvoir  en  attribuer  la  découverte  à cet 
Jouteur,  qui  dans  fon  Traité  délia  Scienia  Mecanica^  & 
dans  fes  Dialogues  fur  le  mouvement,  le  prôpofe  comme 
une  propriété  générale  de  l’équilibre  des  machines.  Voyez  la 
fcholie  de  la  fécondé  Prdpofition  du  troifieme  Dialogue. 

. Galilée  entend  par  moment  d’un  poids  ou  d’une  puiflance 
appliquée  à une  machine , l’eft'ort,  l’aétion , l’énergie,  Ximpeius 
de  cette  puilfance  pour  mouvoir  la  machine,  de  maniéré  qu'il 
y ait  équilibre  entre  deux  puilîances,  lorfque  leurs  momens 
pour  mdriyoir  la  machine  en  fens  contraires  font  égaux  ; & 
ij  fait  voir  que  le  moment  eft  toujours  proportionnel  à la 
puiftance  multipliée  par  la  vitefle  vittuelle,  dépendante  de  la 
manière  dont  la  puift'ançe  agit, 

Cette 
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Cette  notion  des  momens  a au/Ti  été  adoptée  par  Wallis 
dans  fa  Méclianique  publiée  en  1669.  L’Auteur  y pofe  le 
principe  de  l’égalité  des  momens  pour  fondement  de  la  Sta- 
tique , & il  en  déduit  au  long  la  théorie  de  l’équilibre  dans 
les  principales  mai-hines. 

Aujourd’hui  on  n’entend  plus  communément  pour  m.  ment  y 
que  le  produit  d’une  puifl’ance  par  la'diftance  de  fa  direétion 
à un  point  ou  à une  ligne , c’eft- à-dire  par  le  bras  de  levier  par 
lequel  elle  agit;  mais  il  me  femble  que  la  notion  du  moment 
donnée  par  Galilée  & par  Wallis,  eft  bien  plus  naturelle  &c  plus 
générale,  & je  ne  vois  pas  pourquoi  on  l’a  abandonnée  pour 
y en  fubftituer  une  autre  qui  exprime  feulement  la  valeur  du 
moment  dans  certains  cas , comme  dans  le  levier , &c. 

Defcartes  a réduit  pareillement  toute  la  Statique  à un  Prin- 
cipe unique,  qui  revient  pour  le  fond  à celui  de  Galilée, 
rnais  qui  eft  préfenté  d’une  maniéré  moins  générale.  Ce  Prin- 
cipe eft,  qu’il  ne  faut  ni  plus  ni  moins  de  force  pour  élever 
un  poids  à une  certaine  hauteur , qu’il  en  faudroit  pour  élever 
un  poids  plus  pefant  à une  hauteur  d’autant  moindre , ou  un 
poids  moindre  à une  hauteur  d’autant  plus  grande.  (Voyez  la 
Lettre  73  de  la  première  Partie,  &c  le  Traité  de  Méchanique 
imprimé  dans  les  Ouvrages  pofthumes).  D’où  il  réfulte  qu’il 
y aura  équilibre  entre  deux  poids , lorfqu’ils  feront  difpofés 
de  maniéré  que  les  chemins  perpendiculaires  qu’ils  peuvent 
parcourir  enfemble,  foient  en  raifon  réciproque  des  poids. 
Alais  dans  l’application  de  ce  Principe  aux  différentes  ma- 
chines, il  ne  faut  confidérer  que  les  efpaces  parcourus  dans 
le'  premier  inftant  du  mouvement , & qui  font  proportionnels 
aux  viteflcs  virtuelles  ; autrement  on  n’auroit  pas  les  véritables 
loix  de  l’équilibre. 
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Au  refte,  foit  qu’on  regarde  le  Principe  des  viteflès  vir- 
tuelles comme  une  propriété  générale  de  l’équilibre,  ainfi  que 
l’a  fait  Galilée;  foit  qu’on  veuille  le  prendre  avec  Defcartes  & 
Wallis  pour  la  vraie  caufe  de  l’équilibre,  il  faut  avouer  qu’il 
a toute  la  fimplicité  qu’on  peut  dclirer  dans  pn  principe  fonda- 
mental ; & nous  verrons  plus  bas  combien  ce  Principe  eft 
encore  recommandable  par  fa  généralité. 

Torricelli , fameux  difciple  de  Galilée , eft  l’auteur  d’un 
autre  Principe , qui  revient  cependant  au  même  que  celui  de 
Galilée,  ou  qui  plutôt  n’en  eft  qu’une  conféquence  ; c’eft  que 
lorfque  deux  poids  font  tellement  liés  enfemble,  qu’étant 
placés  comme  l’on  voudra,  leur  centre  de  gravité  ne  haufle 
ni  ne  baille , ils  font  en  équilibre  dans  toutes  ces  fituations. 
Torricelli  ne  l’appliqué  qu’au  plan  incliné , mais  il  eft  facile  de 
fe  convaincre  qu’il  n’a  pas  moins  lieu  dans  les  autres  machines. 
Voyez  foH  Traité  du  mouvement  accéléré,  qui  a paru  en 
1644. 

Le  Principe  de  Torricelli  en  a fait  n.aître  un  autre , dont 
quelques  Auteurs  ont  fait  ufage  pour  réfoudre  avec  plus  de  ' 
facilité  différentes  queftions  de  Statique.  C’eft  celui-ci  : que 
dans  un  fyftême  de  corps  pefans  en  équilibre , le  centre  de 
gmvité  eft  le  plus  bas  qu’il  eft  poflible.  En  eftet,  on  fait  par 
la  théorie  de  maximes  ù minimis  y que  le  centre  de  gravité 
eft  le  plus  bas  lorfque  la  différentielle  de  fa  defeente  eft  nulle, 
ou  , ce  qui  revient  au  même , lorfque  ce  centre  ne  monte  ni 
ne  defeend,  tandis  que  le. fyftême  change  infinimenu' peu  de 
place. 

Le  Principe  des  vitefles  virtuelles  peutêtre  rendu  très-général 
de  cette  maniéré  : 

Si  un  fyfléme  quelconque  de  tant  de  corps  ou  points  que 
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ton  veut  tirés  y chacun  par  des  puljfances  quelconques  , efi  en 
équilibre  y ù qu’on  donne  a ce  fyjlême  un  petit  mouvement  quel- 
conque y en  vertu  duquel  chaque  point  parcoure  un  efpace  infini- 
ment petit  qui  exprimera  fa  viteJJ'e  virtuelle  ; la  fomme  des puif- 
fances  , multipliées  chacune  par  t efpace  que  le  point  où  elle  eft 
appliquée , parcourt  fuivant  la  direclion  de  cette  meme  puijfance  , 
fera  toujours  égale  a \ero^  en  regardant  comme  pofiiifs  les  petits 
efpaces  parcourus  dans  le  fens  des  puijfances  , Ù comme  négatifs 
les  efpaces  parcourus  dans  un  fens  oppofé. 

Jean  Bernoulli  eft  le  premier  que  je  fâche,  qui  ait  apperçu 
cette  grande  généralité  du  Principe  des  viteftes  virtuelles , 6c 
fon  utilité  pour  réfoudre  les  problèmes  de  Statique.  C’eft  ce 
qu’on  voit  dans  une  de  fes  Lettres  À Varignon,  datée  de  1717, 
que  ce  dernier  a placée  à la  tête  de  la  feélion  neuvième  de  fi 
nouvelle  Méchanique , feftion  employée  toute  entière  à mon- 
trer par  différentes  applications  la  vérité  6c  l’ufage  du  Principe 
dont  il  s’agit. 

Ce  même  Principe  a donné  lieu  enfuite  à celui  que  feu 
M.  de  Maupertuis  apropofé  dans  les  Mémoires  de  l’Académie 
des  Sciences  de  Paris  pour  l’année  1740,  fous  le  nom  de  Loi 
de  repos , 6c  que  M.  Euler  a développé  davantage , 6c  rendu 
plus  général  dans  les  Mémoires  de  l’Académie  de  Berlin  pour 
l’année  1751.  Enfin  c’eft  encore  le  même  Principe'  qui  fert  de 
bafe  à celui  que  M.  le  Marquis  de  Courtivron  a donné  dans 
les  Mémoires  de  l’Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  1748 
6c  1749. 

Et  en  général  je  crois  pouvoir  avancer  que  tous  les  principes 
généraux  qu’on  pourroit  peut-être  encore  découvrir  dans  la 
fcience  de  l’équilibre,  ne  feront  que  le  même  principe  des 
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vitefTes  virtuelles  , envifagé  difi'éremment , & dont  ils  ne  diffé- 
reront que  dans  l'expreflion. 

Au  refte , ce  Principe  eft  non-feulement  en  lui-méme  très- 
lîmple  & très-général  ; il  a de  plus  l’avantage  précieux  unique 
de  pouvoir  fe  traduire  en  une  formule  générale  qui  renferme 
tous  les  problèmes  qu’on  peut  propofer  lur  l’équilibre  des  corps. 
Nous  allons  expofer  cette  formule  dans  toute  fon  étendue  ; 
nous  tâcherons  même  de  la  préfenter  d’une  manière  encore 
plus  générale  qu’on  ne  l’a  fait  jufqu’â  préfent,  & d’en  donner 
des  applications  nouvelles. 


SECONDE  SECTION. 

Formule  générale  pour  V équilibre  d’un  Jyfiême  quelconque  de 
forces  ; avec  la  maniéré  de  faire  ufage  de  cette  formule, 

I,  XjA  loi  générale  de  l’équilibre  dans  les  machines,  eft 
que  les  forces  ou  puiffances  foient  entr’elles  réciproquement 
comme  les  vitefles  des  points  où  elles  font  appliquées , eftimées 
fuivanc  la  direélion  de  ces  puiffances. 

C’eft  dans  cette  loi  que  confifte  ce  qu’on  appelle  commu- 
nément le  Principe  des  vitejfes  virtuelles  , Principe  reconnu 
depuis  long-tems  pour  le  Principe  fondamental  de  l’équilibre, 
•ainfi  que  nous  l’avons  montré  dans  la  Seéiion  précédente,  & 
qu’on  peut  par  conféquent  regarder  comme  une  efpece  d’a- 
xiome de  Méchanique. 

Pour  réduire  ce  Principe  en  formule,  fuppofons  que  des 
puiffances  P ,Qy  R ^ (sc.  dirigées  fuivant  des  lignes  données. 
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fe  faflent  équilibre.  Concevons  que  des  points  où  ces  puif- 
fances  font  appliquées,  on  mene  des  lignes  droites  égales  à/», 
q,  r,  &c,  & placées  dans  les  direftions  de  ces  puiffances;  & 
délignons  en  général,  par  dp  ,dq  ,dr  ^ les  variations , ou 
différences  de  ces  lignes,  en  tant  qu’elles  peuvent  réfulter 
d’un  changement  quelconque  infiniment  petit  dans  la  politioa 
des  différens  corps  ou  points  du  fyftêmç.  ■ 

Il  eft  clair  que  ces  différences  exprimeront  les  cfpaces  par- 
courus dans  un  même  inftant  par  les  puiffances  P,  Ç,  J?,  6cc , 
c’eft-à-dire,  les  vitefles  de  ces  puiffances  eftimées  fuivant  leurs 
direéfions. 

Cela  pofé  , imaginons  d’abord  trois  puiffances  P,Q,  R en 
équilibre,  il  eft  clair  qu’en  fubftituant  à la  place  d’une  quel- 
conque de  ces  puiffances  un  appui  fixe , capable  de  réfîfter  à 
l’effort  commun  des  deux  autres,  l’équilibre  fubfiftera  encore  ; 
je  commencerai  donc  par  chercher  les  loix  de  l’équilibre  entre 
deux  puiffances  P & Ç,en  fuppofant  que  1e  point  fur  lequel  la 
troifieme  puiffance  agit  foit  fixe,  enforte  que  la  ligne  r demeure 
la  même  pendant  que  les  lignes  p q deviennent  p-\-dpy 
q-^dqy  owp  — dp^  q — dq.  Par  le  principe  générai,  il 
faudra  que  les  puiflances  P Si.  Q folent  entr’elles  en  raifon 
inverfe  des  différentielles  dp^  dq  \ mais  il  eft  aifé  de  con- 
cevoir qu’il  ne  fauroit  y avoir  équilibre  entre  deux  puiflances, 
à moins  qu’elles  ne  foient  difpofées  de  maniéré  , que  quand 
l’une  d’elles  fe  meut,  fuivant  fa  proprè  diteclion,  l’autre  ne 
foit  contrainte  de  fe  mouvoir  dana  un  fens  contraire  à la 
fienne  ; d’où  il  s’enfuit  que  les  valeurs  des  différences  dp  Si  dq 
doivent  être  de  figne  contraire  ; donc  comme  les  valeurs  des 
forces  P Si  Ç font  fuppofées  toutes  deux  pofitives , on  aura 
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par  l’équilibre  -^  ==  — ^ , ou  bien  P dp  Qdq  =■  o; 

«c’eft  la  formule  générale  de  l’équilibre  de  deux  puiflances.  ^ 

On  trouvera  de  la  meme  maniéré,  en  regardant  la  puif- 
Tance  Ç,  comme  appliquée  à un  point  fixe,  l’équation  P dp 
•4-  = O,  pour  les  conditions  de  l’équilibre  entre  les  puif- 

fances  P UC  R.  Pareillement  on  aura  pour  l’équilibre  des  deux 
puilT'ances  Q &c  R l’équation  Qdq  Rdr  -=  o. 

On  a donc  pour  les  trois  puifiimccs  P,  Ç?,  /î,  les  trois 
équations 

P dp  -4-  Qdq  — Oy  P dp  4-/?(ér  = 0,  Qdq-^Rdr  = 0, 

en  fuppofant  dans  la  première  de  ces  équations  r confiante  , 
dans  la  féconde  q confi.uite , ôc  dans  la  troifieme  p confiante. 

D’où  il  s’enfuit  qu’on  aura  en  général,  en  ftifant  varier 
P , y , r à la  fois,  l’équation  P dp -\rQdq-{-Rdr=*o. 

En  effet,  pour  qu’il  y ait  équilibte  entre  les  puiffances 
P,  Ç),  R y il  faut  que  ces  puilTances  foient  difpofées  de  ma- 
niéré que  l'une  ne  puifié  fe  mouvoir  indépendamment  des 
deux  autres. 

Il  faut  donc  qu’il  y ait  une  relation  donnée  entre  les  dif- 
férences dp , dq  y dr  yhc.  par  conféquent  aulfi  entre  les  quan- 
tités finies  P ,q , r‘y  donc  en  vertu  de  cette  rebition,  quelle 
qu’elle  foit,  la  variable  p pourra  Être  regardée  comme  une 
fbnétion  des  deux  autres  variables  y & r;  & fa  différentielle 
dp  pourra,  par  conféquent,  s’exprimer  en  général  par  dp 
■s=  mdq  ndr.  Or  en  faifant  r confiante,  on  auroit 
fimplement  dp  =t  mdq , bc  en  faifant  q confiante,  on 
auroit  dp  = ndr  ; donc  le  terme  P dp  qui  fe  trouvera 
dans  les  deux  premières  équations  , pourra  être  reprë- 
fenté  par  Pmdq  dans  la  première  de  ces  équations  , Cc 
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par  Pndr  dans  la  fécondé;  de  forte  que  la  fon'me  de  ces 
deux  termes  fera  P {mdq-^ndr)  = Pdp.  On  prouvera  de 
la  même  maniéré,  & en  regardant  q comme  une  fon£Uon  de 
P &C  r y que  la  fomme  des  deux  termes  Qdq  qui  entrent 
dans  la  première  & dans  la  troifieme  équation,  fe  réduira 
fimplement  à Qdq  y en  regardant  dans  d q y p Sc  r comme 
variables  à la  fois;  & pareillement  les  deux  termes  Rdr 
qui  fe  trouvent  dans  les  deux  dernieres  équations,  fe  ré- 
duiront à Rdr  y [p  q étant  variables  à la  fois  dans  ). 
De  forte  que  la  fomme  des  trois  équations  particulières  trou- 
vées ci-deffus,' deviendra,  en  regardant  p y qy  r comme 
variables  à la  fois  P dp  -+-  Qdq  -+•  = o;  formule  de 

l’équilibre  de  trois  puiïTances  quelconques  P,  QyR. 

S’il  y avoir  une  quatrième  puilTance  5,  dirigée  fuivant  la 
la  ligne  j , on  trouveroit  par  un  raifonnement  femblable , que 
l’équilibre  des  quatre  puifTances  P,  Ç , P , S feroit  renfermé 
dans  la  formule  Pdp  Qdq  -H  Rdr  -^S ds  = o. 

Ainfi  de  fuite,  quel  que  foit  le  nombre  des  puiffànces  en 
équilibre.  • ' 

2.  On  a donc  en  général  pour  l’équilibre  d’un  nombre 
quelconque  de  puifl'ancesP,  Ç,  P,  &c,  dirigées  fuivant  les 
lignes  /> , y,  r,  &c,  & appliquées  à un  fyftême  quelconque  de 
corps  ou  points  difpofés  entr’eux  d’une  maniéré  quelconque , 
une  équation  de  cette  forme, 

P dp  -\r  Ç</ÿ-+-P</r-f-&c  = o. 

Ceft  la  formule  générale  de  l’équilibre  d’un  fyftême  quel- 
conque de  puiflances. 

Nous  nommerons  chaque  terme  de  cette  formule , tel  que 
P dp  y \e  moment  de  la  force  P,  en  prenant  le  mot  de  moment 
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dans  le  lens  que  Galilée  lui  a donné , c’eft-à-dire , pour  le 
produit  de  la  force  par  fa  vitellc  virtuelle.  De  forte  que  la 
formule  générale  de  l’équilibre  confiftera  dans  l’égalité  à zéro , 
de  la  fommc  des  momcns  de  toutes  les  forces. 

3 . Pour  faire  ufaga  de  cette  formule , la  difficulté  fe  réduira 
à déterminer,  conformément  à la  nature  du  fyftème  donné, 
les  valeurs  des  différentielles  Sec, 

On  confidérera  donc  le  fyftême  dans  deux  pofiiions  diffé- 
rentes, Sc  infiniment  voifines,  Sc  on  cherchera  les  expreûions 
les  plus  générales  des  différences  dont  il  s’agit,  en  introdui- 
fant  d.ans  ces  expreffions  autant  de  quantités  déterminées,  qu’il 
y aura  d’élémens  arbitraires  dans  la  variation  de  pofition  du 
fylteme.  On  fubftituera  enfuite  ces  expreffions  de  dp^dq^ 
dr,^  ècc,  dans  l’équ.ation  propofée,  & il  faudra  que  cette  équa- 
tion ait  lieu,  indépendamment  de  toutes  les  indéterminées, 
afin  que  l’équilibre  du  fyftême  fubfifte  en  général  & dans  tous 
les  fens.  On  égalera  donc  féparément  à zéro,  la  fomme  des 
termes  affectés  de  chacune  des  mêmes  Indéterminées;  & l’on 
aura,  par  ce  moyen,  autant  d’équations  particulières,  qu’il  y 
aura  de  ces  indéterminées;  or  il  n’cft  pas  difficile  de  fe  con- 
vaincre que  leur  nombre  doit  toujours  être  égal  à celui  des 
- quantités  inconnues  dans  la  pofition  du  fyftême  ; donc  on 
aura  par  cette  méthode,  autant  d’équations  qu’il  en  faudra 
pour  déterminer  l’état  d'équilibre  du  fyftême. 

C’eft  ainfi  qu’en  ont  ufé  tous  les  Auteurs  qui  ont  apphqué 
jufqu’ici  le  Principe  des  viteffes  virtuelles,  à la  folution  des 
problèmes  de  Statique  ; mais  cette  maniéré  d’employer  ce 
Principe , peut  exiger  des  conftruétions  8c  des  confidéra-t 
tions  géométriques,  qui  rendent  les  folutions  auffi  longues 
que  fi  on  les  déJuifoit  des  principes  ordinaires  de  la  Stati^ 

que  , 
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que  ; c’eft  peut-être  la  principale  raifon  qui  a empêché  qu’on 
n’ait  fait  jufqu’ici  de  ce  Principe  tout  le  cas  &:  l’ufage  qu’il 
femble  qu’on  en  auroit  dû  faire , vu  fa  fimplicité  & fa  géné- 
•ralité, 

4-  Quelles  que  foient  les  forces  P,  Q,  i?,  &c,  qui  agiflent 
fur  les  difFcrens  corps  ou  points  du  fyftême , il  eft  clair  qu’on 
peut  toujours  les  fuppofer  tendantes  à des  points  placés  dans 
les  direétions  de  ces  forces  , & que  nous  appellerons  les  centres 
des  forces. 

Ainfi  pour  avoir  les  lignes  p,  r,&c,  qui  repréfentent 
les  direélions  des  forces  P,  Q , P &c , il  n’y  aura  qu’à  prendre 
les  diftances  reéfilignes  entre  les  corps  ou  points , fur  lefquels 
les  forces  agiflent,  & les  centres  de  ces  mêmes  forces.  Or 
ces  centres  peuvent  être  placés  hors  du  fyftême,  ou  bien 
en  faire  partie. 

Dans  le  premier  cas  il  eft  vifibleque  les  différences  dp^dqy 
dr  , &c , expriment  les  variations  entières  des  lignes  p^q^ty  &c, 
dues  au  changement  de  fituation  du  fyftême  ; elles  font 
par  conféquent  les  différentielles  complettes  des  quantités  p y 
qyTy  &c , en  y regardant  comme  variables  toutes  les  quantités 
relatives  à la  fituation  du  fyftême,  & comme  confiantes  celles 
qui  fe  rapportent  à la  polition  des  différons  centres  des  forces. 

Dans  le  fécond  cas,  quelques-uns  des  corps  du  fyftême 
feront  eux- mêmes  les  centres  des  forces  qui  agiflent  fur  d’au- 
tres corps  du  même  fyftême,  8c  à caufè  de  l’égalité  entre 
l’aélion  & la  réaélion  , ces  derniers  corps  feront  en  même 
tems  les  centres  des  forces  qui  agiflent  Air  les  premiers. 

Confidérons  donc  deux  corps  qui  agiffent  l’un  fur  l’autre 
avec  une  force  quelconque  P,  foit  que  cette  force  vienne  de 
i’attraélion  ou  de  la  répulfion  de  ces  corps , ou  d'un  reflbre 
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placé  entr’eux , ou  d’une  autre  maniéré  quelconque , foit  p la 
diftancc  entre  ces  deux  corps,  & que  «^//exprime  la  variation 
de  cette  diftance,  en  tant  qu’elle  dépend  du  changement  de 
fituation  de  l’un  des  corps  ; il  eft  clair  qu’on  aura  relative- 
ment à ce  corps,  Pdp*  pour  le  moment  de  la  force  P;  de 
même  fi  on  défigne  par  dp"  la  variation  déjà  même  diftance 
P y réfultante  du  changement  de  fituation  de  l’autre  corps , on 
aura  relativement  k ce  fécond  corps,  le  moment  P dp"  de  la 
même  force  P\  donc  le  moment  total  dû  à cette  force,  fera 
reprefenté  par  P {dp'  dp")  il  eft  v\Ç\h\e  c\\xe  d p' dp'* 
eft  la  dilFérenticlle  completce  de  p que  nous  délignerons  par 
dp,  puifque  la  diftance  p ne  peut  varier  que  par  le  dépla- 
cement des  deux  corps;  donc  le  moment  dont  il  s’agit  fera 
exprime  fimplcmcnt  par  Pdp%  on  peut  étendre  ce  raifonne- 
ment  à tant  de  corps  qu’on  voudra. 

J.  Il  fuit  de-là  que  pour  avoir  la  fomme  des  momens 
de  toutes  les  forces  d’un  fyftême  donné,  il  n’y  aura  qu’à 
confidérer  en  particulier  chacune  des  forces  qui  agiflent 
fur  les  difterens  corps  ou  points  du  fyftême,  & prendre 
la  fomme  des  produits  de  ces  differentes  forces  multi- 
pliées chacune  par  la  différentielle  de  la  diftance  refpeftive 
entre  les  deux  termes  de  chaque  force , c’eft-  à dire  entre  le 
point  fur  lequel  agit  cette  force  & celui  d’où  elle  part,  en 
reg.ardant,  dans  ces  différentielles,  comme  variables  toutes 
les  quantités  qui  dépendent  de  la  fituation  du  fyftême , & 
comme  confiantes  celles  qui  fe  rapportent  aux  points  ou 
centres  extérieurs,  c’eft-à-dire  en  confidérant  ces  points 
C'Omme  fixes,  tandis  qu’on  fait  varier  la  fituation  du  fyftême. 
Cette  qu.antité  étant  égalée  àzéro,  donnera  la  formule  générale 
du  principe  de  l’équilibre. 
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6-  Pour  exprimer  analitiquemcnt  la  meme  quantité,  ce  qui 
fe  préfente  de  plus  fimple,  eft  de  rapporter  la  pofltion  de 
tous  les  points  du  fyllcme  donné  à des  coordonnées  rcfkangles 
& parallèles  à trois  axes  fixes  dans  l’efpace. 

Nous  nommerons  en  général  jc,^,  les  coordonnées  des 
points  auxquels  les  forces  font  appliquées,  & nous  lesdiftin- 
guerons  enfuite  par  un  ou  plufieurs  traits,  relativement  aux 
difFcrcns  points  du  fyftême. 

Nous  défignerons  de  même  par  a,  é,  c,  les  coordonnées 
pour  les  centres  des  forces. 

Il  eft  vifible  que  les  diftances &c,  feront  expri- 
mées en  général  par  la  formule 

( (X  — a)*  H- (jy  — )* -+- ( î - c)* ) 
dans  laquelle  les  quantités  a,  c feront  conftantes  ou  du 
moins  devront  être  regardées  comme  telles,  pendant  que 
X varient,  dans  le  cas  où  elles  fe  rapportent  à des  points 
fixes  placés  hors  du  fyftême  ; mais  dans  le  cas  où  les  forces 
partent  de  quelques-uns  des  corps  du  fyftême  même,  ces 
quantités  a,  i,  c deviendront  x"  jy" feront 
par  conféquent  variables. 

Ayant  ainfi  les  expreflions  des  quantités  finies  j , r,  &c  , 
en  fonclions  connues  des  coordonnées  des  diftérens  corps  du 
fyftême,  il  n’y  aura  plus  qu’à  difFérentier  à l’ordinaire,  en 
regardant  ces  coordonnées  comme  variables , pour  avoir  les 
valeurs  cherchées  des  différences  dp,  dq ,dr,  &c,  qui  entrent 
dans  la  formule  générale  de  l’équilibre. 

Mais  quoiqu’on  puifle  toujours  regarder  les  forces 
P,  Q,  R,  &c,  comme  tendantes  à des  centres  donnés; 
cependant  comme  la  confidération  de  ces  centres  eft  étran- 
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gere  à la  queftion , dans  laquelle  on  ne  confidere  ordinaire- 
ment comme  données , que  la  quantité  & la  direction  de 
chaque  force  ; voici  des  maniérés  plus  générales  d’exprimer 
les  difFcrences  dp^dq^  dr^  &c. 

7.  Et  d’abord  en  fuppofant,  ce  qui  eft  toujours  permis, 
que  la  force  P tende  à un  centre  fixe,  on  a 

p = Y {x  — ay -^{y — 


& de-là,  en  difFérentiant  fans  que  a,  b varient 
dp=  dx-{~  - dy 

Or  il  eft  facile  de  concevoir  que 

1 P P 

ne  font  autre  chofc  que  les  cofinus  des  angles  que  la  ligne 

^ fait  avec  les  coordonnées  x,  Donc  en  général  fi  on 

nomme  > les  angles  que  la  direétion  de  la  force  P fait 

avec  les  axes  des  x,  ou  avec  des  parallèles  à ces  axes, 

on  aura  — ==  cof.  « , ^ z=s  cof.  |8 , — — cof,  y ; 

par  conféquent  ! 

dp  = cof.  « ^x  H-  cof  ^ dy -h  coC.  7 d 

& ainfi  des  autres  différences  dq  y dr y &c. 

On  remarquera  par  rapport  aux  angles  « , , ?■ , premiè- 

rement que  cof  H-  cof  fi'  -f-  cof.  >’  = l , ce  qui  eft  évi- 
dent par  les  formules  précédentes.  En  fécond  lieu  que  fi  on 
nomme  • l’angle  que  la  projeftion  de  la  ligne  p fur  le  plan 
des  X & ^ fait  avec  l’axe  des  x , il  eft  clair  qu’on  aura 


= cof. 


- — h 


« ) 


= fin.  t , en  fuppofant 


— a )‘  -f-  (y  — b y ‘y  donc  mettant  pour  x — a , 
y — b y leurs  valeurs  p cof  ‘ ^ cof.  ^ , on  aura  auliî 
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. w !/■  ( cof.  «*  -t-  cof.  ya’  ) =/>  ( I — cof.  >*)=/>  fin.  > ,• 

“7~  ^ ^ ^ = fin.  > fin.  * ; & par 

conféquent , cof.  * = fin.  >•  cof.  • , cof  fi  = fin.  > fin.  ». 

8.  Je  confidere  enfuice  que  puifque  repréfente  le  petit 
efpace  que  le  corps  ou  point  auquel  eft  appliquée  la  force  P 
peut  parcourir  fuivant  la  direélion  de  cette  force , fi  on  fait 
dp  =sio,  ce  point  ne  pourra  plus  fe  mouvoir  que  dans  des 
direûions  perpendiculaires  à celle  de  la  même  force.  Donc 
dp  = O fera  l’équation  différentielle  d’une  furface  à laquelle 
la  direclion  de  la  force  P fera  perpendiculaire. 

Suppofons  maintenant  en  général  que  la  force  P agifle 
perpendiculairement  à une  furface  repréfentée  par  l’équation 
différentielle  du  = foit  que  du  foit  une  différentielle 
complette  ou  non.  Comme  cette  équation  doit  être  équiva- 
lente à,  l’équation  dp=o^on  aura  néceflairement  </«  = Vdp^ 
V étant  une  fonéfion  finie  des  coordonnées  x Et  pour 

trouver  cette  fonélion , il  fuffira  de  remarquer  que  puifqu’on 
a par  l’article  précédent  dp  = cof.  tn-dx  -t-  co(.  fi  dy-i^ 
cof.  yd\,  & cof,  «*  -4-  cof, -t-  cof  >*  = i , on  aura  fui- 
vant la  notation  reçue  pour  les  différences  partielles  , 

(-&)' (tt)'  (-if)'  “ ' ’ ““‘'■‘(-fe-)'-*- 

donc 
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On  déterminera  de  la  même  maniéré  les  valeurs  des  autres 
diflérences  &cc,  d’après  les  équations  dilTérentielles 

des  furl'aces  auxquelles  les  direébions  des  forces  Ç , iî , &ic , 
font  perpendiculaires. 

Les  valeurs  des  diflerences  dq^  dr  ^ ficc.  étant  con- 

nues en  fonébions  difi’érentielles  des  coordonnées  des  diffé- 
rens  corps  du  fyftêjne,  il  n’y  aura  qu’à  les  fubftituer  dans  la 
formule  générale 

Pdp-\-  Qdq-^-Rdr-^ScCy  = Oy 

Sc  vérifier  enfuite  cette  équation  de  la  maniéré  la  plus  gé- 
nérale , & indépendante  des  différentielles  qu’elle  ren- 
ferme. 

Donc  fi  le  fyftême  eft  entièrement  libre , enforte  qu’il  n’y 
ait  aucune  relation  donnée  entre  les  coordonnées  des  diffé- 
rens  corps,  ni  par  conféquent  entre  leurs  difFérenticlles,  il 
faudra  fatisfaire  à l’équation  précédente  , indépendamment  de 
ces  différentielles,  èc  pour  cet  effet  égaler  féparément  à 
ïéro  la  fomme  de  tous  les  termes  qui  fe  trouveront  multi-  , 
pliés  par  chacune  d’elles  ; ce  qui  donnera  autant  d’équ.itions 
qu’il  y aura  de  coordonnées  variables,  & par  conféquent 
autant  qu’il  en  faudra  pour  déterminer  toutes  ces  variables  , 
& connoître  par  leur  moyen  la  pofition  de  tout  le  fyftême 
dans  l’état  (M’équilibre. 

I O.  Mais  fi  la  nature  du  fyftême  eft  telle  que  les  corps 
foient  affujettis  d.ans  leurs  mouvemens  à des  conditions  par- 
ticulières , il  faudra  commencer  par  exprimer  ces  conditions 
par  des  équations  analitiques  que  nous  nommerons  équations 
de  condition',  ce  qui  eft  toujours  facile.  Par  exemple,  fi  quel- 
ques-uns des  corps  étoient  affujettis  à fe  mouvoir  fur  des 
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lignes  ou  des  furfaces  domiëes , on  auroit  entre  les  coordonnées 
de  ces  corps,  les  équations  mêmes  des  lignes  ou  des  fur- 
faces  données  ; fi  deux  corps  s’étoient  tellenaent  joints  en- 
femble , qu^ils  duffent  toujours  fe  trouver  à une  même  dif- 
tance  k l’un  de  l’autre,  on  auroit  évidemment  l’équation 
k^  = {x'—x‘'Y  -H  [y —y" Y -t"  (?'  — f)‘,  & ainfi  du 
relie. 

Les  équations  de  condition  ainfi  trouvées,  il  faudra  par 
leur  moyen  éliminer  autant  de  dilTérentielles  qu’on  pourra  , 
dans  les  expreflîons  àe  dp  ^ d q ^ dr  &c  , enforte  que  les  dilFé- 
rentielles  reliantes  foient  abfolument  indépendantes  les  unes 
des  autres,  & n’expriment  plus  que  ce  qu’il  y a d’arbitraire 
dans  le  changement  de  fituation  du  fyllême.  Alors  comme 
la  formule  générale  de  l’équilibre  doit  avoir  lieu , quel  que 
piiilTe  erre  ce  changement,  il  faudra  y égaler  féparément  à 
zéro  , la  fomme  de  tous  les  termes  qui  fe  trouveront  alFeclés 
de  chacune  des  dilTérentielles  indéterminées  ; d’où  il  viendra 
autant  d’équations  particulières  qu’il  y aura  de  ces  mêmes 
dilTérentielles  ; & ces  équations  étant  jointes  aux  équations 
de  condition  données , renfermeront  toutes  les  conditions 
nécclTaircs  par  la  détermination  de  l’état  d’équilibre  du  fyf- 
tême;  car  il  cil  aifé  de  concevoir  que  toutes  ces  équations 
enfemble  feront  toujours  en  même  nombre  que  les  differentes 
variables  qui  fervent  de  coordonnées  à tous  les  corps  du 
fyllême.  Se  fuffiront  par conféquent toujours  pour  déterminer 
chacune  de  ces  variables. 

1 I . Au  relie  fi  nous  avons  toujours  déterminé  les  lieux 
des  corps  par  des  coordonnées  reélanglcs,  c’cll  que  cette 
maniéré  a l’avantage  de  la  fimplicité  Cc  de  la  facilité  du  calcul; 
mais  ce  n’ell  pas  qu’on  ne  puiffe  en  employer  d’autres  dans 


^4  Méchanique  analitique. 

l’ufage  de  la métho ie  précédente;  car  il  eft  clair  que  rien 
n’oblige  dans  cette  méthode  à fe  fervir  de  coordonnées 
reét  ngles,  plutôt  que  d’autres  lignes  ou  quantités,  relatives 
aux  lieux  des  corps.  Ainfi  au  lieu  des  deux  coordonnées 
on  pourra  employer,  lorfque  les  circonftances  paroîtront  l’exi- 
ger, un  rayon  vecbeur  />  = & un  angle  ? dont 

la  tangente  foit  ( ce  qui  donnera  x = f cof.  ç ,y  = f fin.  «), 

en  lailTant  fubfifter  la  troifieme  coordonnée  ou  bien 
on  employera  un  rayon  veéleur  f = x* 
avec  deux  angles  ? & 4 , tels  que  tang.  ? =a  , rang.  4 = 

— ^ ce  qui  donnera  x = p cof.  4 cof.  = P cof  4 
Vx'-i-y' 

fin.  Pt  \ — 4;  ou  d’autres  angles  ou  lignes  quel- 

conques. 

Remarquons  encore  que  comme  il  n’y  a proprement  que 
la  confidération  des  différences  dxy  dy , d-{  qui  entre  dans 
la  méthode  dont  il  s’agit,  il  eft  permis  d’introduire  immé- 
diatement à la  place  de  celles-ci , d’autres  exprelllons  diffé- 
rentielles quelconques , foit  intégrables  d’elles  - mêmes  ou 
non,  fie  fans  aucun  égard  aux  valeurs  de  x,^, 
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Propriétés  générales  de  l'équilibre  déduites  de  la  formule 
précédente. 

I . C OKSiDÉROiis  un fyftême ou aflemblage quelconque 
de  corps  ou  points,  qui  étant  tirés  par  des  puiflances  quelcon- 
ques, fe  faflènt  mutuellement  équilibre.  Si  dans  un  inftant  l’ac- 
tion de  ces  puiflances  ceflbit  d’être  détruite , le  fyftême  com- 
menceroitàfe  mouvoir,  & quel  que  pût  être  fon  mouvement, 
on  pourroit  toujours  le  concevoir  comme  compofé , i“  d’un 
mouvement  de  tranflation  commun  à tous  les  corps  ; d’un 
mouvement  de  rotation  autour  d’un  point  quelconque  ; 
3°  des  mouvemens  relatifs  des  corps  entr’eux , par  lefquels 
ils  changeroient  leur  pofltion,  & leurs  diftances  mutuelles. 
Il  faut-donc  pour  l’équilibre  que  les  corps  ne  puiflent  prendre 
aucun  de  ces  différens  mouvemens.  Or  il  eft  clair  que  les 
mouvemens  relatifs  dépendent  de  la  maniéré  donc  les  corps 
font  difpofés  les  uns  par  rapport  aux  autres  ; par  conféquenc 
les  conditions  néceflaires  pour  empêcher  ces  mouvemens, 
doivent  être  particulières  à chaque  fyftême.  Mais  les  mou- 
vemens de  tranflation  & de  rotation  peuvent  être  indépen- 
dans  de  la  forme  du  fyftême,  & s'exécuter  fans  que  la  dilpo- 
fltion  & liaifon  mutuelle  des  corps  en  foit  dérangée. 

Ainfi  la  confidération  de  ces  deux  efpeces  de  mouvemens 
doit  fournir  des  conditions  ou  propriétés  générales  de  l’équi- 
libre. C’eft  ce  que  nous  allons  examiner. 

D 
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2 . Soient  donc  un  nombre  quelconque  de  corps  regardés 

comme  des  points , 6c  difpofés  ou  liés  entr’eux  comme  l’on 
voudra , lelquels  foient  tirés  par  les  puiffances  P,  P\  P",  &c  , 
fuivant  les  directions  des  lignes  />',  &c.  On  aura 

' ( Seét.  précéd.  ) pour  l’équilibre  de  ces  corps , la  formule 
Pc/f-h  F' dp'  P"dp"  -f-  &c  = o. 

Soient  maintenant  y,  \ les  coordonnées  reftangles  du 
point  ticé  par  la  puilTance  P'^sd^y^  celles  du  point  tiré 
par  la  puillance  P',  fie  aîhfi  de  fuite  ; ces  coordonnées  étant 
toutes  parallèles  à trois  axes  fixes , & ayant  pour  origine  un 
même  point. 

Soient  de  plus  » , ;8,  > les  angles  que  la  ligne  p ou  la  direc- 
tion de  la  puilTance  P fait  avec  les  axes  desx,  y,  \ \ ;s', 

les  angles  que  la  direction  de  P'  fait  avec  les  mêmes  axes , 6c 
ainfi  de  fuite. 

On  aura  ( Se£k.  précéd.  art.  7 ) , 

dp  — cof.  -i-  cof.  Sidy  cof.  yd\ 
dp'  = cof.  d dx'  -4-  cof.  d dy  4-  cof.  y d-^ 
dp"  = cof.  a"  dx!'  -H  cof.  9I' d y -h  cof.  y'd:(' y 
Sec. 

Et  la  formule  de  l’équilibre  deviendra, 

O = P (cof  <tdx  -+•  cof  lidy  cof.  yd:ç^) 

4-  P'  (cof  ddx'  4-  cof  fd dy  4-  cof.  y' d-() 

4-  P"  ( cof  d'dx"  4-  cof  lt"dy"  4-  cof  /Vf 
4-  Sec. 

3.  FaifonSjCe  qui  eft  permis, 

.x'=s.v4-f,y  =/4-  «,Y  = :j[4-C 
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x>'  = xH-  = jy  -H f = ç -t-  Ç', 

Sec. 

fubftituant  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente,  on  aura 
cette  transformée,  , 

o = ( P cof.  * ~h  P'  cof.  «'  -H  P"  cof.  «"  H-  &c)  t/x. 

( P cof.  /3  -+-  P'  cof  jS'  -f-  P''  cof  li"  Sec)  d y 
*4-  ( P cof  y •+•  P'  cof  -h  P"  cof  y"  -t-  Sec  )d^ 

-h  P'  { cof  a'd^  -+-  cof  /bV»  -t-  cof  y'd^) 

-H  P"  ( cof  cl"  d^  ^ cof  /3" 4-  cof  / </  r ) , ' 

&c. 

Or  x,^,  étant  les  coordonnées  abfolues  du  corps  tiré  • 
par  la  force  P,  il  eft  clair  que  »',f,  &c,  ne  feront 

autre  ebofe  que  les  coordonnées  relatives  des  autres  corps 
par  rapport  à celui-ci  pris  pour  leur  ‘origine  commune  ; de 
forte  que  la  pofition  mutuelle  des  corps  ne  dépendra  que  de 
ces  demieres  coordonnées , Se  nullement  des  premières.  Donc 
fi  on  fuppofe  le  fyftême  entièrement  libre , c’eft- à-dire,  les 
corps  fimplement  liés  entr’eux  ^d’une  maniéré  quelconque , 
mais  fans  qu’ils  foient  retenus  ou,  empêches  par  des  appuis 
fixes,  ou  des  obllacles  extérieurs  quelconques,  il  eft  aifé  de 
concevoir  que  les  conditions  réfultantes  de  la  nature  du  fyf- 
tême, ne  pourront  regarder  que  les  quantités  »,  ?■,  Ç',  »',  Ç',  &c. 
Se  nullement  les  quantités  x,^,  dont  les  difFérentielles 
demeureront  par  conféquent  indépendantes  Se  indéter- 
minées- 

Ainfi  dans  l’équation  précédente,  il  faudra  égaler  fépa- 
rément  à zéro , chacun  des  membres  affectés  de  dxy  dy  .^d\\ 
ce  qui  donnera  ces  trois  équations  particulières. 

D Z 
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P cof.  » 4-  P'  cof.  «'  H-  P"  cof.  4-  &c  = O. 

P cof.  ^ -4-  P'  cof  jB'  -4- P"  cof  -4-  &c  = O 
P cof  > -f-  P'  cof  y -J-  P"  cof  >"  -4-  &C  = O , 

lefquclles  devront  néceffairement  avoir  lieu  dans  l’équilibre 
d’un  fyftême  libre.  Ce  font  les  équations  néceflaires  pour 
empêcher  le  mouvement  de  tranflation. 

4-  Si  les  puilTances  P,  P',  P",  &c , étoient  parallèles , on 
auroit  a ==«'=«"  &C  , |8  = ;8'  = fi"  &c  , ^ = ^'  = y'\  &c , 
& les  trois  équations  précédentes  fe  réduiroient  à celle-ci , 

P -1-  P'  -4-  P"  -4-  &c,  = O. 

laquelle  montre  que  la  fomme  des  forces  parallèles  doit  être 
nulle. 

En  général  il  eft  facile  de  concevoir  que  P repréfentant 
l’aétion  totale  de  la  puilTance  P fuivant  fa  propre  direéHon , 
P cof  <*  repréfentera  fon  aéfion  relative , eftimée  fuivant  la 
direélion  de  l’axe  des  ac,  laquelle  fait  avec  la  dircdlion  de  la 
force  l’angle  «;  de  meme  P cof  & P cof.  feront  les 
aéUons  relatives  de  la  même  force,  eftiniées  fuivant  les  di- 
reélions  des  axes  des  ^ & ainfi  du  relie. 

Et  de-là  réfulte  ce  théorème , que  la  fomme  des  puijfances 
ejiimées  fuivant  la  direclion  de  trois  axes  perpendiculaires 
entreux , doit  être  nulle  par  rapport  a chacun  de  ces  axes , dans 
l’éi^uilihre  d’un  fyftême  libre. 

5.  Prenons  maintenant,  ce  qui  eft  permis,  à la  place  des 
coordonnées  x^y^  x',  x'\y'',  &c,  des  rayons  veéleurs 

/,  f",  &C,  avec  les  angles  9 , ç',  d' , &c,  que  ces  rayons  font 
•avec  l’axe  des  x;  on  aura,  comme  l’on  fait,  x — f cof  ^ , 
y = P fin.  & de  même  x'  = p'  cof  d ■,  y'  •==■  / fm.  4',  &c* 
Donc  dx  = cof  pd^  —yd ^ ^dy  = fin.  p </p  -4-  xd^^  dx'  = 
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Cof.  pdf'  — i/y  =»Cn.  f'if'-f-  x'df'y  6cc.  Et  l’équation 
de  l’art,  i deviendra  par  ces  fubftitutions , 

Q =m  P (xCof.fi  — y cof.  a)  dp  -h  P'(x'  cof.  fi' y cof.  a.')  dp 

P"  (x"  cof  fi"  — / cof  a")dp"  -h  Sec. 

H-  P ( cof  ç cof  « -4-  fin.  ? cof  fi)df-\r  P' { cof  f 'cof  «'*4-  lin.  p'  cof  ) d f* 
-t-  P"  ( cof  cof  tt"  -4-  lin.  ?"  cof  fi")  df'‘  -4-  &c. 

-4-  P cof  7 -4- P'  cof.  y di(-\-  P"  cof  -4-  &c. 

Or  fi  l’on  fait  p'  = ^-\-  n p"  = 9 -4-  d,  &c.  il  eft  vifible 
que  «■,  /,  Scc.  feront  les  angles  que  les  rayons  p",  &c.  for- 
ment avec  lé  rayon  p ; par  conféquent  les  diftances  des  corps , 
tant  entr’eux,  que  par  rapport  au  plan  des  x,y,  & au  point 
qui  eft  l’origine  des  coordonnées , dépendront  fimplement  des 
quantités  p,  p',  p",  &c,  »■,  </,  &c,  &c.  Donc  fi  le  fyf- 

tême  a la  liberté  de  tourner  autour  de  ce  point , parallèle- 
ment au  'plan  des  c’eft-à-dire,  autour  de  l’axe  des 

qui  eft  perpendiculaire  à ce  plan  , l’angle  p fera  indéterminé , 

& la  différence  d<f  arbitraire.  D’où  il  fuit  que  le  membre  af- 
fe£lé  de  d^  dans  l’équation  précédente , devra  être  en  parti- 
culier égal  à zéro. 

6.  On  aura  donc  ainfi  l’équation  , 

P ( X cof.  fi  — y cof  a)  -4-  P'  (x'  cof  fi'  — y cof  «'  ) 

-4-  P"(  x"  cof  fi"  — y"  cof  «"  ) -4-  &c  »=  O ; 

laquelle  devra  avoir  lieu  dans  l’équilibre  de  tout  fyftême  qui 
a la  liberté  de  tourner  autour  de  l’axe  des 

On  trouvera  de  la  même  maniéré,  par  rapport  à l’axe  des 
y,  fi  le  fyftême  a la  liberté  de  tourner  autour  de  cet  axe, 
l'équation 
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P { X cof.  > — ^ cof.  « ) H-  P'  (x'  cof.  y'  — :j'  cof.  «') 

-f-  f " (x"  cof.  y" ■('  cof.  af'  ) -h  &C  =s  O. 

Et  pareillement  on  aura  par  rapport  à l’axe  des  x^  fi  le 
fyftême  eft  libre  de  tourner  autour  de  cet  axe , l’équation 
P {y  cof.  y — ^ cof.  j8  ) -+-  P'  (y  cof.  y'  — ^ cof. 

•4-  P"  (^"  cof.  y"  — cof.  ) -i-  &c  = O. 

De  forte  que  lorfque  le  fyllême  aura  la  liberté  de  fe  mou- 
voir autour  de  ch.acun  de  ces  trois  axes,  il  fiiudra  pour  l’équi- 
libre, que  ces  trois  équations  aient  lieu  .à  la  fois. 

Si  dans  la  quantité  x cof.  !i  — y cof.  « , qui  multiplie  la 
force  P dans  la  première  équation  , on  met  pour  cofa,  co(.^ 
les  valeurs  fin.  y cofi,  fin.  7 fin.  t (art.  7,  Sect.  1 ) , on  a 
fin.  y (x  fin.»  — y cof.  • ) ;&  cette  quantité  deviendra 
P (in.  y fin.  ( • — p ) , en  fubftituant  pour  x Si. y leurs  valeurs 
P cof.  P , P fin.  P. 

Or  « ell:  l’angle  que  la  projection  de  la  direction  de  la  force  P 
fur  le  plan  des  x Sc  y fait  avec  l’axe  des  .v , & ? eft  l'angle 
que  le  rayon  vecteur  p fait  avec  le  même  axe.  Donc  « — ^ 
fera  l’angle  que  la  projection  dont  il  s’agit  fait  avec  ce  rayon  ; 
par  conféquent  p fin.  (,  — p)  fera  la  perpendiculaire  menée 
du  centre  des  rayons  p à la  direétion  de  la  force  P projettée 
fur  le  plan  des  x,y;  c’eft-à-^ire  en  général  la  perpendicu- 
laire menée  de  l’axe  des  ^ (lequel  ell  lui-même  perpendicu- 
laire au  rayon  p),  à la  dircétion  de  cette  force.  Ainfi  nom- 
mant s cette  perpendiculaire  , on  aura  xcof.  ;8  — y cof,  « =a 
w fin.  7;  ôc  on  pourra  aulli  réduire  une  forme  femblable  les 
quantités  an.alogues  , qui  multiplient  les  forces  P,  P',  P'\  &c, 
dans  les  trois  équations  précédentes.  • > 

7.  Quand  le  fyftcme  a la  liberté  de  tourner  ou  pirouetter 
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en  tout  fens  autour  d’un  point,  on  pourroit  douter  s'il  fufHt 
de  confidérer  féparément  les  rotations  autour  de  trois  axes 
perpendiculaires  paflTant  par  ce  point , & fi  ces  trois  rotatio^ 
étant  empêctiées , toute  autre  rotation  autour  du  même  point 
le  fera  auHT. 

Pour  éclaircir  ce  doute , je  confidere  qu'en  fuppofiint, 
comme  plus  haut , x = p cof.  = p fin.  9,  x'  = p'  cof. 
y'  c=  p'  fin.  ç'  &c  ; & faifant  varier  fimplcmcnt  les  angles 
fy  f'y  &c,  de  la  même  difFérenc^  dry  on  aura, 

dx  =s  — y dry  dy  = x</(p,  </x^  « —^d  9,  d^  «=  &c. 

Ce  font  les  variations  de  x,y,  &c,dues  à la  routioit 

élémentaire  du  fyftême  autour  de  l’axe  des  ç. 

On  aura  de  même  les  vari.itions  de  y y :^y  y y -^y  &c.  dues 
à une  rotation  élémentaire  d-^  autour  de  l’axe  des  xj  en 
changeant  fimplement  dans  les  formules  précédentes,  x,y, 
x',  y y &c , en  y y , y',  &c  : Sc  dr  en  d^y  ce  qui  don- 
nera , 

dy= — ldi  y di=ydiydy  = — '(d4ydi'  —ydiyScc. 

Enfin  en  changeant  dans  ces  dernieres  formules^,  ^,y, 
refpeébivement  en  , x , x',  &c , & di  en  </• , on  aura  les 

variations  provenantes  de  la  rotation  élémentaire  d<»  autour 
de  l’axe  des  y , lefquellcs  feront  , 

di=^  — xduy  dx  = iduydi'  = — x'dtty  dx'  dttySec. 

Si  donc  on  fuppofe  que  les  trois  rotations  élémentaires 
diy  aient  lieu  à la  fois,  les  variations  totales  des  coor- 
données x,^,^,  x',  y,  i'  Sec  y feront,  d’après  les  principes 
du  calcul  différentiel , égales  aux  fommes  des  variations  par» 
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I 

ticlles  dues  à chacune  de  ces  rotations  ; de  forte  qu’on  aura 
alors 

<éx  = — yJf , dy  = x ^ d\s=y  d^—xd»Ê^ 

dx'  = T^d<*  — y d P ,dy==x'dp—~  —'x'diày 

Sec. 

8.  Je  remarque  maintenant  que  fi  les  coordonnées  x,yy\ 
d’un  point  quelconque  du  fyftême  étoient  refpeélivement  pm- 
portionnelles  à </4 , du  y , les  variations  dxy  dyyd\  feroient 
nulles,  comme  on  le  volt  par  les  formules  qu’on  vient  de  trou- 
ver. Donc  tous  les  points  qui  répondroient  à ces  coordonnées, 
feroient  immobiles  pendant  l’inftant  que  le  fyftême  décriroic 
les  trois  angles  d\  yd<*  yd^ycn  tournant  autour  des  axes  des 

Or  il  eft  vifible  que  tous  ces  points  font  dans  une  ligne 
droite  qui  pafle  par  l’origine  des  coordonnées;  & il  n’eft  pas 
difficile  de  concevoir  que  cette  droite  fera  refpeébivement 
avec  les  axes  des  x des  angles  dont  les  cofinus  feront 
d 4^  , 

V'  ( ï/4'*  dm'  -4-  dp')  * ^ ( d-^'  -i- dm*  •i-dç*')  ’ ^ ( d-^*  dm*  dp*  ) * 

ainfi  cette  droite  fera  immobile  pendant  le  meme  inftant, 
& le  mouvement  du  fyftême  ne  pourra  être  qu’un  fimple  mou- 
vement de  rotation  autour  de  cette  même  droite,  qu’on  nom- 
mera à caufe  de  cela,  l' axe  inflantanc  de' rotation. 

Pour  avoir  l’angle  décrit  en  vertu  de  cette  rotation,  on 
confidérera  que  V {dx*  -4-  dy'  di^)  eft  en  général  l’élé- 
ment de  l’efpace  décrit  par  un  point  quelconque  qui  répond 
aux  coordonnées  x , y,  :{.• 

• Or  en  fubftituant  les  valeurs  de  dxy  djy  d\  trouvées  plus 
haut , on  ^dx'  -\-dy* -\-dT^  ={t^du—y  d^)'  -y~{xd^  — ^d^)' 
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'•4-(y^4  — xd^Y=  (a:*  [d-Y ^ d^) 

— (x<^4 -4-y  d V •[dpy. 

D’un  autre  coté  il  eft  facile  de  prouver  par  la  Géométrie  , 
que  xd-^-\-  y du  -t-  T^dif  = o,  eft  l’équation  d’un  planpaf- 
fant  par  l’origine  des. coordonnées,  & perpendiculaire  à la 
droite , pour  laquelle  les  coordonnées  feroient  proportion- 
nelles aux  quantités  donnéeÿ</4»  c’eft-à-dire , l’axe 

inftantané  de  rotation  , en  défignant  toujours  les  coordonnées 
parx,^,  Donc  l’efpace  élémentaire  décrit  par  un  point 
quelconque  de  ce  mime  plan,  fera  exprimé  fimplement  par 
y ■+■>'*  -+-  î‘)  X (</4*  -H  "*  -h  & comme 

l^(x’  y*  -J-  :j*  ) eft  la  diftance  de  ce  point  à l’origine  des 
coordonnées , où  le  plan  & l’axe  inftantané  de  rotation , fe 
coupent  k angles  droits,  il  s’enfuit  que 
fera  l’angle  élémentaire  de  rotation  autour  de  cet  axe,  en 
vertu  des  rotations  partielles  » du^  d<f  autour  des  axes  des 
coordonnées  x , ^ 

p.  On  doit  conclure  de-là  en  général,  que  des  rotations 
quelconques  d-^,  du,  d^  autour  de  trois  axes  qui  fe  coupent 
perpendiculairement  dans  un  point,  fe  compofent  en  une 
feule , dt  =•}/'  ( dy  -H  -+•  dp*),  autour  d’un  axe  paflant 
par  le  même  point  d’interfeclion , & faifant  avec  ceux-là  des 

angles  ^ , /* , « , tels  que  cof.  a = , cof  jus=  cof»  = 

, & réciproquement  qu’une  rotation  quelconque  d 9 autour 

d’un  axe  donné,  peut  fe  décompofer  en  trois  rotations  par- 
tielles exprimées  par  di  cof  a,  dicof,/*,  di  cof.  r,  autour 
de  trois  axes  qui  fe  coupent  perpendiculairement  dans  un 
point  de  l’axe  donné , & qui  faHent  avec  lui  les  angles  a , r ; 

E 
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ce  qui  fournit,  comme  l’on  voit,  un  moyen  bien  fimple  de 
compofer  &c  de  décompofer  les  mouvemens  de  rotation. 

lO.  Donc  quelque  rotation  que  le  fyftêmc  puifTe  avoir 
autour  du  point  qui  eft  l’origine  des  coordonnées,  on  pourra 
toujours  la  réduire  à trois  autour  des  trois  axes 

des  coordonnées  x,y,:{;&;les  variations  de  toutes  les  coor- 
données X , y,  , x'yy,  flcc , des  difFérens  corps  du  fyftême  , 
provenantes  uniquement  de  ces  rotations,  feront  exprimées 
généralement  par  les  formules  trouvées  dans  l’article  7. 

Subftituant  donc  fimplement  ces  valeurs  de  dy^  d\y 
dx',  dy^  &c,  dans  la  formule  générale  de  l’équilibre  (art.  i ), 
on  aura  les  termes  dûs  aux  rotations  du  fyftême  , 

& comme  ces  rotations  font  tout-à-fait  arbitraires  lorfque 
le  fyftême  a la  liberté  de  tourner  en  tout  fens,  il  faudra  dans 
ce  C.1S  que  chacun  des  membres  afl'etlés  de  ^/4>  d^ydf(o’it 
nul  en  particulier;  ce  qui  donnera  les  mêmes  trois  équations 
déjà  trouvées  dans  l’article  6,  lefquelles  feront  donc  futK- 
fantes  pour  empêcher  toute  rotation  du  fyftême  autour  du 
point  qui  eft  l’origine  des  coordonnées. 

I I . Si  toutes  les  forces  P,  P',  P",  &c , étoient  parallèles 
entr’elles,on  auroita  = a' =a",&c  ;;3  = /3' = ; y = 

= y 'y  &c  , ôi  les  trois  équations  dont  nous  venons  de  parler  , 
deviendroient 

(Px-+-PV+PV'-i-&c)cof.^  — {P^-4-Py-4-PY-+-&c)cof.  « =*  O 
(Px-hPVh-PV’-h&c) cof.7  — (Pî-f-P'î'+PY-l-  &c)cof  «=  o 
( Py H- P'y'-\- P"y'-^ &c ) CO f. > — ( P -+- P' :('-f-P Y ) coF. ,8=o, 

dont  la  troifieme  eft  déjà  une  fuite  des  deux  premières.  Mais 
comme  on  a col.  «*  Y cof  -J-  cof.  = i ( Seeft.  1 , art.  7) , 
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on  pourra  déterminer  par  ces  équations , les  angles  « , â , & 

faifant  pour  abréger 

Px-h  P'x'-h  P"x"  H-  &c  = Z 


Pl-+-  P'  l'-h  *4-  &c  = iV, 


on  trouvera  cof.  « ; 


,'cof.  ,8  = 


M 


cof.  > = " 

^ V ('!>-<- + : 

i ^ 

Donc  la  pofition  des  corps  étant  donnée  par  rapport  à trois 
axes , il  faudra  pour  que  tout  mouvement  de  rotation  du 
fyftcme  foit  détruit,  que  le  fyftême  foit  pl^cé  relativement  à la 
direûion  des  forces  , de  maniéré  que  cette  direélion  falTe  avec 
les  mêmes  axes  les  angles  a , qu’on  vient  de  déterminer. 

la.  Si  les  quantités  Z,  Af,  étoient  nulles , les  angles 
« , /3 , 7 demeureroient  indéterminés , & la  pofition  du  fyf- 
tême , relativement  à la  direction  des  forces',  pourroit  être 
quelconque  ; d’où  réfulte  ce  théorème , gue  fi  la  fomme  des 
produits  des  forces  parallèles , par  leurs  di fiances  a trois  plans 
perpendiculaires  entreux , efl  nulle  par  rapport  à chacun  de  ces 
trots  plans  , l’effet  des  forces  pour  faire  tourner  le  fyfléme  autour 
du  point  commun  d’ interfeclion  des  mêmes  plans , fe  trouvera 
détruit. 

On  fait  que  la  gravité  agit  verticalement  & proportionnel- 
lement à la  mafie  ; ainfi  dans  un  fyftême  de  corps  pefants , 
fi  on  cherche  un  point  tel  que  la  fomme  de  chaque  malle 
par  fa  diftance  à un  plan  pafl'ant  par  ce  point,  foit  nulle  rela- 
tivement à trois  plans  perpendiculaires , ce  point  aura  la  pro- 
priété que  la  gravité  ne  pourra  imprimer  au  fyftême  aucun 
mouvement  de  rotation  autour  du  même  point.  Ceft  ce  point 


Digifized  by  Google 


3^  MicHANIQUE  ANALITIQUE. 

qu'on  appelle  centre  de  gravité , & qui  eft  d’un  ufage  II  étendu 
dans  toute  la  Méchanique. 

Pour  le  déterminer,  il  n’y  a qu’à  chercher  fa  diftance  à 
trois  plans  perpendiculaires  donnés.  Or,  puifque  la  fomme 
des  produits  des  malTes  par  leurs  diftances  à un  plan  padanc 
par  le  centre  de  gravité  ell  nulle , la  fomme  des  produits 
des  mêmes  malTes  par  leurs  diftances  à un  autr^  plan  paral- 
lèle à celui-ci,  fera  néceflTairement  égale  au  produit  de  toutes 
les  mrfles  par  la  diftance  du  centre  de  gravité  au  même  plan; 
de  forte  qu’on  aura  cette  diftance  en  divifant  la  fomme  des 
produits  des  maftès , & de  leurs  diftances  par  la  fomme  même 
des  mafl'es.  Et  de-là  réfultent  les  formules  connues  pour  les 
centres  de  gravité  des  lignes , des  furfaces  & des  folides. 

I 3 • Nous  allons  confidérer  maintenant  les  maxima  à 
minima  qui  peuvent  avoir  lieu  dans  l’équilibre  ; £c  pour  cela 
nous  reprendrons  la  formule  générale. 

P dp  Qd  q Rdr  &c , =i  o , 

de  l’équilibre  entre  les  forces  P,Q,Ry  &c,  dirigées  fuivant 
les  lignes  p^  q,  r^  &c.  (Seél.  i , art.  i ). 

On  peut  fuppofer  que  ces  forces  foient  exprimées  de  ma- 
niéré que  la  quantité  P dp  -+-  Q^dq-\-  Rdr~\-f<.Cy  foit  une 
différentielle  exa£te  d’une  fonéUon  de /> , y , r,  &c,  laquelle 
foit  repréfentée  par  ♦,  enforte  que  l’on  ait 

d*  =ss  P dp  'tf-  Q dq  Rdr  &c. 

Alors  on  aura  pour  l'équilibre  cette  équation  tf  i>  = o,  laquelle 
fait  voir  que  le  fyftême  doit  être  difpofé  de  maniéré  que  la 
fonfticn  •»  y foit  généralement  parlant  un  maximum  ou  un 
minirnum. 

Je  généralement  parlant  \ car  on  fait  que  l’égalité  d’une 
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différentielle  à zéro , n’indique  pas  toujours  un  maximum  ou 
un  minimum^  comme  on  le  voit  par  la  théorie  des  courbes. 

La  fuppofition  précédente  a lieu  en  général  lorfque  les  forces 
P y Q^yRy  &c , tendent  réellement  ou  à des  points  fixes  ou 
à des  corps  du  même  fyftême,  &c  font  proportionnelles  à 
des  fondions  quelconques  des  diftances  (Seél.  i,art.  4);  ce  qui 
eft  proprement  le  cas  de  la  nature. 

Ainfi  dans  cette  hypothèfe  de  forces  le  fyftême  fera  en 
équilibre  lorfque  la  fonélion  ® fera  un  maximum  ou  un  mini- 
mum ; c’eft  en  quoi  confifte  le  principe  que  M.  de  Maupertuis 
avoit  propofé  fous  le  nom  de  ioi  de  repos. 

X 4-  Si  on  confidere  un  fyftême  de  corps  pefants  en  équi- 
libre, les  forces  P,  Ç,  /?,  &c,  provenantes  de  la  gravité, 
feront,  comme  l’on  fait,  proportionnelles  aux  maffès  des 
corps,  & par  conféquent  conftantes,  & les  diftances p^  y,  r,  &c^ 
concourront  au  centre  de  la  terre.  On  aura  donc  dans 
ce  cas  Pp-i-  Qq  -f.  Pr  -t-  ficc  j par  conféquent,  puifque 
les  lignes  &c,  font  cenfées  parallèles,  la  quantité 

■ P g y exprimera  la  diftance  du  centre  de  gra- 

vité de  tout  le  fyftême  au  centre  de  la  terre  ; laquelle  fera 
donc  un  minimum  ou  un  maximum , lorfque  le  fyftême  lèra 
en  équilibre  ; elle  fera , par  exemple , un  minimum  dans  le 
cas  de  la  chaînette,  & un  maximum  dans  le  cas  de  plufieurs 
globules  qui  fe  foutiendroient  en  forme  de  voûte.  Ce  prin- 
cipe eft  connu  depuis  long-tems. 

1 5.  Si  dans  l’hypothèfe  de  l’article  13,  on  confidere  le 
fyftême  en  mouvement,  ôc  que  u' y a',  a"f,  &c,  foient  les 
viteffès , & ml  y m"y  nl‘\  &c , les  maflès  refpeélives  des  diffé- 
rens  corps  qui  compofeot  le  fyftême  ; le  Principe  fi  connu  de 
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la  confcrvation  des  forces  vives , dont  nous  donnerons  une  dé- 
monftration  direâxî  &c  générale  dans  la  fécondé  Partie , four- 
nira cette  équation  , 

m' u"  -t-  m"  u"*  -4-  m'"  -4-  &c  = conft.  — 2 «•. 

Donc , puifquc  dans  l’état  d’équilibre  la  quantité  <t>  eft  un 
minimum  ou  un  maximum , il  s’enfuit  que  la  quantité  m' u'* 
H-  m"  h""h-  &c  , qui  exprime  la  force  vive  de  tout  le 

fyftême,  fera  en  meme  tems  un  maximum  ou  un  minimum  \ 
c’eft  en  quoi  confifte  le  principe  de  Statique  propofé  par 
]\I.  de  Courtivron,  que  de  toutes  les  fuuations  que  prend  fuc- 
cejjlvement  le  JyJltme , celle  oit  il  a la  plus  grande  eu  la  plul 
petite  force  vive , efl  la  meme  que  celle  où  il  le  faudrait  placer 
en  premier  lieu  pour  qu’il  refit  en  équilibre. 

I 6.  On  vient  de  voir  que  la  fon«flion  4-  eft  un  minimum 
ou  un  maximum  lorfque  la  pofition  du  fyftême  eft  celle  de 
l’équilibre  ; nous  allons  maintenant  démontrer  que  fi  cette 
fondion  eft  un  minimum.,  l’équilibre  aura  de  la  ftabilité; 
enforte  que  le  fyftême  étant  d’abord  fuppofé  dans  l’état  d’équi- 
libre, 6c  venant  enfuite  à être  tant  foie  peu  déplacé  de  cet 
état , il  tendra  de  lui-même  à s’y  remettre , en  faifant  des 
ofcillations  infiniment  petites;  qu’au  contraire,  dans  le  cas 
-où  la  même  fonélion  fera  un  maximum  , l’équilibre  n’aura  pas 
de  ftabilité,  ôc  qu’étant  une  fois  troublé,  le  fyftême  pourra 
■faire  des  ofcillations  qui  ne  feront  pas  très-petites,  6c  qui 
pourront  l’écarter  de  plus  en  plus  de  fon  premier  état. 

1 7*  Pour  démontrer  cette  propofition  d’une  maniéré 
générale,  je  confidere  que , quelle  que  pulfte  être  la  forme 
du  fyftême , fa  pofition , c’eft-à-dire  celle  des  difterens  corps 
qui  le  compofent , fera  toujours  déterminée  par  un  certain 
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nombre  de  variables,  & que  la  quantité  * fera  une  fonction 
donnée  de  ces  mêmes  variables.  Or  fuppofons  que  dans  la 
lituation  d’équilibre  les  variables  dont  il  s’agit  foient  égales 
kuy  by  c,  &c,  Sc  que  dans  une  lituation  très-proche  de  celle- 
ci,  elles  foientâ  ~\-x  yb  -+-^,  &c, lesquantitésa:,/, 

\y  &CCy  étant  très-petites;  fubUituant  ces  dernieres  valeurs 
dans  la  fonction  * , & réduifant  en  fétie , fuivant  les  dimen-» 
fions  des  quantités  très-petites  &c»  la  fonélion  * 

deviendra  de  cette  forme, 

* = A Bx  Cy  -+-  -f-  &c. 

•4-  F X*  -h  G xy  -H  Hy'^  AT  Zy  -4-  &c, 

les  quantités,  AyB  yCy  &c,  étant  données  en  n,  A,  c,&c. 
Mais  dans  l’état  d’équilibre  la  valeur  de  doit  être  nulle, 
de  quelque  maniéré  qu’on  faflè  varier  la  pofition.du  fyftême  ; 
donc  il  faudra  que  la  différentielle  de  ♦ foit  nulle  en  géné- 
ral , lorfque  Xyyy  , &c , font  =*  o ; donc  Af  t=s  o,  C = o , 

D ~ Oy  &C. 

On  aura  donc  pour  une  fituation  quelconque  très-proche 
de  celle  de  l’équilibre  , cette  expreflion  de  ®. 

9 = A-*~  g xy-\-Hy*  K x-{^Ly^-\-  M-:^  -+-  &c. 

dans  laquelle  tant  que  les  variables  x,^,  &c',  font  très- 

petites,  il  fuffira  de  tenir  compte  des  fécondés  dimenfions 
de  ces  variables. 

I 8"  Maintenant  il  eft  clair  que  pour  que  la  quantité  * foit 
toujours  \m  minimum  y lorfque  x,^,  î,  &c,  font  milles,  il 
faut  que  la  fonélion 

Zx’  H-  G xy  -f-  Hy'  -4-ATx^-+-Z^:(-+-iU5*-l-  &c. 
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que  je  nommerai  JT,  foit  conftamment  pofitive,  quelles  que 
foicnt  les  valeurs  des  variables  ac , &c. 

Suppofons  d’abord_y  &c,  nuis,  on  aura  JT=»  Fx*,  quan- 
tité qui  fera  toujours  pofitive,  fi  Feft  pofitif ; ainfi  on  aura, 
pour  première  condition  du  minimum  y /’>  o. 

Or  puifque  la  quantité  X eft  toujours  pofitive,  lorfque 
y y &c  font  nuis,  il  eft  clair  que  pour  quelle  demeure 
conftamment  pofitive , en  donnant  à ces  variables  des  valeurs 
quelcohques,  il  faut  qu’elle  ne  puifte  jamais  devenir  mille. 
Donc  fi  on  fait  l'équation  X — o ^ qu’on  en  tire  la  valeur 
de  X , il  faudra  que  cette  valeur  foit  imaginaire  ; mais  l’équa- 
tion X=Oy  donne 


C y^- h' I Scc  T//"  Wy‘-*-Z.yï -t- JVf 

' wa  " ^ E?  * 


i F F 

donc  il  faudra  que  la  quantité 

H y'  -+-  Ly\  ^&Ci 


Gy 


Ky 

iF 


■tcc 


y 


-( 


G J'  -t-  ^ -f-  ficc 


)• 


F \ iF 

que  j’.ippellerai  V foit  toujours  pofitive.  Or  cette  quantité  fe 
réduit  à la  forine 

en  faifant  pour  abréger 

" f~'  TfT»  ^ / 4 F*  » 

Donc  par  un  raifonnement  femblable  au  précédent  , on 
aura  premièrement  la  condition  P > o ; 8c  il  faudra  enfuite 
que  U valeur  de^  tirée  de  l'équation  V = o foit  imaginaire  ; 
or  cette  équation  donne 


Qyi-lcc 


Ip 


Rx'-t-Sic 


donc 
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donc  la  quantité 

R ?■  + &c.  / Ci  + 

P .P  J 


que  je  nommerai  Z,  & qui  fe  réduit  à la  forme  7';j*  4-  &c, 
en  faifant  pour  abréger 


r*" 

T 


« 

P 4P*  » 


devra  être  toujours  politive.  Donc  il  faudra  de  nouveau 
que  l’on  ait  Z >•  o ; & ainfi  de  fuite. 

Si  la  fonélion  JT  ne  contient  que  trois  variables 
il  eft  vifible  que  les  trois  conditions  o,  P>o,7’>o, 
fuffiront  pour  la  rendre  toujours  pofitive  ; & par  conféquent 
pour  le  minimum  de  la  quantité  ® ; s’il  y avoir  une  qua- 
trième variable , on  trouveroit  une  condition  de  plus;  & en 
général  le  nombre  des  conditions  lera  toujours  égal  à celui 
des  variables. 

Si  au  contraire  la  quantité  » dévoie  être  toujours  un  ma- 
ximum lorfque  &c  font  nuis,  il  faudroit  que  la 

fonction  X fût  conftamment  négative.  Par  conféquent  il  fau- 
droit d’abord  que  F fût  une  quantité  négative , 8c  enfuite  que 
l’équation  .X^=o  ne  donnât  aucune  racine  réelle  pour  *;  ce 
qui  fournira  les  mêmes  conditions  qu’on  a trouvées  dans  le 
cas  précédent , favoir  P>o,7'>o,  &c. 

D’où  il  s’enfuit  que  les  conditions  du  maximum  font  les 
mêmes  que  celles  du  minimum,  â l’exception  de  la  première 
qui , pour  le  minimum  eft  P > o , & pour  le  maximum 

I <Z  O. 

I 9.  Je  remarque  maintenant  que  les  quantités  X,  F,  Z,  Sec, 
peuvent  fe  mettre  fous  la  forme 


F 
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jr=f  -t-  r) 

r=p((;,  + ^-iiy  + z) 

2 =S  7*  ( !J  -+*  &c  )’  ■+•  &c  ) , 

&c. 

Donc  fubftituant  fucceflîvement , on  aura  ^ 

x=f(x+ 


■ FF  (y 


Cî  + &C 


)■ 


^FPT{i^&cc)\ 

I &c. 

«i’ob  l’on  voit  clairement  que  la  valeur  de  JC  fera  toujours  po- 
litive,  fl  F f P,  r,  &c  > O,  & qu’au  contraire  elle  fera  tou- 
jours négative  ,fiF<oficP,  T,  &c  > o. 

De-là  il  fuit  qu’en  prenant , pour  plus  de  fimplicité , à la 
place  des  variables  :{,  &c,  d’autres  variables  »,<■,  &c, 

■ Il  E ■ Gy  -t-  Kr-i-  ifc  , ar  ~ 

telles  que  | s=  jc  -I ^ ^ , „ =*y  H-  - -p— , &c,  on 


pourra  toujours  donner  à la  fonélion  X cette  forme  très- 
limple,  . 

' AT=/’^* -4-^»’ -h  A Ç*  •+“  &c, 

en  forte  que  la  quantité  o fera 

* = A •+■  ”+■ 

& que  les  coëfficiens  gy  h ^ &c,  feront  néceflairement  tou» 
pofitifs , dans  le  cas  du  minimum  de  ♦ , ôc  négatifs  dans  celui 
du  maximum. 

•20.  Cela  pofé,  pour  démontrer  le  théorème  de  l’article 
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itf , il  ne  faudra  que  fubftitHer  l’expreffion  précédente  de  ♦ 
dans  l’équation  de  la  confcrvation  des  forces  vives  ( art.  1 5 ),  ce 
qui  donnera  celle-ci , 

M' M" M ' u!"*  -H  ôCc.==conft. — lA—'ifV — zAr,&c. 

Or  dans  l’état  d'équilibre  ona(hyp,  ) oc  = 0,^  = 0,  ^=o,&c; 
donc  aufTi  | = o,)i  = o,ç^=o,&c  (art.  i9);dqnc,  fion  fup- 
pole  qa’on  dérange  le  fyftême  de  cet  état , en  imprimant  aux 
corps les  vitelTes  très-petites 
il  faudra  que  l’on  ait  li  = u"  = u'"  = &c  , 

lorfque  |=  o,,=  o,f  = o,  &c.  On  aura  donc  M' 

-+-  M"  &c.  s=  conft.  — xA  ; ce  qui  fervira  à 

déterminer  la  confiante  arbitraire. 

Ainfi  l’équation  précédente  deviendra 

— a/e*— lAc*,  &c, 

d’où  il  eft  aifé  de  tirer  ces  deux  conclufions. 

i“.  Que  -‘dans  le  cas  du  minimum  de  «>,  dans  lequel  les 
coëfficiens/,^,  A,  &c,font  tous  pofitifs,  la  quantité  toujours 
pofitive , xfi*-\r  xg»  -4-  aA  ^ -4-  &c,  devra  néceflairement  être 
moindre , ou  du  moins  ne  pourra  pas  être  plus  grande  que  la 
quantité  donnée  Af  V*  H-  M' -H  M!"  V"*  •+•  &c , qui  eft 
elle-même  très-petite;  par  conféquent  lî  on  nomme  cette 
quantité  on  aura  pour  chacune  des  variables  &c , 

ces  limites ij/* J/"  ~y±  J/^ &c,  entre 

lefquelles -elles  feront  néceflairement  renfermées  ; d’où  il  fuit 
que  dans  ce  cas  le  fyftême  ne  pourra  que  s’écarter  très-peu 
de  fon  état  d’équilibre , & ne  pourra  faire  que  des  ofciUa- 
tions  très-petites , fie  d’une  étendue  déterminée. 

Fa 
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1°.  Que  dans  -e  cas  du  maximum  de  ♦ dans  lequel  les  coëf- 
ficiens A,  &c,  font  tous  négatifs,  la  quantité  toujours 
poiitive  — i/<*  — 2^  N*  — lAç’*,  &c,  pourra  croître  à l'infini , 
& qu’ainfi  le  fyftcme  pourra  s’écarter  de  plus  en  plus  de  fon 
état  d’équilibre.  Du  moins  l’équation  ci-delTus  fait  voir  que 
dans  ce  cas  rien  n’empêche  que  les  variables  f , Ç",  &c , 
n’aillent  toujours  en  augmentant  ; mais  il  ne  s’enfuit  pas 
encore  qu’elles  doivent  aller  en  effet  en  augmentant  ; nous 
démontrerons  cette  derniere  Propofition  dans  la  Seftion  cin- 
quième de  la  Dynamique. 


QUATRIEME  SECTION. 

Méthode  très-Jimple  de  trouver  les  équations  nécejjaires  pour 
l'équilibre  d'un  fyfiême  quelconque  \de  corps  regardés  comme 
des  points , ou  comme  des  maJJ'es  finies  ^ 0 tirés  par  des 
puijfiances  données. 

I.  qui  jufqu’à  préfent  ont  écrit  fur  le  Principe  des 

vitefTès  virtuelles , fe  font  plutôt  attachés  à démontrer  la  vé- 
rité de  ce  principe  par  la  conformité  de  fes  réfultats  avec 
ceux  des  principes  ordinaires  de  la  Statique,  qu’à  montrer 
l’ufage  qu’on  en  peut  faire  pour  réfoudre  direéleir.ent  les  pro- 
blèmes de  cette  Science.  Nous  nous  fommes  propofé  de 
remplir  ce  dernier  objet  avec  toute  la  généralité  dont  il  eft 
fufceptible,  & de  déduire  du  Principe  dont  il  s’agit,  des  for- 
mules analitiques  qui  renferment  la  folution  de  tous  les  pro- 
blèmes fur  l’équilibre  des  corps  ^ à-peu-près  de  la  même  ma- 
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niere  que  les  formules  des  foutangentes,  des  rayons  ofcula- 
teurs , &c , renferment  la  détermination  de  ces  lignes  dans 
toutes  les  courbes. 

a.  La  méthode  expofée  dans  la  première  Seélion , 
peut  être  employée  dans  tous  les  cas , & ne  demande  » 
comme  on  l’a  vu , que  des  opérations  purement  analitiques  ; 
mais  comme  l’élimination  immédiate  de  ces  variables  ou  de 
leurs  différences , par  le  moyen  des  équations  de  condition  , 
peut  être  fouvent  embarraffante , & conduire  à des  cal- 
culs trop  compliqués , nous  allons  préfenter  la  même  mé- 
thode fous  une  forme  plus  fimple,  en  réduifant  en  quelque 
maniéré  tous  les  cas  à celui  d’un  fyftême  entièrement  libre. 

3 . Soient  Z = o , M = o ^ i\T  e=»  o , &c.  les  différentes 
équations  de  condition  données  par  la  mature  du  fyftême, 
les  quantités  Z , Af,  A? , &c,  étant  des  fonébions  finies  des 
variables  * , &c;  en  différentiant  ces  équations 

on  aura  celles-ci  ,t/Z«=o,  d M — Oy  d N = o,  &c,  lef- 
quelles  donneront  la  relation  qu’il  doit  y avoir  entre  les  dif- 
férentielles des  mêmes  variables.  En  génénal  nous  repréfen- 
terons  par  </Z  = o,  </Af=o,  = &c,  les  équ.itions 

de  condition  entre  ces  différentielles , foit  que  ces  équa- 
tions foient  elles-mêmes  des  différences  exaébes  ou  non , 
pourvu  que  les  différentielles  n’y  foient  que  linéaires. 

Maintenant  comme  ces  équations  ne  doivent  fervir  qu’i 
éliminer  un  pareil  nombre  de  différentielles  dans  l’équation 
des  viteffes  virtuelles,  après  quoi  les  coëfficiens  des  différen- 
tielles reftantes , doivent  être  égalés  chacun  à zéro , il  n’eft 
pas  difficile  de  prouver  par  la  théorie  de  l’élimination,  des 
équations  linéaires,  qu’on  aura  les  mêmes  réfultats  fi  on 
ajoute  lîmplcment  à l’équation  des  viiclTes  virtuelles,  le» 
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difFérentes  équations  de  condition  dLt=  o,  dM  =*=>o,  dlf 
= O,  &c , multipliées  chacune  par  un  coefficient  indéterminé, 
qu’enfuite  on  égale  à zéro  la  fomme  de  tous  les  termes  qui  le 
trouvent  multipliés  par  une  même  différentielle  ; ce  qui  don- 
nera autant  d’équations  particulières  qu’il  y a de  différen- 
tielles ; qu’enfin  on  élimine  de  ces  dernieres  équations  le* 
coëfficiens  indéterminés  par  lefquels  on  a multiplié  les  équa- 
tions de  condition. 

4.  De  là  réfulte  donc  cette  réglé  extrêmement  fimple  pour 
trouver  les  conditions  de  l’équilibre  d’un  fyftême  quelconque 
propofé. 

On  prendra  la  fomme  des  momens  de  toutes  les  puilîances 
qui  doivent  être  en  équilibre  ( Seét.  i , art.  5),  & on  y ajou- 
tera les  différentes  fonctions  différentielles  qui  doivçnt  être 
nulles  par  les  conditions  du  problème , après  avoir  multiplié 
chacune  de  ces  fonctions  par  un  coefficient  indéterminé;  on 
égalera  le  tout  à zéro , & l’on  aura  ainfi  une  équation  diffé- 
rentielle qu’on  traitera  comme  une  équation  ordinaire  de 
maximis  0 minimis  y 6c  d’où  l’on  tirera  autant  d’équations 
particulières  finies  qu’il  y aura  de  variables;  ces  équations 
étant  enfuite  débarraffées , par  l’élimination,  des  coefficient 
indéterminés  donneront  toutes  les  conditions  nécelTaires  pour 
l’équilibre. 

5.  L’équation  différentielle  donc  il  s’agit,  fera  donc  de 
cette  forme , 

P dp Q^dq'^Rdr-k’  6cC'-H^</X-f-/*<fA/-+-i’</iV‘+*&C353  0, 

dans  laquelle  >, r,  ficc,  font  des  quantités  indéterminées; 
nous  la  nommerons  dans  la  fuite , équation  générale  de  l’é- 
quilibre. 
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Cette  équation  donnera  relativement  à chaque  coordonnée, 
telle  que  Jc,  de  chacun  des  corps  du  fyftcme,  une  équation 
de  la  forme  fuivante , 


P iL. 

dx 


Q --t 

^ dx 


•+*  R —} — ■+*  &c  -4-  ^ -J — 

dx  dx 


dM  , dN 

■U , 

“^dx  dx 


• kc 


enforte  que  le  nombre  de  ces  équations  fera  égal  à celui  de 
coûtes  les  coordonnées  des  corps.  Nous  les  appellerons  équa^ 
lions  particulières  de  l'équilibre. 

6.  Toute  la  difficulté  confiftera  donc  à éliminer  de  ces  der- 
nières équations , les  indéterminées  a,  /«,  r,  &c;  or  c’eft  ce 
qu’on  pourra  toujours  exécuter  par  les  moyens  connus;  mais 
il  conviendra  dans  chaque  cas  de  choiHr  ceux  qui  pourront 
conduire  aux  réfultats  les  plus  (impies.  Les  équations  finales 
renfermeront  toutes  les  conditions  nécelTàires  pour  l’équilibre 
propofé;  fie  comme  le  nombre  de  ces  équations  fera  égal  i, 
celui  de  toutes  les  coordonnées  des  corps  du  fydême  moins 
celui  des  indéterminées  a,  yu,  r,  ficc,  qu’il  a fallu  éliminer , 
que  d’ailleurs  ces  mêmes  indéterminées  font  en  même  nombre 
que  les  équations  de  condition  finies  Z = o,  A/=  o , N=s o,  ficc , 
il  s’enfuit  que  les  équations  dont  il  s’agit,  jointes  i ces  der- 
nières, feront  toujours  en  même  nombre  que  les  coordonnées, 
de  tous  les  corps;  par  conféquent  elles  fuffiront  pour  déter- 
miner ces  coordonnées , ût  faire  connoître-la  pofition  que  < 
chaque  corps  doit  prendre  pour  être  en  équilibre. 

y.  Je  remarque  maintenant  que  les  termes  xd  Z,  fitc, 

de  l’équation  générale  de  l'équilibre,  peuvent  être  auffi  regardés 
comme  repréfentants  les  momens  de  différentes  forces  appli- 
quées au  même  fyftême. 

En  effet,  puifque  dZ  eft  une  fonÆon  différentielle  des 
variables  ad,  y,  x",  y"y  Ôcc,  qui  fervent  de  coordonnées 
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aux  difFérens  corps  du  fyftême , cette  fonclion  fera  compofée 
de  différentes  parties  que  je  défignerai  par  d L\  d U\  &c , en- 
forte  que  dL^  dV  d L"  dL  ne  renfermant  que 

les  termes  afFeckés  de  y,  t//*,  dL"  ne  renfermant  que 
ceux  qui  contiennent  d x",  dy\  d & ainfi  de  fuite. 

De  cette  maniéré  le  terme  de  l’équation  générale 

fera  compofé  des  termes  d L'y>-dL'\  &c.  Or  fi  on  donne  au 
terme  >^dL'  la  forme  fuivante  , 


‘ K((  )‘+  )'+(  î"  )>  y ■ 

Il  eft  clair  par  ce  qu’on  a dit  d.ins  l’article  8 de  la  fécondé 
Seékion , que  cette  quantité  peut  repréfenter  le  moment  d une 


force  =x  (4^)  (“)  ).  appliquée 


au  corps  dont  les  coordonnées  font  x'  •, y ^ & dirigée  per- 

pendiculairement à la  furface  qui  aura  pour  équation  L' = o , 
en  n’y  regardant  que  y,y,  comme  variables.  De  même 
Je  terme  x d pourra  repréfenter  le  moment  d une  force 


corps  qui  a pour  coordonnées  od\y\  & dirigée  perpendi-r 
culairement  à la  furface  courbe,  dont  l’équation  fera  dL"a  o , 
en  n’y  regardant  que  xf\y'y  vomme  variables,  & ainfi  de 
fuite. 


Donc  en  général  le  terme  x </Z  fera  équivalent  à l’effet  de 
différentes  forces  exprimées  par  x 


appliquées  refpeélivement  aux  corps  qui  répondent  aux 

coordonnées 
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coordonnées  x\  y' y y"y  &c  , fuivant  des  direébions 

perpendiculaires  aux  différentes  furfaces  courbes  reprcfentées 
par  l’équation  d L = .Oy  en  y faifant  varier  premièrement 
x'j-y,  enfuite  x",  y',  :j",  & ainfi  du  reftc. 

8.  Il  réfulte  de-là  que  chaque  équation  de  condition  ell 
équivalente  à une-  ou  plufieuts  forces  appliquées  au  fyftême 
fuivant  des  directions  données  ; enforte  que  l’état  d’équilibre 
du  fyftême  fera  le  même , foit  qu’on  emploie  la  confldéra- 
tion  de  ces  forces  , ou  qu’on  ait  égard  aux  équations  de  con- 
dition. 

Réciproquement  ces  forces  peuvent  tenir  lieu  des  équa- 
tions de  condition  réfultantes  de  la  nature  du  fyftême  donné; 
de  maniéré  qu’en  employant  ces  forces , on  pourra  regarder 
les  corps  comme  entièrement  libres  & fans  aucune  liaifon. 
Et  de-là  on  voit  la  raifon  métaphyfique , pourquoi  l’introduc- 
tion des  ternies  xdL tJ^d iccy  dans  l’équation  géné- 
rale de  l’équilibre , fait  qu’on  peut  enfuite  traiter  cette  équa- 
tion comme  fi  tous  les  corps  du  fyftême  étoient  entiéremeni: 
libres  ; c’eft  en  quoi  confifte  l’efprit  de  la  méthode  de  cette 
SeCkion. 

A proprement  parler,  les  forces  en  queftion  tiennent 
lieu  des  ééfiftances  que  les  corps  devroient  éprouver  en  vertu 
de  leur  liaifon  mutuelle , ou  de  la  part  des  obftacles  qui , 
par  la  nature  du  fyftême , pourroient  s’oppofer  à leur  mou- 
vement , ou  plutôt  ces  forces  ne  font  que  les  forces  .mêmes 
de  ces  réfiftances,  lefquelles  doivent  être  égales  & directe- 
ment oppofiées  aux  prelHons  exercées  par  les  corps.  Notre 
méthode • donne,  comme  l’on  voit,  le  moyen  de  déterminer 
ces  forces  fie  ces  réfiftances  ; ce  qui  n’eft  pas  un  des  moindres 
avantages  de  cette  méthode.  1 
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9.  Jufqu’ici  nous  avons  confiJiré  les  corps  comme  des 
points  ; & nous  avons  vu  comment  on  détermine  les  loix  de 
l’éijullibre  de  ces  points,  en  cjuelcjue  nombre  cju’ils  foient, 
& quelques  forces  qui  agiflent  fur  eux.  Or  un  corps  d'un 
volume  &:  d’une  figure  quelconque,  n’étant  que  l’aflemblage 
d’une  infinité  de  parties  ou  points  marériejs,  il  s’enfuit  qu’on 
peut  déterminer  aufll  les  loix  Je  l’équilibre  des  corps  de 
figure  quelconque,  par  l’application  des  principes  précédens. 

En  effet,  la  maniéré  ordinaire  de  réfoudre  les  queftions 
de  Méchanique  qui  concernent  les  corps  de  mafle  finie, 
confifte  à ne  confidérer  d’abord  qu’un  certain  nombre  de 
points  placés  à des  didances  finies  les  uns  des  autres,  & à 
chercher  les  loix  de  leur  équilibre  ou  de  leur  mouvement; 
à étendre  enfuite  cette  recherche  I un  nombre  indéfini  de 
points;  enfin  à fuppofer  que  le  nombre  des  points  devieiuie 
infini,  & qu’en  meme  tems  leurs  dJftances  deviennent  infi- 
niment petites,  8c  à faire  aux  formules  trouvées  pour  un 
nombre  fini  de  points,  les  réduébions  & les  modifications 
que  demande  le  paifage  du  fini  à l’infini. 

Ce  procédé  eft , comme  l’on  voit , analogue  aux  méthodes 
géométriques  & analitiques  qui  ont  précédé  le  calcul  infini- 
téllmal  ; & ü ce  calcul  a l’avantage  de  faciliter  & 'de  fixirpli- 
fier  d’une  maniéré  furprenante  , les  folutiems  des  queftions 
qui  ont  rapport  aux  courbes , il  ne  le  doit  qu’à  ce  qu’il  con- 
fidere  ces  lignes  en  elles-mêmes , fie  comme  courbes , fans 
avoir  befoin  de  les  regarder , premièrement  comme  polygo- 
nes, fie  enfuire  comme  courbes.  Il  y aura  donc  à peu-près 
le  même  avantage  à traiter  les  problèmes  de  Méchanique 
dont  il  efiî  queltion  par  des  voies  direébes,  & en  confidérant 
immédiatement  les  corps  de  mafles  finies  comme  des  allèm- 
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blages  d’une  infinité  de  points  ou  corpufcules , animés  chacun 
par  des  forces  données.  Or  rien  n’eft  plus  facile  que  de  mo- 
difier & ûmplifier  par  cette  confidcration , la  méthode  géné- 
rale que  nous  venons  de  donner. 

I O.  Mais  il  eft  néceflTaire  de  remarquer,  avant  tout, 
que  dans  l'application  de  cette  méthode  aux  corps  d’une  mafl'e 
finie,  dont  tous  les  points  font  animés  par  des  forces  quel- 
conques , il  le  préfente  naturellement  deux  fortes  de  diffé- 
rentielles qu’il  faut  bien  diftinguer.  Les  unes  fe  rapportent 
aux.  différens  points  qui  compofent  le  corps;  les  autres  font 
indépendantes  de  ia  pofition  mutuelle  de  ces  points,  & repré- 
fentent  feulement  les  efp.-ices  infiniment  peüts  que  chaque 
point  peut  parcourir , en  fuppofant  que  la  iituation  du  corps 
varie  infiniment  peu.  Comme  jufqu’ici  nous  n’avons  eu  que 
des  différences  de  cette  derniere  efpece  à confidérer,  nous 
les  avons  défignées  par  la  caraébériftique  ordinaire  d ;maispuif- 
que  nous  devons  maintenant  avoir  égard  aux  deux  efpeccs 
de  différences  à la  fois , & qu’il  eft  par  conféquent  nécef- 
faire  d’introduire  une  nouvelle  caraékériftique , il  nous  paroît 
à propos  d’employer  l’ancienne  caraélériftique  d pour  défigner 
les  différences  de  la  première  efpece  qui  font  analogues  à 
celles  que  l’on  confidere  communément  en  Géométrie , & 
de  dénoter  les  différences  de  la  fécondé  efpece  qui  font  par- 
ticulières à la  matière  que  nous  traitons  par  1a  caraébérif- 
tique  que  nous  avorts  employée  autrefois  dans  le  calcul  des 
variations.,  avec  lequel  celui  dont  il  s’agit  ici  a une  liaifon 
intime  Sc  néceflaire. 

Nous  nommerons  meme,  par  cette  raifon,  variations  les  diffé- 
rences afFeélées  de  / , & nous  conlerverons  le  nom  de  diffé- 
rentielles, à celles  qui  feront  affeékées  de  d.  Du  refte  les 
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memes  formules  qui  donnent  les  différentielles  ordinaires, 
donneront  auflî  les  variations,  en  fubftituant  / à la  place 
de  d. 

1 I . Je  remarque  enfuite  qu’au  lieu  de  confîdérer  la  mafle 
donnée  comme  un  affcmblage  d’une  infinité  de  points  con- 
tigus, il  faudra,  fuivant  l’elprit  du  calcul  infinitéllmal , la 
confîdérer  plutôt  comme  compofée  d’élémens  infiniment 
petits,  qui  foient  du  même  ordre  de  dimenfion  que  la  mafle 
entière;  qu’ainfi  pour  avoir  les  forces  qui  animent  chacun 
de  ces  élémens , il  faudra  multiplier  par  ces  mêmes  élé- 
mens,  les  forces  P,  Ç,  P,  &c,  qu’on  fuppofe  appliquées 
à chaque  point  de  ces  élémens,  & qu’on  regardera  comme 
analogues  i celles  qui  proviennent  de  l’adJion  de  la  gravité. 

I 2.  Si  donc  on  nomme  m la  mafle  totale  , & dm  un  de  fes 
élémens  quelconque  , on  aura  Pdm^  Qdmy  Rdm,  &c,  pour 
les  forces  qui  tirent  l’élément  dm^  fuivant  les  direébions  des 
lignes  q,  Ty  &c.  Donc  .multipliant  refpeélivement  ces 
forces  par  les  variations  Spylqy  Sr,  &c,  on  aura  leurs 
momens,  dont  la  fomme  pour  chaque  élément  Jot,  fera  repré- 
fentée  par  la  formule  {Ptp-^  Ç/^_;_/{j'r-H&c)  dm', 
& pour  avoir  la  fomme  des  momens  de  toutes  les  forces  du 
fyftême,  il  n’y  aura  qu’à  prendre  l’intégrale  de  cette  for- 
mule par  rapport  à toute  la  mafle  donnée. 

Nous  dénoterons,  ces  intégrales  totales,  c’eft-à-dire,  rela- 
tives à l’étendue  de  toute  la  mafle,  par  la  caraékériftique 
majufcule  5,  en  confervantla  carackériftique  ordinairey pour 
défîgner  les  intégrales  partielles  ou  indéfinies. 

1 3 • On  aura  ainfî  pour  la  fomme  des  momens  de  toutes 
les  forces  du  fyftême , la  formule  intégrale 
S {F  S P Qiq-\-RSr->t-  &iC  ) dm 
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8c  cette  quantité  devra  être  nulle  en  général  dans  l'état  d’équi- 
libre du  fyftême. 

Or,  comme  parla  nature  du  fyftême  il  y a néceftairement 
des  rapports  donnés  entre  les  dill'érentes  variations , Sp , 
t «Tr,  ôcc,  relatives  à chaque  point  de  la  maflè,  il  faudra 
les  réduire  à un  certain  nombre  de  variations  indépendantes 
& indéterminées;  & les  termes  multipliés  par  ces  derçiieres 
variations,  étant  égalés  à zéro,  donneront  les  équations  par- 
ticulières de  l’équilibre.  Mais  comme  ces  rédudlions  peuvent 
être  embarraftàntes,  il  conviendra  de  les  éviter,  par  le 
moyen  de  la  méthode  que  nous  venons  de  donner  dans 
cette  SecHon. 

I 4-  Pour  appliquer  cette  méthode  au  cas  dont  il  s’agir  ici , 
nous  fuppoferons  que  Z = o , M = o , &c , foieiK  les  équa- 
tions de  condition  qui  doivent  avoir  lieu  par  la  nature  du 
problème,  par  rapport  à chaque  point  de  la  m.affe;  & nous 
les  nommerons  équation  de  condition  indéterminées. 

Ces  équations  étant  difFérentiées  fuivant  ■)',  on  aura  celles- 
ci,  <rZ  = o,  Af  = O , &c.  On  multipliera  les  quantités  J^Z, 
Jilf,  &c,  par  des  quantités  indéterminées  &c:  on  en 

prendra  l’intégrale  totale,-  qui  fera  par  conféquent  repré- 
fentée  par  la  formule  5(A<rZ-H-M<f'Af-t-8cc),  & ajoutant 
cette  intégrale  à celle  de  l’article  précédent,  on  aura  l’équa- 
tion générale  de  l’équilibre. 

Au  refte,  on  obfervera  qu’il  n'eft  pas  néceftaire  que  J'Z, 
&c,  foient  les  variations  exaéles  de  fonctions  de  a:, 
y , dx  , dy  ^ &c,  mais  qu’il  fuffit  que<rZ  — o,  tTA/  — o , ficc, 
foient  les  équations  de  condition  indéterminées  entre  les  va- 
riations de  JC , y , d'y,  &c , ( art.  3 ). 

I 5.  Mais  pour  embrafler  à la  fois  toute  la  génér.alité 
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polTible,  il  faut  remarquer  qu’il  peut  fe  faire  qu’outre  les 
forces  qui  agillent  en  général  fur  tous  les  points  de  la  mafle, 
il  y en  ait  qui  n’agidènt  que  fur  des  points  déterminés  de 
cette  malTe,  lefquels  points  font  ordinairement  ceux  qui 
répondent  aux  extrémités  de  la  maflè  donnée,  c’eft-à-dire, 
au  commencement  & à la  fin  de  l’intégrale  défignée  par  S. 

De.  même  il  pourra  y avoir  des  équations  de  condition 
particulières  à ces  points,  6c  que  nous  nommerons  équations 
de  condition  déterminées , pour  les  diftinguer  de  celles  qui 
ont  lieu  en  général  dans  toute  l’étendue  de  la  maflè,  6c  nous 
les  repréfenterons  par  ./^l  = o,B  = o,C  = o,ôcc,ou  plutôt 
par  i A = o,JZÎ  = o,'^C=o,  6cc. 

Nous  marquerons  d’un  trait,  de  deux,  de  trois  , ôcc , toutes 
les  quantités  qui  fe  rapportent  à des  points  déterminés  de 
la  maflè , 6c  en  particulier  nous  marquerons  d’un  feul  .trait 
celles  qui  fe  rapportent  au  commencement  de  l’intégrale 
défignée  par  5,  de  deux  traits  celles  qui  fe  rapportent  à la 
fin  de  cette  intégrale  , de  trois  ou  d.avantage  , celles 
qui  fe  napportent  à des  points  intermédiaires  quelconques. 

Ainfi  il  faudra  ajouter  à l’intégrale  Q f <J 

-f-  /î'f'/'-l-  6cc  ) tf/n , la  quantité  P'  i pi ôcc 
H-  P'  t^p'  -+-  Q"  i q"  -4-  R''  ^ 6cc  ; 6c  à l’intégrale  5 ( a <f  Z 
“4“  ^ éij "f-  &lc  ) , la  quantité  ^ ^ A *4“  fi  ^ B H™  y ^ C -+-  6cc. 

D;  forte  que  l’équation  générale  de  l’équilibre  fera  de  cette 
forme , 

S {P  S P -4-  Ç^q  •4'  R Ir  -i-  6cc)  d m-\-S  ( a / Z ôcc) 

^ Ftp  A-  Qt  q'A^R't  r^A-?^cA-P'  Sp"A-(^'t<i'A-R'Sl‘'A-i>!.C 

A-  A A-  fi  t B A-  y t C A-  ?)ic  ^ O. 

I 6-  Cette  équation,  lorfqu’on  y aura  fubftitué  les  valeurs 
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de  S p,t  q^S  y(<.CyenS  X yiy  ,t‘^yidx  ^fdy 

ainlî  <jue  celles  de  tpf , tp'  y &cc  \ i' S q"",  &c,  SA , s£  yücc, 
en  x"y  &c,  Sx'y  Sx''y  &CCy  «T .V , ficc,  déduites  des  ci  - 
conlbinces  particulières  de  chaque  problème,  aura  toujours 
une  forme  analogue  à celles  que  le  calcul  des  variations 
fournit  pour  la  détermination  des  maxlma  ic  mi  ni  ma  des  for- 
mules intégrales;  ainlî  il  n’y  aura  qu’à  y appliquer  les  régies 
connues  de  ce  calcul. 

On  conlldérera  donc  que , comme  les  caraéfériftiques  d & 
/ marquent  deux  efpeces  de  différences  entièrement  indépen- 
dantes entr’clles,  quand  ces  caraéténTliques  fe  trouvent  en- 
femble,  il  doit  être  indifférent  dans  quel  ordre  elles  foient 
placées,  parce  qu’en  fuppofant  qu’une  quantité  varie  de  deux 
maniérés  différentes,  on  a toujours  le  même  réfultat,  quel 
que  foit  l’ordre  dans  lequel  fe  font  ces  variations.  Ainfi  S.ix 
fera  la  même  chofe  que  & pareillement  d^  S x fera  la 

même  chofe  que  d'Sxy  6c  ainlî  de  fuite.  On  pourra  donc 
toujours  changer  à volonté  l’ordre  des  caracférilliques  , fans 
altérer  la  valeur  des  différences;  &c  pour  notre  objet  il  fera 
à propos  de  tmnfporter  la  caraebériftique  d avant  la  afin 
que  l’équation  propofée  ne  contienne  que  les  variations  des 
coordonnées , & les  différentielles  de  ces  mêmes  variations. 
C’eft  en  quoi  conlifte  le  premier  principe  fondamental  du 
calcul  des  variations. 

IJ.  Or  les  différentielles  dix  y dSyydSi^y  d^Sxy  &c , 
qui  fe  trouvent  fous  le  ligne  S y peuvent  être  éliminées  par 
l’opération  connue  des  intégrations  par  parties.  C.ir  en  géné- 
ralJ'*  — fi  X dci  y fa  d‘  S X = Ci  d f X — daS  x 
-J-  ftxd'^  n,  & ainfi  des  autres  , ou  il  faut  obferver  que  les 
quantités  hors  du  figne  fie  rapportent  naturellement  aux  der- 
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nicrs  points  des  intégrales , mais  que  pour  rendre  ces  inté- 
grales complettes  , il  faut  néceiïiurement  en  retrancher  les 
valeurs  des  mêmes  quantités  hors  du  fignc  , lefquelles  répon- 
dent aux  premiers  points  des  intégrales , afin  que  tout  s’éva- 
nouiflè  dans  ces  points  ; ce  qui  eft  évident  par  la  théorie  des 
intégrations. 

Ainfi  en  marquant  par  un  trait  les  quantités  qui  fe  rappor- 
tent au  commencement  des  intégrales  totales  délignées  par 
tepar  deux  traits  celles  qui  fe  rapportent  à la  fin  de  ces  inté- 
grales, on  aura  les  réduélions  fuivantes , 

Sndi'x  = n"S  x" — ci'S-x  — S t x do, 

S O X = o"  d ix" — d o"S  x!’ — o!  d S sd 
</n' / -i- 5 J' JC  O , 


&c. 

lefquelles  (erviront  à faire  dilparoître  toutes  les  différentielles 
des  variations  qui  pourront  fe  trouver  fous  le  figne  S.  Ces 
réduclions  conftituenc  le  fécond  principe  fondamental  du 
calcul  des  variations, 

I 8-  De  cette  maniéré  donc  l'équation  générale  de  l’équi- 
libre fe  réduira  à la  forme  fuivante, 

dans  Laquelle  n,  x,  ^ feront  des  fonclions  de  8c 

de  leurs  différentielles , & a contiendra  les  termes  affectés 
des  vari.itlons  ix'^  <*'*  ',  &c , & de  leurs  diffé- 

rentielles. 


Donc  pour  que  cette  équation  ait  lieu  , indépendamment 
des  variations  des  différentes  coordonnées , il  faudra  que  l’on 
ait,  1°.  n,  X,  'J',  nuis  dans  toute  l’étendue  de  l’intégrale  5, 

c’eft-à-dire  j 
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c’eft-à-dire  , dans  chaque  point  de  la  mafle , z®.  chaque 
terme  de  a aufit  égal  à zéro. 

Les  équations  indéfinies  n z=»o,  2 = 0,  'i'  = o, 
donneront  en  général  la  relation  qui  doit  fe  trouver  entre 
les  variables  x,  y,  mais  il  faudra  pour  cela  en  éliminer 
les  variables  indéterminées  a,  a»,  &c  , lefquelles  font  en  même 
nombre  que  les  équations  de  condition  indéterminées  i = o , 
M = o , &c.  ( art.  14). 

Or  je  remarque  que  ces  équations  ne  fauroient  être  au-delà 
de  trois  ; car  puifque  ce  font  des  équations  indéfinies  entre 
les  trois  variables  x , y,  &leursdift'érentielles , il  eft  clairque 
s’il  y en  avoir  plus  de  trois , on  auroit  plus  d’équations  que 
de  variables  ; enforte  qu’il  faudroit  que  la  quatrième  fût  une 
fuite  nécelTaire  des  trois  premières  , Sc  ainfi  des  autres.  Donc 
il  n’y  aura  jamais  plus  de  trois  indéterminées,  a,  » à éli- 
miner; enforte  qu’on  pourra  toujours  trouver  les  valeurs  de 
ces  indéterminées  en  fonélions  dear,^,  tj'.  Au  refte  les  équa- 
• tions  qui  difparoîtront  par  ces  éliminations,  feront  remplacées 
par  les  équations  mêmes  de  condition , moyennant  quoi  on 
pourra  toujours  connoître  les  valeurs  de  * , _y , qui  doivent 
avoir  lieu  dans  l’état  d’équilibre  de  tout  le  fyftême. 

A l’égard  des  autres  équations  réfultantes  des  ditFérens 
termes  de  la  quantité  a , ce  ne  feront  que'des  équations  par- 
ticulières qui  ne  devront  avoir  lieu  que  par  rapport  à des 
points  déterminés  de  la  malle , & qui  ferviront  principale- 
ment à déterminer  les  conftantes  arbitraires  que  les  expref- 
llons  de  déduites  des  équations  précédentes,  pour- 

ront contenir.  Pour  faire  ufage  de  ces  équations , on  y fubfti- 
tuera  donc  les  valeurs  déjà  trouvées  de  A,yu,  &c,  enfuite 
on  en  éliminera  les  indéterminées  «,  )3,  &c , & on  y joindra 
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les  (iquatlons  de  condition  A = o,B  = o,ècCj  qui  fervi- 
ronc  à remplacer  celles  que  l’élimination  dont  il  s’agit  fera 
difparoître. 

19.  Enfin  on  fera  ici  par  rapport  aux' coordonnées  rec- 
tangles , la  même  remarque  qu’on  a déjà  faite  à la  fin  de  la 
fécondé  Seélion,  en  appliquant  aux  variations  ^x.  J'y,  J^, 
ce  que  nous  y avons  dit  relativement  aux  différences  Jx, 
dy , dT^',  mais  pour  ce  qui  regarde  les  différentielles  dx , 
dy , d^^,  ÀQ  ]z  méthode  de  la  SeéHon  préfente , il  ne  fera  pas 
permis  d’employer  à leur  place  d’autres  différentielles , à 
moins  qu’elles  ne  réfultent  de  la  différentiation  des  expref- 
flons  finies  de  x ,y, 

CINQUIEME  SECTION. 

Solution  de  différons  problèmes  de  Statique, 

No  U s allons  préfentement  montrer  l’ufage  de  nos  méthodes 
dans  différons  problèmes  fur  l’équilibre  des  corps;  on  verra 
par  l’uniformité  & la  rapidité  des  folutions,  combien  ces 
méthodes  font  fupéricures  à celles  que  l’on  avoir  employées 
jufqu’ici  dans  la  Statique. 

Paragraphe  premier. 

De  l’équilibre  de  plujieurs  forces  appliquées  à un  même  point  ; 
ù de  la  compofition  ù de  la  cécompofition  des  forces. 

I . Qu’il  s’agiffe  de  trouver  les  loix  de  l’équilibre  d’autant 
de  forces  qu’on  voudra,  P,  Q,  R,  Sec,  toutes  appliquées  à 
un  même  point , 6c  dirigées  à des  points  donnés. 
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Nommant/J,  r,  &c,  les  diftances  re£Ulignes  entre 
le  point  commun  d’application  de  ces  forces  , & leurs  points 
de  tendance , on  aura  la  formule 

% 

P dp  Qdq~^r  Rdr-^  S<.c. 

pour  la  fomme  des  momens  de  toutes  les  forces  , laquelle 
doit  être  nulle  dans  l’état  d’équilibre. 

2.  Soient  ac,  y,  ^les  trois  coordonnées  reétangles  du  point 
auquel  toutes  les  forces  font  appliquées;  & foient  de  même 
a^by  c les  coordonnées  reélangles  pour  le  point  auquel  tend 
la  force  P \f  yg y hy  celles  du  point  auquel  tend  la  force  Q;  /, 
Myti  celles  du  point  auquel  tend  la  force  /?  , & ainfi  des 
autres  ; ces  coordonnées  étant  toutes  rapportées  aux  mêmes 
axes  fixes  dans  l’efpace.  On  aura  évidemment 

f 

/>=)/(»  — U )*-+-(y  — — C)* 

î = 1/  (*-/)*■+-  (^  — ^)*  -+-  (î— ^)* 
r^V  ( X — /.)*  — — 

6cc. 

Et  la  quantité  P dp  Qdq-\-  Rd  r Sic  y Ce  transformera 
en -celle-ci, 

Jidx  Y dy  -t-  Z </ 
dans  laquelle  on  aura 

X =1 P -f- ç H- 4- &c 

P J X.  r 

Z = P H-  Q -H  R -H  &c. 

P .J  X.  r 

Il  n’eft  pas  inutile  de  remarquer  dans  ces  expreflîons  que 

H 1 
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les  quantités  ~ - font  égales  aux cofinus  des 

angles  que  la  ligne /»,  c’eft-à-dire  la  direction  de  la  force  P, 
fait  avec  les  axes  des  ac,^,  que  de  même 

fo*it  les  cofinus  des  angles  que  la  direélion  de  la  force 

Q fait  avec  les  mêmes  axes  ; & ainfi  de  fuite  ( Secb.  i , 
art.  7 ). 

3 . Cela  pofé , fuppofons  en  premier  lieu  que  le  corps  oa 
point  auquel  les  forces  P,  Ç,  P»  &c  , font  appliquées,  foit 
entièrement  libre  ; il  n’y  aura  .alors  aucune  équation  de  con- 
dition entre  les  coordonnées  &:  la  quantité  Xdx 

Ydy-\-Z  d ^ devra  être  nulle  , indépendamment  des  valeurs 
dt  dx  y dy  y d‘[{  Seéb.  i , art.  9 ) ; ce  qui  donnera  fur  le  champ 
ces  trois  équations  particulières , 

X=  Oy  Y = O y Z = O. 

Ce  font  les  équations  qui  renferment  les  loix  de  l’équilibre 
de  tant  de  forces  qu’on  voudra  concourantes  à un  même 
point. 

4.  Si  dans  les  exprelfions  de  Xy  Y y Z,  on  fait  P ■=  p y 
Ç = y,  P = r,  &c,  (ce  qui  eft  permis,  puifqu’il  efl:  indif- 
férent à quels  points  pris  dans  les  direéHons  des  forces , elles 
foient  fuppofees  tendre)  on  aura  ces  équations, 

ac — û-Hx — f-hx  — /-+-&c  = o,  ■ 
y — h -\-y  -g-^y  — »2-+-&c=o, 

^ — c -i-tj  — ^ + \ — «-j-&c==o; 
d’où  l’on  tire , en  fuppofant  que  le  nombre  des  forces 

P y Qy  Ry  fiCC,  folt  /X  y 
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tf / -4-  ficc 
JC  = — 

= ^ 

c “4*  k ^ n &c* 

. 

& ces  expreflîons  de  font  voir  que  le  point  auquel 

font  appliquées  les  forces , eft  dans  le  centre  de  gravité  des 
points  auxquels  ces  forces  tendent. 

De-là  réfulte  le  théorème  de  Leibnitz,  que  fi  tant  de  puif- 
lânces  qu’on  voudra  font  en  équilibre  fur  un  point , Sc  qu’on 
tire  de  ce  point  des  droites  qui  repréfentent  tant  la  quantité 
que  la  direélion  de  chaque  puiflance , le  point  dont  il  s’agit 
fera  le  centre  de  gravité  de  tous  les  points  auxquels  ces  lignes 
feront  terminées. 


Si  donc  il  n’y  a que  quatre  puiflTances,  & qu’on  imagine  une 
pyramide  dont  les  quatre  angles  foient  aux  extrémités  des 
droites  qui  repréfentent  les  puiffances;  il  y aura  équilibre 
entre  ces  quatre  puiflances,  lorfque  le  point  fur  lequel  elles 
agilîent , fera  dans  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  ; car 
on  fait  par  la  Géométrie,  que  le  centre  de  gravité  de  toute 
la  pyramide,  eft  le  meme  que  celui  de  quatre  corps  égaux 
qui  feroient  placés  aux  quatre  coins  de  la  pyramide.  Ce  der- 
nier théorème  eft  dû  à Roberval. 

5.  Si  on  confidere  l’équation 

-h  ÇJq  ~hRe^r  -i-  &C.C  — JCd X —Y dy  — Z.d\  = O y 

laquelle  étant  identique  (art.  i),  doit  par  conféquent  avoir 
lieu  en  général , quelles  que  foient  les  différences  d x y dy^d^y 
il  eft  clair  qu’on  pourra  la  regarder  comme  l’équation  de  l’équi- 
libre entre  les  puiffances  P y Ç,  iî  , &c,  dirigées  fuivant  les 
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lignes r,  & les  puiffances  X,  X,  Z,  dirigées  fui- 
vant  les  lignes  — ac,  — toutes  ces  puiflances  étant 
appliquées  à un  même  point.  Donc  les  trois  puiffances  X , 
Ï\Z  font  équilibre  aux  puilTances  P y Ç,  R y &c  ; mais  il 
eft  vifible  que  les  puiflances  X,  VyZy  étant  appliquées  fui- 
vant  les  directions  des  lignes  x ^ , feroient  aulfi  équilibre 
aux  mêmes  puilTances  Xy  Yy  Z y mais  dirigées  fuivant 
__  Xy — yy — donc  elles  feront  équivalentes  aux  puiflances 

P y QyRy  S^c.  D’où  il  s’enfuit  que  les  quantités  X,  Y y Z y 
ne  font  autre  chofeque  les  valeurs  des  puilTances  P,  Q,Ry&iCy 
réduites  aux  directions  des  trois  coordonnées  reétangles 
Xyy,  \y  Sc  tendantes  à diminuer  ces  coordonnées,  & les 
formules  de  l’article  i donnent  par  conféquent  un  moyen  fort 
Ample  de  faire  cette  réduétion,  c’ell-à-dire , de  trouver  les 
réfultantes  de  tant  de  forces  qu’on  voudra  qui  concourent 
dans  un  même  point,  & qui  aient  des  directions  quel- 
conques. 

6.  En  général  fi  des  forces  quelconques  P,  Ç,  P,  &c  , 
dirigées  fuivant  les  lignes  r,  &c,  agiflent  fur  un 

même  point , & qu’on  veuille  réduire  toutes  ces  forces  à trois 
autres,  â,  n,  2,  dirigées  fuivant  les  lignes  f,  w,  ,,  il  n’y 
aura  qu’.\  confidérer  l’équilibre  des  forces  P,  Ç , P,  &c , & 
E,  n,  2,  appliquées  à ce  même  point,  & dirigées  refpeéti- 
vement  fuivant  les  lignes  p y y , f,  &c  , — ?,  — w,  — «■,  & 
former  en  conféquence  l’équation 

Pdp  -ir  Qdq  R dr  -\r  &c  — sd  ^ — nd‘!r  ïdr=Oy 

laquelle  doit  être  vraie  de.quelque  maniéré  qu’on  falTe  varier 
la  polition  du  point  de  concours  de  toutes  les  forces.  Or 
quelles  que  foient  les  lignes 5^,  »■,  il  eft  clair,  que  pourvu 
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qu’elles  ne  foient  pas  toutes  dans  un  même  plan , elles  fuf- 
fifent  pour  déterminer  la  poOcion  de  ce  point;  par  confé- 
quent  on  pourra  toujours  exprimer  les  lignes  p ^ &c, 

par  des  fon«flions  def,«,  <r,  & l’équation  précédente  devra 
alors  avoir  lieu , par  rapport  aux  variations  de  chacune  de  ces 
trois  quantités  en  particulier  ; d’où  il  s’enfuit  qu’on  aura 

2 = -H&c 

a r dr  dr  ^ 

Ces  formules  peuvent  être  d’une  grande  utilité  dans  plu- 
fieurs  occadons , & fur-tout  lorfqu’il  s’agit  dp  trouver  les 
réfultantes  d’une  infinité  de  forces  qui  agifient  fur  un  même 
point , comme  l’attraétion  d’un  corps  de  figure  quelcon- 
que, Scc. 

*7.  Si  l’on  veut  que  les  directions  des  forces  réfultantes 
paffent  par  des  points  donnés;  alors  nommant  a,;8,>les 
coordonnées  reCtangles  du  point  auquel  doit  tendre  la  force 
B,  & de  même  Ç",  »,  & les  coordonnées  reélan- 

gles  des  points  de  tendance  des  forces  n 6c  2 , on  fera 

f=»V^(JC  — «)*-+-  (7  — 

, = -+-(î  — »)* 

r—Y  (X— A)*H-  (7  — («)*  -f(3— O’» 

6c  l’on  tirera  de  ces  équations  les  valeurs  de  x,  y,  en 
?»*»•■»  qn’on  fubftituera  enfuite  dans  les  exprelfions  de 

J , r,  6cc,  de  l’article  z. 
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On  pourroit  encore  confidérer  diredement  les  quantités 
P y q y r,  kCy  f , w , <r,  comme  des  fondions  de  JC , y , & 

faifant  varier  chacune  de  ces  trois  quantités  à part , on  auroic 
CCS  équations, 

‘dw  dr  D 

dx 
dq 

dy  ' dj  ^ dy  dy 

^ P Jp_  . n 

dj  d\  di  dl  ^ d\ 

par  lefquelles  on  connoîtra  les  trois  forces  b , n , s. 

Si  la  force  s devoit  être  dirigée  comme  auparavant  à un 
point  fixe,  mais  que  les  deux  autres  forces  n & x duflent 
être  perpendiculaires  à celle-là  dans  des  plans  donnés  ; alors 
on  prendroit  pour  » & »■  les  arcs  de  cercle  décrits  du  rayon 
f dans  les  plans  dont  il  s’agit  ; pour  cela  on  regardera  la  droite 
f comme  un  rayon  veéleur,  & nommant  4,  9 les  angles  que 
ce  rayon  fait  avec  des  plans  perpendiculaires  aux  plans  don- 
nés , il  eft  clair  qu’on  aura  d»  = |d4,d»-  = f</9;  d’ailleurs 
on  pourra  toujours,  par  lç;f  trois  variables  ^ , 4 & 9,  déter- 
miner la  pofition  du  point  auquel  les  forces  font  appliquées; 
par  conféquent  on  pourra  exprimer  les  lignes  />,  y,  r,  &c, 
par  des  fondions  de  ces  mêmes  variables  ; car  il  n’y  aura  pour 
cela  qu’à  exprimer  d’abord  les  coordonnées  reélangles 
enf , 4,  9,  & fubftituer  enfuite  ces  exprellions  dans  celles 
de  fyqyPy  8cc.  Confidérant  donc  la  variabilité  de  4,  & 9» 
on  aura  les  crois  équations. 


n 


di 

dp 

W4 


di 

dq 


U4 


4"  R 


di 

dr 


id-^ 


-f-  &c. 
4-  &ç 
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%dç  ^ \d^ 

On  voie  par-là  comment  on  doit  s’y  prendre  dans  tous  les 
Cas  femblables,  & combien  la  méthode  précédente  eft  utile 
pour  trouver  les  réfultantes  de  tant  de  forces  qu’on  voudra , 
& les  réduire  à des  directions  données. 


8-  Reprenons  les  formules  de  l’article  2,  & fuppofons  en 
lecond  lieu  que  le  corps  ou  point  fur  lequel  agillent  les  forces 
Qi  &c,ne  foit  pas  tout-à-fait  libre,  mais  qu’il  foit 
contraint  de  fe  mouvoir  fur  une  furface , ou  fur  une  ligne 
donnée;  on  aura  alors  entre  les  coordonnées  une 

ou  deux  équations  de  condition , qui  ne  feront  autre  chofe 
que  les  équations  mêmes  de  la  furface  ou  de  la  ligne  dont  il 
s’agit. 

Soit  donc  Z = o l’équation  de  la  furface  fur  laquelle  le 
corps  ne  peut  que  gliller , on  ajoutera  à la  fomme  des  mo- 
mens  des  forces  x -4-  Y dy -h  Z h terme  xdZ  (Seét. 
quatrième , art.  4 , 5 ) fic  l’on  aura  pour  l’équation  générale 
de  l’équilibre 

Xdx  -+■  Y dy  Z d^  *=  O , 

h étant  une  quantité  indéterminée. 

Or  L étant  une  fonélion  connue  de  x , y , ![,  on  aura  par 
la  difiérentiation , 

dL^J^dx^^dy^-^dr, 


donc  fubdituant  & égalant  enfuite  féparément  à zéro  la  fomme 
des  termes  multipliés  par  chacune  des  différences  dx, 
on  aura  ces  trois  équations  particulières  de  l’équilibre 

X -f*  ^ -7 — =“  O 

dx 


•J 
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r-t-A 
Z -t- A 


dy 

dh 


d’où  chaiïant  rindéterminée  a 

Y 4^— X 

a X 

Z 4^-x 


on  aura  ces  deux-ci. 


dh 

dy 

dhi 


= O, 


= O . 


léfquelles  renferment  par  conféquent  les  conditions  cher- 
chées de  l’équilibre  du  corps  fur  la  furface  propofée. 

9"  Si  on  applique  maintenant  ici  la  théorie  donnée  dans 
l’article  7 de  la  Seélion  quatrième , on  en  conclura  que  la 
furface  doit  oppofer  au  corps  une  réfiftance  égale  à 


éc  dirigée  fuivant  la  perpendiculaire  à la  furface  qui  auroic 
pour  équation  dL  = o,  c’eft-à-dire , perpendiculairement  à 
la  même  furface  fur  laquelle  le  corps  eft  pofé;  & comme 
on  a 

A — X,  A = -,  F,  A 4L=,-Z, 

dx  ^ d\  * 

il  s’enfuit  que  la  prellion 'du  corps  fur  la  furface  (preflîon 
qui  doit  être  égale  6c  direélement  contraire  à la  réfiftance  de 
la  furface)  fera  exprimée  par  (X'  -1-  F*  -+-  Z*  ),  6c  agira 
perpendiculairement  à la  même  furface  ; 6c  c’cft  uniquement 
à cette  condition  que  fe  réduifent  les  deux  équations 
trouvées  ci-deftùs  pour  l'équilibre  du  corps , comme  on  peut 
s’en  aftùrer  par  la  méthode  de  la  compofition  des  forces. 

10.  Aif  refte  dans  le  cas  d’un  féal  corps  tiré  par  des 
puiftances  données , on  peut  trouver  encore  plus  Amplement 
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les  conditions  de  l’équilibre , en  fubftituanc  immédiatement 
dans  l’équation  Xdx  Y dy  Z d\'=s  o , à la  place  de 


la  différentielle  fa  valeur  — 


dL  J 

, tirée 


de  l’équation  différentielle  de  la  furface  donnée  fur  laquelle 
le  corps  peut  gliffer,  & égalant  enfuite  féparément  à zéro 
les  coëfficiens  des  différentielles  dx  6c  dy  qui  demeurent 
indéterminées , fuivant  la  méthode  générale  de,  l’article  i o 
de  la  fécondé  Seélion. 

On  aura  ainil  fur  le  champ  les  deux  équations 
' ^ dC 

; .. .. 


qui  reviennent  au  même  que  celles  qu’on  a trouvées  plus 
haut. 


Pareillement  fi  le  corps  étoit  affujetti  à fe  mouvoir  fur 
une  ligne  de  figure  donnée,  & déterminée  par  les  deux 
équations  différentielles  dy  =/>  dx,  d\~  qdx  y il  n’y.auroit 
qu'à  fubftituer  ces  valeurs  de  dy  & d\  dans  Xdx  Y dy 
Z d\  = Oy  & l’on  auroit,  en  divifant  par  dx 

X-\-  Yp-^Zq  = Oy 

pour  la  condition  de  l’équilibre. 

Mais,  dans  tous  les  ças  où  il  y aura  plufieurs  corps  en 
équilibre,  la  méthode  des  cocificieos  indéterminés  expofée 

I X 
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dans  la  Se£bion  précédente,  aura  toujours  l’avantage  tant  dii 
côté  de  la  facilité , que  de  celui  de  la  limplicité  8c  de  l’uoi' 
formité  du  calcul. 

5.  I I. 

De  l'équilibre  de  plufieurs  forces  appliquées  à un  Jyflême  de 
corps  confidérés  comme  des  points^  ù liés  emr’eux  par  des 
fils  ou  par  des  verges. 

1 1.  Quelles  que  foient  les  forces  qui  agiflTent  fur  chaque 
corps , nous  avons  vu  ci-delTus , ( art.  2,5),  comment  on 
peut  toujours  les  réduire  à trois,  X,  Y,  Z,  dirigées  fui- 
vant  les  trois  coordonnées  reélangles  ^ du  même 

corps,  8c  tendantes  à diminuer  ces  coordonnées. 

Nous  fuppoferons  donc  pour  plus  de  CmpUcité,  ici  fic 
dans  la  fuite , que  toutes  les  forces  extérieures  qui  agiflène 
fur  un  même  point , foient  réduites  à ces  trois  X,  Y^Z.  Ainfi 
la  fomme  des  momens  de  ces  forces  fera  exprimée  par  la 
formule  Xdx-\~  Ydy-\-Zd\\  par  conféquent  la  fomme 
totale  des  momens  de  toutes  les  forces  du  fyftême,  fera 
exprimée  par  la  fomme  d’autant  de  formules  femblables , 
qu’il  y aura  de  corps  ou  points  inobiles,  en 'marquant  par 
un,  deux,  trois,  8cc  traits,  les  quantités  qui  fe  rapportent 
aux  difFérens  corps  que' nous  nommerons  premier,  fécond, 
troifieme,  &c. 

De  cette  maniéré  on  aura 'donc  pour  la  fomme  des  mo-  ■ 
mens  des  forces  qui  agiflent  fur  trois  ou  fur  un  plus  grand 
nombre  de  corps,  la  quantité.  j •'  i 

Xdx!  -H  Y>df  -h  X"dx"-i~  Y'dy'r^Z^'d^ 

r^-  X"'.dod"  Y">dy".^  8CC. 
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Etü  ne  s’agira  plus  que  de  chercher  les  ëquacions  de  con- 
dition Z=3o,M  = o,  N—  O , &c , réfultaates, de  la  na- 
ture du  problème. 

Ayant  L,  M y N y &c,  ou  feulement  leurs  différentielles 
en  fonélions  de  , ÿ •>  ^ prenant  des  coëfficiens 

indéterminés  a , yu , i- , &c , on  ajoutera  à la  quantité  pré- 
cédente les  termes  xdL  f*-dM dN  &c , & on  éga- 
lera enfuite  féparément  à zéro  les  membres  afFeûés  de  cha- 
cune des  différences  d dy  ydi[  ydx!'  y &c,  (Seéb.  précéd. 
art.  y). 

I 2 , Confidérons  premièrement  trois  corps  attachés  fixe- 
ment à un  fil  inextenfible  ; les  conditions  du  problème  font 
que  les  diftances  entre  le  premier  & le  fecend  corps,  Sc 
entre  le  fécond  & le  troifieme  foient  invariables , ces  diflances 
étant  les  longueurs  des  portions  de  fil  interceptées  entre  les 
corps.  Nommant  f la  première  de  ces  deux  diflances , & ^ 
la  fécondé,  on  aura  d/’=o,  dg  = o pour  les  équations 
de  condition;  donc  dL  = df  y dM  dgy  & l’équation 

générale  de  l’équilibre  des  trois  corps  fera 

X d x!  + Y'dy'-\-  Z'  di  -f-  X'^  dx"  -+-  Y" dy'-^  Z"  d^' 

H- X‘''dx"  -H  Y"df  -h  Z‘"df  -f-  A d/-+-  t^dg  = o. 

Or  il  eft  vifible  qu’on  aura 

f = y (x"  - x'r  -h  (/'  - /7-+*  ( f—  <r . 

g = y ( x'" — x"y  -mjk'"  -y'  y -^  ( f ' - 0‘  i ^ 

donc  en  différentiant 
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ces  valeurs  étant  fubllituées,  on  aura  les  neuf  éc^uacioQt 

fuivantes  pour  les  conditions  de  Téc^uilibre  du  fil  y 


V,  *"  — x‘ 

— ; = O 


J''  — A 


y” -y  _ 


y»  — »' 

Z'-A  =o 


X' 


x"  — x'  X"'  — X" 

A fx 

/ g 


g 


/ g 


Z" 


=o. 


& il  n’y  aura  plus  qu’à  éliminer  de  ces  équations  les  deux 
inconnues  a & m;  ce  qui  peut  Ce  faire  de  plufieurs  maniérés  , 
iefquelles  fourniront  auHi  des  équations  différentes,  ou  pré- 
fentécs  différemment  pour  l'équilibre  des  trois  corps  attaché* 
au  fil  ; nous  choifirons  celle  qui  paroîtra  la  plus  fimple. 

il  eft  d’abord  vifible  que  fi  on  ajoute  refpeéiivement  les 
trois  premières  équations  aux  trois  fuivantes,  & aux  trois 
dernieres,  on  obtient  ces  trois-ci  délivrées  des  inconnues 

X.  SC  /X.  ^ 

X' X' -i- X"  = O 


Z'-t-Z"4-Z'"  = o, 
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lefquelles  montrent  que  la  fomme  de  toutes  les  forces  paral- 
lèles à chacun  des  crois  axes  des  coordonnées  doit  être 
nulle. 

11  ne  refie  donc  plus  qu’à  trouver  quatre  autres  équations  ; 
pour  cela  faifant  abflraclion  des  trois  premières , j’ajoute  ref- 
peélivement  les  trois  du  milieu  aux  trois  dernieres  , j’ai  • 
celles-ci  où  ne  fe  trouve  plus  ; 

X'' -t- X' -h  -^  ( V' — *')  = O 

r'-4- ^ (y'— y)  = O 

Z"  4.  Z'; -4- 

te  qui  par  l’élimination  de  x donnent  les  deux  fuivantes , 

r»  4-  r»  _ ( X"  4-  X")  « O 

Z»  4-  X"  - ( X 4-  X"  ) = O. 

Enfin  confidérant  féparément  les  trois  dernieres  équations 
(jui  contiennent  /*  feul  Sc  éliminant  on  aura  ces  deux 
autres-ci , 


Ces  fept  équations  renferment  les  conditions  néceflàires 
pour  l’équilibre  des  trois. corps. 

I 3 • Si  le  fil  fuppofé  toujours  inextenfible , étoic  chargé 
de  quatre  corps , animés  refpecüivement  par  les  forces  X ^ 
X,  Z'iX,  F",  Z";  X'%  &c,  fuivant  les  direélions  des 
trois  axés  des  coordonnées  rectangles,  on  trouveroit  par 
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des  procédés  femblables,  qu’il  me  paroît  inutile  de  répéter, 
les  neuf  équations  fuivantes  pour  l’équilibre  de  ces  quatre 
corps , 

X!  ^ X' X'"  •¥  X'^  O 
X ^ T' Y"'  H-  O 
z>  -H  Z"  -h  Z'"  = O 


X'  y>"  -4-  X^  — ( X"+  X'" -f-  X’^)  =»  O 

Z»  H-  Z"‘  H-  ( X"  -+-  X'"  -H  = O 

1^"  ^ x^  — X'^)  = o 

Z">  H-  Z-  — {X"  ^ X'”  ) «=  O 

X'’'—  X'^=.0 


Il  eft  facile  maintenant  d’étendre  cette  fblution  à tel 
nombre  de  corps  qu’on  voudra,  & même  au  cas  de  la  funi- 
culaire ou  chaînette  j mais  nous  ti  aiterons  ce  cas  en  parti- 
culier , par  la  méthode  expoféc  à la  fin  de  la  Seckion  pré- 
cédente. 

J 4-  Si  on  vouloir  que  le  premier  corps  fût  fixe,  alors  I®* 
différences  <éy , feroieot  nulles.  Scies  termes  af- 
feékés  de  ces  différences  difparoîtroient  d’eux-mêmes  dans 
Féquation  générale  de  l’équilibre.  Ainfi  les  trois  premières 

équations,  favoir,X'—“  (jc"— x')=o,X" — y(y  “:y0=°» 

Z"  -T  O,  n’auroient  pointlieu  ; donc  les  équa- 

tions 
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rions  &c  ==  O,  Y'  -h  Y"  H-  Y“>-^  &c  = o , 

Z'  -4-  Z"  H-  Z'"  -+-  &c  <=»  O , n’auroient  pas  lieu  non  plus  , 
mais  toutes  les  autres  demeureroient  les  mêmes.  Ce  cas  eft, 
comme  l’on  voit , celui  où  le  fil  feroit  attaché  fixement  par 
une  de  fes  extrémités. 

£t  fi  le  fil  étoit  attaché  par  Tes  deux  extrémités , alors  on 
auroit  non-feulement  dx/  ^ =»  o , o':['  = o , mais  aufll 

dx"^'-  = O , dÿ'*^^  = 0,  d-î" = o'y  & les  termes  afl'ectés 
de  ces  fix  différences  dans  l’équation  générale  de  l’équilibre  ^ 
difparoîtroient,  & feroient  par  conféquent  difparoître  aulli 
les  fix  équations  particulières  qui  en  dépendent. 

I 5.  En  général  fi  les  deux  extrémités  du  fil  n’étoient 
pas  tout-à-fait  libres»  mais  quelles  fuffent  attachées  à des 
points  mobiles  fuivant  une  loi  donnée  ; cette  loi  exprimée 
analitiquement,  donneroit  une  ou  plufieurs  équations  encre 
les  différences  dV,  dy'y  dj(  qui  fe  rapportent  au  premier 
corps,  & les  différences  «é*"'®",  dy"' d\"^‘ y qui  fe  rap- 
portent au  dernier;  & il  faudroit  ajouter  ces  équations  mul-^ 
tipliées  chacune  par  un  nouveau  coefficient  indéterminé , i 
l’équation  générale  de  l’équilibre  trpuvée  plus  haut  ; ou  bien 
on  fubfticueroit  dans  cette  équatiop  générale,  la  valeur  d’une 
ou  de  plufieurs  de  ces  différences , tirée  des  équations  dont 
il  s’agit , & on  égaleroit  enfuite  à zéro  le  coefficient  de 
chacune  de  celles  qui  refient , ainfi  qu’on  a fait  ci-deffus 
(art.  9).  Comme  cela  n’a  aucune  difficulté,  nous  ne  nous 
y arrêterons  pas. 

I 5-  Si  on  vouloir  connoître  les  forces  qui  proviennent 
de  la  réaction  du  fil  fur  les  différens  corps,  il  n’y  auroit 
qu’à  faire  ufage  de  la  méthode  donnée  pour  cet  objet  dan* 
la  Seéh  précédente  ( art.  7 ). 


K 
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On  confidërera  donc  que  l’on  a dans  le  cas  préfent, 

d L =dj  = y ■■ 

dM  = dg  =» 

&c. 


Donc  I*,  on  aura  par  rapport  au  premier  corps  dont  les 
coordonnées  font  y, 


Ainfi  le  premier  corps  recevra  pat  l’a£tion  des  autres  une 
force  = A,  £c  dont  la  direélion  fera  perpendiculaire  à la 
furface  repréfentée  par  l’équation  dZ  a df  = o , en  y 
faifant  varier  fimplement  ad, y,  t(\  or  il  eft  vifible  que 
cette  furface  n’eft  autre  chofe  qu’une  fphere  dont  le  rayon 
eft  y,  & dont  le  centre  répond  aux  coordonnées  ç"; 
par  conféquent  la  force  a fera  dirigée  fuivant  ce  même 
rayon,  c’cft-à-dire,  le  long  du  Hl  qui  joint  le  premier  & 
le- fécond  corps. 

1°.  On  aura  de  même  par  rapport  au  fécond  corps,  dont 
les  coordonnées  font  ac",  y', 


Digitized  by  Google 


’ Premiers  Partie. 

dou  il  s enfuie  que  le  fécond  corps  recevra  auiîî  une  force 
X , dirigée  perpendiculairement  à la  furface  dont  l’équation 
eft  di  = O,  en  faifant  varier  mais  cette 

furface  eft  de  nouveau  une  fphere  dont  le  rayon  eft  f,  mais 
dont  le  centre  répondra  aux  coordonnées  x',y,  du  pre- 
mier corps;  par  conféquent  la  force  a qui  agit  fur  le  fé- 
cond corps,  fera  auflî  dirigée  fuivant  le  fil  / qui  joint  ce 
corps  au  premier. 

3®.  On  aura  de  plus , par  rapport  au  fécond  corps , 


J Ai 

~dx"'  ~ 


dM. 

dy" 


y» yll 

e 


dM 

di" 


; donc 


De  forte  que  le  fécond  corps  fera  pouffé  de  plus  par 
une  force  — jei,  dont  la  direâion  fera  perpendiculaire  à la 
furface  repréfentée  par  l’équation  dg^Oy  en  faifant  varier 
yy" i cette  furface  n’étant  autre  chofe  qu’une  fphere 

dont  le  rayon  eft  il  s’enfuit  que  la  direélion  de  la  force 
/ii'fera,  fuivant  ce  rayon,  c’eft-à-dire,  fuivant  le  fil  qui  joint 
le  fécond  corps  au  troifième. 

On  fera  le  même  raifonnement  par  rapport  aux  autres 
corps , & on  en  tirera  des  conclufions  femblables. 


17*  H eft  évident  que  la  force  a produite  dans  le  pre- 
mier corps,  fuivant  la  dire<ftion  du  fil  qui  joint  ce  corps  au 
fuivant , & la  force  égale  a , mais  direélement  contraire , qui 
agit  fur  le  fécond  corps,  fuivant  la  direflion  du  même  fil, 
ne  peuvent  être  que  les  forces  qui  réfultent  de  la  réaction 
de  ce  fil  fur  les  deux  corps,  c’eft-à-dire,  de  la  tenfionque 

K A 
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foufFre  la  portion  du  fil  interceptée  entre  le  premier  & le 
fécond  corps;  de  forte  que  le  coefficients  exprimera  la  quan< 
cité  de  cette  tenfion.  De  même  le  coefficient  exprimera 
la  tenfion  de  la  portion  du  fil  interceptée  entre  le  fécond 
fie  le  troifieme  corps , fie  ainfi  de  fuite. 

Au  relie,  on  a fuppofé  tacitement  dans  la  folution  du 
problème  dont  il  s’agit , que  chaque  portion  du  fil  étoit , 
non-feulement  inexcenfible,  mais  auffi  roide , enforte  quelle 
confervoit  toujours  la  meme  longueur;  par  confëquent  les 
forces  ^ n’exprimeront  les  tenfions  qu’autant quelles 

tendront  à rapprocher  les  corps  ; mais  fi  ellés  tendoient  à 
les  éloigner  l’un  de  l’autre , alors  elles  exprimeroient’plutôc 
les  réfiftances  que  le  fil  doit  oppofer  au  corps  pat  le  moyen 
de  fa  roideur , od  incomprelfibilité.  ' 

I 8-  Pour  confirmer  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  8C 
pour  donner  en  même-tems  une  nouvelle  application  de 
nos  méthodes,  nous  fuppoferons  que  le  fil  auquel  les  corps 
font  attachés,  foie  élafUque  fie  fufceptible  d’extenfion  fic 
de  contraélion  ; fic  que  F,G  ^ ficc , foienc  les  forces  de  con- 
traélion  des  portions  du  ^ ft  g ■>  ficc,  interceptées  entre  le 
premier  fic  le  fécond  corps , entre  le  fécond  fic  le  croi« 
fieme , ficc. 

II  efl:  clair  par  ce  qu’on  a dit  dans  l’article  5 de  la  Sec- 
tion fécondé,  que  les  forces  ficc,  donneront  les 

momens  Fdf-^G dg^  ficc. 

Il  faudra  donc  ajouter  ces  momens  à ceux  qui  viennent 
de  l’aélion  des  forces  étrangères,  fic  que  nous  avons  vu  plus 
haut,  être  repréfentés  par  la  formule  X' dxf  Y' dy 
Z'di-^X"i3d'~>r  Y“àf  -I-  Z'Vf -+.  X"d:d»-^Y"dy'> 
ficc  (art.  10),  pour  avoir  la  fomme  totale  des 
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momens  du  fyftêmej  & comme  iJ  n’y  a d’ailleurs  aucune 
condition  particulière  à remplir , relativement  à la  difpo- 
Ction  des  corps,  on  aura  l’équation  générale  de  l’équilibre 
en  égalant  limplemenc  à zéro  la  fomme  dont  il  s’agit , donc 

X'  dx!  Y'  dy  -h  Z' d:ç^ -h  X'dx"  Y'  d y -+- 

X^did"-^  Y'"dy"'-¥- 'H- &c -f- Fdf-^Gdg^ &c  = O. 

Subftituant  les  valeurs  de  df^  dg , &c , trouvées  ci-delTus 
( art.  1 1 ) , & égalant  à zéro  la  fomme  des  termes  afFeétés 
de  chacune  des  différences  \dx!  y dy,  &c,  on  aura  les 
équations  fuivantes  pour  l’équilibre  du  fil , dans  le  cas  dont 
il  s’agit. 


7-^  = 0 

/ 


a O • 

> l -,  ï^... 


' . fr*"-»';  cV*"'-»"; 

' ^ ^ J O . . 

. f’(y”-yj  0(y"‘-y")  _ . r-.--' 

^ ^ f t 

, , . 

I 

lefquelles  font , comme  l’on  voit , analogues  à celles  du 
même  article , pour  le  cas  où  le  fii]  eft  inextenfible  , en 
fuppofant  A a F,  M s ^ 
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D’ou  Ton  voit  que  les  quantités  F,  (7 , &c  , qui  expriment 
ici  les  forces  des  fils  fuppofés  ëlalUques,  font  les  mêmes 
que  celles  que  nous  avons  trouvées  ci-deffus  (art.  1 6), pour 
exprimer  les  forces  des  mêmes  fils , dans  la  fuppofition  qu’ils 
foient  inextenfibles. 


ip.  Reprenons  encore  le  cas  d’un  fil  inextenfible  chargé 
de  trois  corps , mais  fuppofons  en  même  tems  que  le  corps 
du  milieu  puille  couler  le  long  du  fil;  dan» ce  cas  la  con- 
dition du  problème  fera  que  la  fomme  des  diftances  entre 
le  premier  & le  fécond  corps,  Sc  entre  le  fécond  6c  le 
troifieme  foit  confiante,  ainfi  nommant  comme  ci-defius 
f 6c  g ces  difiances,  on  aura  f^g  = confi,  6c  par  con- 
féquent  df  -\rdg=o. 

On  multipliera  donc  la  quantité  différentielle  df-^dg 
par  un  coefficient  indéterminé  a,  & on  l’ajoutera  à la  fomme 
des  momens  des  différentes  forces  qu’on  fuppofe  agir  fur 
les  corps , ce  qui  donnera  cette  équation  générale  de  l’é- 
quilibre , 

Xdid  -t-  r dy  -4.  z'd^-\-x"dx'‘^  T'df^  z>'df 


^X"dx'"-h  X^dy"'^  Z"’df  X {df-^dg)  = O i 


d’où  (en  fubfiituant  les  valeurs  àe  df  6c  dgy  6c  égalant 
zéro  la  fomme  des  termes  affeélés  de  chacune  des  diffé- 
rences dx'  y dy  &c),  on  urera  les  équations  fuivantes  pour 
l’équilibre  du  fil , 


X — A 


r-A 


s=s  O 
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Z'  — A 

A I 

r-t’ 

/ 

< f 

r )- 

J'"-4-x 

y'" -y"  \ _ 

g ) 

Z"-4.A 

î"'  — î"  \ _ 

^ f 

f ) 

g 

==  0 

r"'-4-A 

yUt  ^ ytt 

= O 

Z'"-4-A 

g 

r-r" 

tt 

= o. 

dans  lefquelles  il  n’y  aura  plus  qu’à  ëllininer  l’inconnue  a. 

On  voit  par-là  comment  il  faudroit  s’y  prendre,  s’il  y 
avoir  un  plus  grand  nombre  de  corps  dont  les  uns  fullènt 
attachés  fixement  au  fil , 8c  dont  les  autres  y puilènt  couler 
librement. 

3 0.  Suppofons  maintenant  que  les  trois  corps  foient  unis 
par  une  verge  inflexible,  enforte  qu’ils  foient  obligés  de 
garder  toujours  entr’eux  les  mêmes  diftances  ; il  fiaudra  dans 
ce  cas  que  l’on  ait  non-feulement  dfycs  o &</^  = o,  mais 
que  la  différentielle  de  la  diilance  entre  le  premier  fie  le  troi- 
fieme  corps  que  nous  défignerons  par  h , foit  aufiî  nulle  ; 
par  conféquent  en  prenant  trois  coëfficiens  indéterminés , 
A,  on  aura  cette  équation  générale  de  l’équilibre, 

X‘d)>^  -4-  Yuy  -^z'd-(-\-X'd7d'  ^ r'dy  -4-  z"  d{ 

•\-X''d3d''^Y"'df'^Z'"df.-\->^df-^H^dg-\‘fdk  ==  O, 

Les  valeurs  df  le  dg  ont  déjà  été  données  ci-delTus  ; 
à l’égard  de  celle  de  dÀ,  il  efl  clair  qu’on  aura 


Digitized  by  Google 


8o  MiCHANIQUE'  A N ALI  TI  QUE, 

h^V  {x'"— x'r  -4-  (/'—y  )*  -+-  ( f'—  î')* . 

& par  conféquent 

(y'^-y)  (dy'"- d/)  + (l"'-i*(di>" - dl') 

an— 

Faifant  ces  fubiHcucIons , & égalant  à zéro  la  fomme  des 
termes  afFedés  de  chacune  des  différences  &c, 

on  aura  ces  neuf  équations  particulières 


JP  — X 

r- 


/ 

y«  _ y' 

f 


— »' 
h 

y"_y' 


: O 
O 


■7/  , î"-î'  î"'-l' 

/ —^-7 ^—îT-- 


— — ; — 


f g 

^'-4-  X -L.-J ^ J_=I_ 


/ 

/!/ 


2". 


/ 


t=  O 
= O 


d’ou  il  faudra  éliminer  les  trois  inconnues  indéterminées 
X,  /X,  c,  enforte  qu’il  ne  reftera  que  lîx  équations  pour  les 
conditions  de  l’équilibre. 

2 I . D’abord  il  eft  clair  par  la  forme  même  de  ces  équa- 
tions, qu’en  ajoutant  refpedivement  les  trois  premières  aux 
trois  fuivantes  & enfuite  aux  trois  dernieres , on  obtientfur le 
champ  trois  équations  délivrées  de  x , /x , r , lefquelles  feront 
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X-4-X'4- 

Y"^  Y"'=^o 


Z>  Z»  ^Z“>  O. 


Rien  n’eft  plus  facile  que  de  trouver  encore  trois  autre* 
équations  par  rëlimination  de  x , ; mais  pour  y parve- 

nir de  la  maniéré  la  plus  fimple  & la  plus  générale  , je  com- 
mence par  déduire  des  équations  ci-deflus , ces  neuf  trans- 
formées , 


• JT'V  — X 

Fî^-zy-^x 
; ;ty'— 

Z'V'-4-x 

X"y— 

Y»i"-z"y^t, 


y'*"  — 

y'  x'"  — x'y'" 

/ 

A 

î'»"— *'l'' 

î'*"’  — x't"' 

/ 

A 

iy"—y'i" 

^ , t'/'-yf" 

f 

' A 

y'V  — *'y" 

ytt  jgift  ^ ytn 

/ 

^ g 

î'*"  — *'l" 

/ 

y'y''— y'»" 

ytn  ^yU  çlfl 

/ 

— M ^ 

y"x'"— x"y" 

S . 

^ " A 

l"*'"— *"î"' 

, i'*”'— »'î’" 

f 

’’  A 

^'y'"_y'l'« 

g 

-H  . ^ 

e=a  O 
— O 
— O 

B3  O 

— O 
= O 
= O 
= O 
= O, 


lefquelles  étant,  comme  l’on  voit,  analogues  aux  équations 
primitives , donneront  de  la  même  maniéré , par  la  fmiple 
addition,  ces  trois-ci,  . 

L 
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xy  — F'x'  H-  — Y"  XV"  — Y"’  x'"  = « 
X'i  — Z'*'  H-  X"ï"—  Z"x!'-^X"'i"  — Z"'  x"'  =1  O 
Y'  ;j'  __  -f.  Y"  i'  — Z” y"  -4-  Y‘"  ■(''  — Z"' y"'  = o. 

Les  trois  premières  équations  montrent  que  la  fomme  des 
forces  parallèles  à chacun  des  trois  axes  des  coordonnées,  doit 
être  nulle;  & les  trois  dernieres  renferment  le  principe 
connu  des  momens  (en  entendant  par  moment  le  produit 
de  la  puilTance  par  fon  bras  de  levier)  par  lequel  il  faut 
que  la  fomme  des  momens  de  toutes  les  forces,  pour  faire 
tourner  le  fyftême  autour  de  chacun  des  trois  axes,. foie 
aulli  nulle. 

ai.  Si  le  premier  corps  étoit  fixe,  alors  les  différences 
dx\  dy\  d‘^  feroient  nulles , & les  trois  premières  des 
neuf  équations  de  l’article  zo  n’exifteroient  pas  ; il  n’y  auroit 
donc  alors  que  fix  équations , qui  par  l’élimination  des  trois 
inconnues  a , /* , i- , fe  réduiroient  à trois. 


Pour  arriver  à ces  trois  équations,  on  peut  s’y  prendre 
d’une  maniéré  analogue  à celle  donc  on  s’efl:  fervi  pour  trou- 
ver les  trois  dernieres  équations  de  l’article  21  , pourvu  qu’on 
ait  foin  de  faire  enforte  que  les  transformées  ne  renferment 
point  les  indéterminées  a 6c  t qui  entrent  dans  les  trois  pre- 
mières donc  il  faut  faire  maintenant  abftrackion  ; or  c’efl: 
ce  que  l’on  obtiendra  par  ces  combinaifons , 


X"  [y"^-Y'\x!' 
X"  ( i'--i)-Z"  (x" 


(y—y-)  x«)  — (x’<-  X')  cy"  -y”) 

g 

Cj" — rx'"—  x")  — Çx"—  y 

g 


O 

O 


O 
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(y""— y'  ) («*"— »"  ; — (»'"—>•)(  y'"  —y") 
e 


( x"'— x'J-4- 


f 


rt'"- î'j (y"' -y") - ry-w 

& fi  l’on  ajoute  maintenant  les  trois  premières  de  ces  trans- 
formées aux  trois  dernieres , on  aura  fur  le  champ  ces 
trois-ci. 


O 


0; 


i )— z"fx"—  x'j-hX  "•  — z"'(x!"—x') = o 

Y "(■('-  i)-^  Z"(y"-^y)^Y‘"(i"-i)  - Z">(y"'-y)  = o , 
lefquelles  auront  toujours  lieu , quel  que  foit  l’état  du  pre- 
mier corps,  puifqu’elles  font  indépendantes  des  équations 
relatives  k ce  corps.  Ces  équations  renferment , comme  l’on 
voit,  le  même  principe  des  momens,  mais  par  rapport  à 
des  axes  qui  pafleroient  par  le  premier  corps. 

23*  Suppofons  qu’il  y ait  un  quatrième  corps  attaché  i 
la  même  verge  inflexible , pour  lequel  les  coordonnées  rec- 
tangles foient  x"'y  y"'y  & les  forces  parallèles  à ces 
coordonnées  X'’',  Y"'y  Z"'. 

Il  faudra  donc  ajouter  à la  fomme  des  momens  des  forces , 
la  qu.intité  F'Vy*'-+- enfuite,  comme 

les  diftances  entre  tous  les  corps  doivent  demeurer  conf- 
tantes , on  aura  par  les  conditions  du  problème , non-feu- 
lement Jf=^Oy  dgzssOy  c/hs=iO,  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent; mais  auflî  dl=o,(im  = Oycin  = Oy  en  nommant 
lyTiiy  n les  diftances  du  qu.itrieme  corps  aux  trois  précé- 
dons. Ainfi  l’équation  générale  de  l’équilibre  fera  dans  ce  cas 

La 
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X'  rdy'  H-  Z'd^  -+-  X"  dx"  ^ Y"  dy"-\-  Z" df- 

-\-X"'dy^"-^Y"'dy"'-¥Z'"di"-\-XUx''^-^Y‘''dy^^U''d:C' 

^ A df  -+-  Al  dg  -t-  f d h -t-  If  dl  -t-  f dm  -+-  r d n = o. 

Les  valeurs  de  <//",  dg^dh  fondes  mêmes  que  ci-deflusl 
quant  à celles  de  <//,  dm^  d n , il  eft  vifible  qu’on  aura 

/ = V (x^- (y'-yr+  A"- ï'/ 

V r»"- (y'-y")'+  (\’~ <’)• 

n = y x'"/+  ry-y'7+  (f-  <"/ . 


& par  conféquent. 


(x''~  x'  ) (dx>'~  dx^  ) -4-  (y '-y'  J (d^'-  dy<  ) -t-  (x"-  l'  ) fJx''-  <i\'  ) 

l 

(dx”~dx")-y(y''—y')  (dy''—dy")-i-(x''~\'')fdi''-di‘)  . 
m " 


d n 


n 


Faifanc  ces  fubftitutions , & égalant  à zéro  la  fomme  des 
■termes  affeélés  de  chacune  des  différences  d:d^  dy\  &c, 
on  trouvera  douze  équations  particulières , dont  les  neuf 
premières  feront  les  mêmes  que  celles  de  l’article  -zo , en 
ajoutant  refpeéhivement  si  leurs  premiers  membres  les  quan- 
tités fui  vantes. 


& dont  les  trois  dernières  feront 
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i—  -h  <r  J L_  = O. 

n 

2 4-  Comme  il  y a en  tout  douze  équations,  & qu’il  y 
y. a lîx  indéterminées,  a,  /*,  »,w,  p,rà  éliminer,  il  ne 
reliera  pour  les  conditions  de  l’équilibre,  que  lîx  équations 
finales  comme  dans  le  cas  de  trois  corps  j & on  trouvera 
par  une  méthode  femblable  à celle  de  l’article  ai  , ces  llx 
équations  analogues  à celles  de  cet  article, 

X'  -t-  X'<  -t-  X">  -h  X'’'  = p 

y ^ r' ^ -i- F'’' = O 

Z'  -4-  Z^=o 

Xy-Y‘i(!-k-X"f^Y"x"^X‘"y'"—Y‘"x^"-¥X'''f'—  }'^x'^=6 
X'i'-Z'x'-+-X"f  — Z"x''-^X"'f  .—Z'"x>"-^X'’'  f - x"  =.  O 

Y':(—Z'y->r  Y"i'  — Z"y'>-k‘Y"'f  — Z'"f'^  Y'^  Z"' y"  ==  o. 

Au  lieu  des  trois  dernieres , on  pourra  aulli  fubftituer 
les  trois  fuivantes,  qu’on  trouvera  par  la  métiiode  de  l’ar- 
ticle ai,  &c  qui  étant  indépendantes  des  équations  relatives 
au  premier  corps  , ont  l’avantage  d’avoir  toujours  lieu , quel 
que  foit  l’état  de  ce  corps, 

X"  -fy" —y  J—  Y"  (x>'—x')-\‘X"'(y'"—y)—r'(y—  x'j 

^ X'’'  fy"'  —y')  — Y'^fx"'  — x';  =r  O , 

X"  fi'  — i)  — Z"  fx"  — x'J  ^ X"  (f  — ^)-Z"'(x"’^  x'J 

rh  A-'vr  - î';  - = O » 
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V - Z"  (y" -y')  + Y"'(f-  - Z">  (y"'^y) 

^ K'"  (i  - îV  - ry’'  -y J = 

2 ^ , On  voit  maintenant  comment  il  faudroit  s’y  prendre 
pour  trouver  les  conditions  de  l’équilibre  d’un  nombre  quel- 
conque de  corps  attachés  à une  verge  ou  à un  levier  infle- 
xible. En  général  il  eft  vifible  que  pour  que  la  pofition  lef- 
pccHve  des  corps  demeure  la  meme , il  fuffic  que  les  dif- 
tances  des  trois  premiers  corps  entr’eux  foient  conftantes , 
&c  que  les  diftances  de  chacun  des  autres  corps  à ces  trois-ci 
le  foient  aufli,  puifque  la  pofition  d’un  point  quelconque 
eft  toujours  déterminée  par  les  diftances  de  ce  point  à 
trois  points  donnés  ; on  fera  donc  pour  chaque  nouveau 
corps  qu’on  ajoutera  au  levier , les  mêmes  raifonnemens  6c 
les  mêmes  opérations  qu’on  a faites  dans  l’article  13  , rela- 
tivement au  quatrième  corps  ; & chacun  d’eux  fournira  trois 
nouvelles  équations  particulières , avec  trois  nouvelles  indé- 
terminées à éliminer  ; enforte  que  les  équations  finales  fe- 
ront toujours  en  même  nombre  que  dans  le  cas  de  trois 
corps  ; éc  elles  feront  de  la  même  forme  que  celles  que 
nous  venons  de  trouver  dans  l’article  précédent. 

Au  refte , il  eft  vifible  que  ces  équations  rentrent  dans 
celles  que  nous  avons  trouvées  en  général  pour  l’équilibre 
d’un  fyftême  quelconque  libre  , dans  les  articles  3 Sc.(î 
de  la  Seeftion  troifieme.  En  eflet,  puifque,  à caufe  de  l’in- 
flexibilité de  la  verge,  les  diftances  des  corps  entr’eux  font 
inaltérables  , il  s’enfuit  que  l’équilibre  doit  avoir  lieu  , pourvu 
que  les  mouvemens  de  tranflation  & de  rotation  foient  dé- 
truits; l’on  auroit  pu  par  cette  feule  confidér.ation , ré- 
foudre le  problème  précédent,  d’après  les  formules  des 
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articles  cités  ; mais  nous  avons  cru  qu’il  n’écoic  pas  inutile 
d’en  donner  une  folution  directe , èc  tirée  des  conditions 
particulières  de  la  queftion,  ^ 

2 6.  Confidcrons  de  nouveau  le  cas  de  trois  corps  joints 
par  une  verge  ; & fuppofons  de  plus  que  la  verge  foit  élaf- 
tique  dans  le  point 'où  elt  le  fécond  corps,  enforte  que  les 
diltances  de  celui-ci  au  premier  &c  au  dernier  foient  conf- 
tantes,  mais  que  l’angle  formé  par  les  lignes  de  ces  diftances 
foit  variable,  & que  reffet  de  l’élafticité  confifte  à aug- 
menter cet  angle , & par  conféquent  à diminuer  l’angle  ex- 
térieur formé  par  un  des  côtés , & par  le  prolongement  de 
J’autre. 

. Nommons  la  force  de  l’élafticité  £",  & l’angle  extérieuif 
fuivant  lequel  elle  s’exerce  e j il  eft  facile  de  conclure  de 
ce  que  nous  avons  établi  dans  la  fécondé  Section,  que  le 
moment  de  la  force  E devra  être  repréfenté  par  E d e ; de 
forte  que  la  fomine  des  momens  de  toutes  les  forces  du 
fyftême  fera  X'd  x'  -H  V dy'  H-  Z'  di  -h  X"dx"  -H  F Vy' 
^ Z"df-i-X"'dx'"-h  Y'"df-^Z"'df^Ede. 

Or ‘les  conditions  du  problème  font  les  mêmes  ici  que 
dans  l’article  1 1 , c’eft-à-dire , df  = o èc  dg  — o.  Donc 
on  aura  cette  équation  générale  de  l’équilibre 

X'dx'-\-  Y'dy-^Z'di-h  X"dx'>~^  Y"  df  ->rZ"d-(* 
^ X'"dx'"-^Y"'df'-^  Z'"  df-^  Ede-\-y  df^^  dg  = o; 

& il  ne  s’agira  que  d’y  fubltituer  les  valeurs  de  de,  df, 
dg\  celles  de  df  &c  dg  font  les  mêmes  que  dans  l’ar- 
ticle cité;  & pour  trouver  la  valeur  de  , on  remarquera 
que  dans  le  triangle  dont  les  trois  côtés  font  f,  g,  h, 
(att.  zo),"i8o®— eft  l'angle  oppofé  au  côté  h\  enforte 
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que  par  le  théorème  connu , on  aura  cof.  e =j  ^ 

d’où  l’on  tirera  par  la  diflUrencIation  la  valeur  de  de}  & 
comme  par  les  conditions  du  problème  on  a df  = o Ic 
dg=  Ot  il  fuffira  de  faire  varier  e Sc  h , ce  qui  donnera 

de  = 'jg Cta7~  > valeur  étant  fubftituée  dans  l’équation, 

précédente,  il  eft  clair  qu’elle  deviendra  de  la  même  forme 
que  l’équation  générale  de  l’équilibre  dans  le  cas  de  l’article 

20  , en  fuppofaiit  dans  celle-ci  ' = j par  conféquent 

les  équations  particulières  feront  encore  les  mêmes  dans  les 
deux  cas,  avec  cette  feule  différence,  que  dans  celui  de 
l’article  cité  , la  quantité  > eft  indéterminée,  & doit  par 
conféquent  être  éliminée;  au  lieu  que  dans  le  cas  préfent, 
cette  quantité  eft  toute  connue  , & qu’il  n’y  a que  les  deux 
indéterminées  x , /*  à éliminer  ; enforte  qu’il  doit  refter  une 
équation  finale  de  plus  que  dans  le  cas  cité  , c'eft-k-dire  » 
fept  équations  finales  au  lieu  de  fix.  Or  comme,  foit  que 
la  quantité  r foit  connue  ou  non,  rien  n’empêche  de  l’éli- 
miner avec  les  deux  autres  il  eft  clair  qu’oft  aura 

aufli  dans  le  cas  préfent  les  mêmes  équations  qu’on  a trouvées 
dans  les  articles  ii  Sc  21  ;&  pour  trouver  la  feptieme  équa- 
tion, il  n’y  aura  qu’à  éliminer  x dans  les  trois  premières, 
ou  M dans  les  trois  dernieres  des  neuf  équations  particulières 

de  l’article  2 1 , & fubftituer  pour  * fa  valeur  — 

* /flin  t 

27.  Au  refte,  fi  dans  la  valeur  de  d e on  n’avoit  pas 
voulu  fuppofer  df  Sc  d g nuis,  onauroit  eu  une  expreflion 

de  cette  forme  de  = •^■ddf-k-Bdgj.ASicB  étant 

des 
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des  foh£Uons  de  gyhy  fine;  alors  les  trois  termes  Edc 
•+•  \ df  -4-  H-  dg  à<i  l’équation  générale  , feroient  devenus 

-t“  (F  Jl  -+■  df->e-  {E B ix)  dg ; mais  a &/* 

étant  deux  quantités  indéterminées,  il  eft  viiible  qu’on  peut 
mettre  à leur  place  a — EAy  /* — EBs  nrayennant  quoi 

Eh 

la  quantité  dont  il  s’agit  deviendra  dk+ydf-hhdg 

comme  Ci  f Sc  g n’eulTent  point  varié  dans  l’expreflion 
de  de. 

a 8-  Si  plufieurs  corps  étoient  joints  enfemble  par  des 
verges  élaftiques , on  trouveroit  de  la  même  maniéré  les 
équations  nécellalres  pour  l’équilibre  de  ces  corps , & en 
général  notre  méthode  donnera  toujours , avec  la  même  fa- 
cilité , les  conditions  de  l’équilibre  d’un  fyftême  de  corps 
liés  entr’eux  d’une  maniéré  quelconque , & animés  de  telles 
forces  extérieures  qu’on  voudra.  La  marche  du  calcul  eft, 
comme  l’on  voit,  toujours  uniforme,  ce  qu’on  doit  regarder 
comme  un  des  principaux  avantages  de  cette  méthode. 

5.  I I L 

De  l'équilibre  d!un  fil  dont  tous  Us  points  font  tirés  par  des 
forces  quelconques,  0 qui  eft  fuppojé  parfaitement  flexible 
ou  inflexible , ou  élaftique , ù en  meme-  tems  extenfibU  ou 
non. 

a 9.  C’eft  ici  le  lieu  d’employer  la  méthode  que  nous 
avons  expofée  dans  les  articles  9 _fic  fuiv.  de  la  SecUon 
quatrième. 


M 
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Nous  fuppoferons  toujours,  pour  plus  de  iîmplicité,  qoè 
toutes  les  forces  extérieures  qui  agiflent  fur  chaque  point 
du  fil  foient  réduites  à trois,  X,  K,  Z,  dirigées  fuivant  les 
coordonnées  reclângles  x,y,  ^ de  ce  point.  Aiiifi  en  nom- 
mant i/m  l’élément  du  fil,  on  aura  pour  la  fomme  des  mo- 
mens  de  toutes  ces  forces,  relativement  à la  longueur  to- 
tale du  fil , cette  formule  intégrale  ( Art.  1 3 , Se£f.  4 ) , 
S(^X^x-t-  Y iy  Z dm. 

3 O.  Confidérons  le  cas  d’un  fil  parfaitement  flexible  5c 
inextenfible  ; nommant  ds  l’élément  de  la  courbe  de  ce 


fil , lequel  efl:  exprimé  par  «/x*  -h  dy'  -4-  ; il  faudra 

par  la  condition  de  l’inextenfibillté , que  ds  foit  une  quan-, 
tité  invariable,  &c  qu’ainfi  l’on  ait  par  rapport  à chaque  élé- 
ment du  fil , cette  équ.ation  de  condition  indéfinie  ^ds  = o. 
Multipliant  donc  S^ds  par  une  quantité  indéterminée' a , 8c 
prenant  l’intégrale  totale,  on  aura  S?^^ds‘,  ôc  fi  l’on  n’a 
point  d’autre  équation  de  condition , on  aura  l’équation 
générale  de  l’équilibre,  en  égalant  Si  zéro -la  fomme  des 
deux  intégrales  qu’on  vient  de  trouver. 


Or  .ayant  ds  = \/  dx'~h  dy*  -+-  </:j* , on  aura  en  dilFé- 
rentiant  fuivant  /, 


J,  J,  dx  dy  S-dy d\S 

as  — ; 

donc  S ^'î-ds  = -f^dx  ■+■  S --jj*'-  fdy-hS  » 

changeant  S'd  en  </<T,  8c  intégrant  par  parties  pour  faire 
difparoître  le  d avant  .t,  fuivant  les  régies  données  dans 
l’article  17  de  la  Seélion  quatrième,  on  aura  ces  trans- 
formées y 
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Ainfl  l’équation  générale  de  l'équilibre  deviendr 


\d  X 


•S  ^ {Xdm’—d. 

•4-  — Si)  ~h 


) S X -H  dm — d. 


•4- 


\"dx<‘ 


- 

SI  — 


ds 

X'dx' 

di‘ 


X"dx" 

dt" 


Sx". 


X"dy" 

di“ 


S y* 


Sxf  — 


Si(~o. 


3 I . On  égalera  d’abord  à zéro  ( art.  1 8 , Seél.  citée  ) , 
les  coefficiens.de  Sxj  Sjf  , S fous  le  figne  S y Sc  l’on  aura 
ces  trois  équations  particulières  & indéfinies , 


Xdm 

— d. 

xdx 

di 

- — 0 

Ydm 

— d. 

xdy 

ds 

- 0 

Zdm 

— d.. 

Xdx 

ds 

• = 0 , 

dou  éliminant  I indéterminée  Aj  il  reliera  deux  équations 
qui  ferviront  à déterminer  la  courbe  du  fil. 

Cette  élimination  eft  très-facile , car  on  n’a  qu’\  intégrer 
les  équations  précédentes,  ce  qui  donnera  celles-ci, 

J^^A^fXdm 
. ^=,B-^fYdm 
= C-^fZdmy 
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jiy  B ^ C étant  des  confiantes  arbitraires;  enfuite  on  aara 
en  chafTant  a, 

Jy  B + fYdm 

d * A-i-fXdn 

d\  C + fZ  dm 

dx  ' A-i-fXdrn 

équations  qui  s’accordent  avec  les  formules  connues  de  la 
chaînette. 

3 2.  Si  on  veut  parvenir  direélement  à des  équations  pu- 
rement difFcrentielles  & fans  figne  /*,  on  mettra  les  équa- 
tions trouvées  fous  cette  forme , 

XJm  — xd.-^~-dx~=^e, 

as  as 

Ydm^xd.-ÿ-^dx-^=0‘ 

ds  ds  , 

y ' ■ ■ ■ 

2,  d m — A </.  A =s=  O 

as  ds 

d’où  éliminant  </a,  on  aura  d’abord  ces  deux-ci; 


Xdy—  Ydx 

' d — 

H 

1 

> 

ds 

U m.  A y 

< ds  ds 

ds  J 

Xrf  J — Z dx 

<f/72  ï=  A ( 

f d\  J dx 

d s 

^ ds  * ds 

~dr‘^-  ds  )* 

enfuite  fi  on  multiplie  les  mêmes  équations  refpeclivement 


TT’  ^ ^ 


d.  ^ 

dt 


as  ds 

y.dx^  Ydy-i^  Zdx 
ds 


Ld.^^l.d.C 

s dj  X \ 


dx'  •\-dy'-\-d\'  


ds' 


)=o. 


dm=d>'\  Sc  il  n’y  aura  plus  qu’à  fub- 


ftituer  dans  cette  derniere  les  valeurs  de  a tirées  des  précé- 
dentes. 
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3 3 • Confidërçns  maintenant  les  termes  de  l’équation 
générale  qui  font  hors  du  ligne  5;  & fuppofons  première- 
ment que  le  fil  foit  entièrement  libre;  dans  ce  cas  les  va- 
riations /“.v',  ty\  jy",  qui  répondent  aux 

deux  points  extrêmes  du  fil , feront  toutes  indéterminées  Sc 
arbitraires;  par  conféquent  il  faudra  que  chaque  terme  af- 
feélé  de  ces  variations  foie  nul  de  lui-même.  Donc  il  faudra 
que  l’on  ait  a'  = o fic  = o , c’eft-à-dire  que  la  valeur  de 
A devra  être  nulle  au  commencement  & à la  fin  du  fil.  On 
remplira  cette  condition  par  le  moyen  des  confiantes.  Ainfi, 
comme  les  trois  premières  équations  intégrales  de  l’article 
31  , donnent  pour  le  premier  point  du  fil  où  les  quantités 
aficclées  de  J"  deviennent  nulles. 


>^*dx'  ^ ^ x‘Uy'  JJ  yjy 

ds'  ^ d a’  ^ a 

point  du  fi!  oli  y*  0:  chngc  c;  .S', 


C,  êc  pour  le  dernier 


X"<ix" 

dt" 


A'Vy"' 

is' 


= 5 -J-  S y dm  ^ 


>>-df 


d j" 


=5  C •+■  STid 


m , 


on  aura  dans  le  cas  donc  il  s’agit,  A — o^B=o^C—o^  & 
SX  dm  = Ot  S y dm  = O y[SZ  d m — o.  Ces  trois  der- 
nières équations  répondent,  comme  l’on  voit,  aux  trois 
premières  de  l’article  ti  de  la  Setfiion  préfente. 


3 4-  Suppofons  en  fécond  lieu  que  le  fil  foie  atc.iché  par 
un  de  fes  bouts , ou  par  tous  les  deux  ; ôc  fi  c’eft  le  pre- 
mier bout  qui  efi  fixe,  les  variations  <T x\  <Ty',  S~  feront  nulles , 
& il  fuffira  d’égaler  à zéro  les  coefficlens  de  tx'\  <Tv",  S 
c’eft  à-dire , de  ftire  a"  = o. 

Par  la  même  raifon,  lorfque  le  fécond  bout  fera  fixe,  il 
fuffira  de  faire  a'  = o.  Mais  fi  les  deux  bouts  étoicnc  fixes 
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à la  fois  , alors  il  n’y  auroic  aucune  condition  particulier© 
à remplir,  puifi]ue  les  variations  iT^y  ix"y 

feroient  toutes  iiulles. 

3 5'.  Suppolons  en  troifieme  lieu  que  les  extrémités  du 
fil  foient  attachées  à des  lignes  ou  furfaces  courbes,  le  long 
defquellcs  elles  puilTent  glillér  librement;  & foient,  par 
exemple,  d-^  — a' dx  •+•  b' dy'y  d = a" dx"  -t-  b" dy"  les 
équations  différentielles  des  furfaces  auxquelles  le  pre- 
n ier  & le  dernier  point  du  fil  font  attachés;  on  aura  pa- 
reillement en  changeant  d en  J,  ==-  u'i'x'  •+-  b'sy ^ 
ty  = d' S'x"  -+-  b 'S'y  'ÿ  on  fubfritucra  do;  • aîeurs  dans 
les  termes  dont  il  s’agit,  on  égalera  enlunv  - cio  les  coëf- 
ficiens  de  ^ x\  Sy’y  j'a-",  ^y". 

En  général  on  traitera  la  partie  qui  eft  hors  du  f e dans 
l’équation  générale  de  l’équilibre,  comme  fi  elle  é.o.i  feule, 
fie  qu’elle  repréfentât  l’équation  de  l’équilibre  de  deux  corps 
féparés  8c  places  aux  extrémités  du  fil. 

35.  Suppofons , par  exemple,  que  le  fil  foit  attaché  par 
fes  deux  bouts  aux  extrémités  d’un  levier  mobile  autour 
d’un  point  fixe.  Soient  a,  ^ , c les  trois  coordonnées  rectangles 
qui  déterminent  dans  l’efpace  la  pofition  de  ce  point  fixe , 
c’efl:-.\-dire , du  point  d’appui  du  levier,  8c  foient  de  plus 
y la  diftance  entre  ce  point  d’appui  8c  l’extrémité  du  levier , 
à laquelle  eft  attaché  le  premier  bout  du  fil , ^ la  diftance 
entre  le  même  point  d’appui  8c  l’autre  extrémité  du  levier 
à laquelle  eft  arraché  le  fécond  bout  du  fil,  A la  diftance  entre 
les  deux  extrémités  du  levier,  8c  pat  conféquent  auflî  entre 
les  deux  bouts  du  fil  ; il  eft  clair  que  ces  fix  quantités  a , 
b y Cyfy  g y k foot  donnccs  par  la  nature  du  problème , 8c 


Digitized  by  Google 


PREMIERE  Partie.  pj* 

il  eft  vifible  en  même-tems  que  x',  y,  étant  les  coordon- 
nées pour  le  commencement  de  la  courbe  du  fil , & x'\y\ 
les  coordonnées  pour  la  fin  de  la  même  courbe , on  aura 

/ = V (a-  X'/  + {è  -y/  -ffc-  iy , 

g = y (a  -x"r  -t-  (b  -y  T + 

h = y {x"—  a:  ;*  4-  (y'—y  / -t- 

Or  ces  quantités  y,  h étant  invariables,  on  aura  donc  en 
differentiant  par  / ces  trois  équations  de  condition  déter- 
minées , 

{a  — x'J  S~}^  f h — y J fy  (c  — 

(a  — x")  fx>'-¥  (b—  y)  ty^  (c  — i')  f O 

(xT-  x'j  1 x)  ('y'-yj  ffy-  syj^  (i-  f-  / =»  o , 

qui  étant  multipliées  chacune  par  un  coefficient  indéterminé, 

. devront  être  aufli  ajoutées  à l’équation  générale  de  l’équilibre. 

Ainfi  prenant»,  |8,  y pour  les  trois  coëfficiens  dont  il  s’agit, 

& égalant  à zéro  les  coëfficiens  des  fix  variations  fx'^  ly'y 
fx"y  ty\  <ry,  on  aura  autant  d’équations  particulières  dé- 
terminées, qui  feront  ■* 

. r- r.<" = O 

• ri -y;  - r r/ -y; = O 

• r*^  — — > ( î"  — = O 

> ( <i  — «"V  H-  J (»"  — = O 
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»('*-yv+rry'-y-'+^  =■> 

- iV  + lYf  - iV  + -^  = O, 

& qui,  par  l’climination  de  «,  jS,  >,  fe  réduiront  à trois. 

Ces  trois  étant  enfuite  combinées  avec  les  trois  équa- 
tions de  condition  ci-deflus , ferviront  à déterminer  la 
pofition  du  levier. 

On  voit  par-là  comment  il  faudra  s’y  prendre  dans  d’autres 
cas  fcmbhables. 


37..  Enfin,  fl  outre  les  forces  qui  animent  chaque  point 
du  fil , il  y en  avoit  Je  particulières  appliquées  aux  deux 
extrémités  du  fil  , Sc  repréfentées  par  X',  V',  2J  pour  le 
premier  liout  du  fil,  & par  X"y  Y'\  Z"  pour  le  dernier 
bout,  ces  forces  dpnncroicnt  les  momens  • 


X'  fx'-k-Y'iy  -^TJ  S-^-^’X"  Y"  i ÿ'  H-  Z"  t f , 


& il  faudroit  ajouter  encore  cette  quantité  au  premier 
membre  de  l’équation  générale  de  l’équilibre,  c’eft-à-dire , à.  . 
la  partie  qui  ell  hors  du  ligne,  laquelle  deviendroit  alors 


( (1^"+  •'  i" 

4.  ( JT'  - / y + ( r ' - v ( Z'  _ 


5c  fur  laquelle  on  opéreroit  dans  le^  dilFércns  cas,  comme 
on  vient  de  le  voir  dans  les  articles  précédens. 

3 8-  Suppofons  m.ainrenant  que  le  fil  animé  dans  tous  fes 
points  par  les  memes  forces  X,  Y,  Z , tiré  de  plus  dans 
les  deux  extrémités  par  les  forces  X\  Y' y Z'',  X"y  Y" y Z" y 
doive  être  couché  fur  une  furface  courbe  donnée,  donc 

l’équation 
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1 équation  foit  Jx q & que  l’on  demande  la 

figure  & la  pofition  de  ce  fil  fur  la  même  furface  pour  qu’il 
foie  en  équilibre. 

Ce  problème  qui  leroit  peut-être  allez  difficile  à traiter 
par  les  principes  ordinaires  de  la  Méchanique  , fe  réfout  très- 
facilement  par  notre  méthode  & par  nos  formules  ; en  effet, 
J équation  de  la  furface  donnée , donne  en  changeant  J en  <T, 
= p^x  -f-  ainfi  il  n’y  aura  qu’à  fubftituer  cette 

valeur  de  dans  les  termes  fous  le  figne  de  l’équation 
générale  de  l’équilibre  du  fil  (art.  30)  & enfuite  égaler  fepa- 
rément  à zéro  les  quantités  affeéfées  de  fx,  de  fy.  On 
aura  par  ce  moyen  ces  deux  équations  indéfinies, 

Xdm  — d.  -+-/>  (2.dm->d. 

Y dm  — d.  ^7.  dm  — d.  — ) =» 

lefquelles  ferviront  à déterminer  la  courbe  du  fil , étant 
combinées  avec  l’équation  d[=p  d x q dy  delà  furface, 
& étant  débarralfées , par  l’élimination , de  l’indéterminée  a. 

39.  De  plus,  comme  on  fuppofe  que  le  fil  Ibit  appliqué 
dans  toute  fa  longueur  à la  même  furface,  on  aura  aulfi 
pour  fes  deux  points  extrêmes,  ^ ^ =■  p' S x'  -i~  q'ty',  & 
S^:^' =>p"  t' x"  ~^q"  fy".  On  fera  donc  encore  ces  fubftitu- 
tions  dans  les  termes  hors  du  figne  de  l’équation  géné- 
rale (art.  30),  ou  plutôt  dans  la  formule  donnée  dans  l'ar- 
ticle 37,  & dans  laquelle  on  a eu  égard  ai)X  forces  A”', 
Y\  &cj  on  égalera  enfuite  féparément  à zéro  les  quantités 
aflFcéfées  de  chacune  des  quatre  variations  reftantes  fx',^y\ 
tx'\i^y"-y  l’on  aura  ces  quatre  nouvelles  équ.ations  déter- 
minées , 


N 


c;8 
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x’dx' 

^P'(Z'- 

dl' 

ds'  J 

Y'  - 

x'dy‘ 

di' 

ds'  ) 

X"-h 

x"dx" 

ds" 

x"di"  \ 

dJ"  ) = ° 

x"dy" 

ds" 

•+■  q"  ^ 

V'aî"  \ 

J'  )=°’ 

auxquelles  il  faudra  fatisiaire  par  le  moyen  des  conftantes. 

40.  Mais  au  lieu  de  fubftituer  , ainfi  que  nous  venons 
de  le  faire,  la  valeur  de  en  ^ tirée  de  1 équation 

qly  = o,  on  pourroit  regarder  cette  meme 

équation  comme  une  nouvelle  équation  de  condition  indé- 
terminée; il  faudrqit  alors  multiplier  cette  équation  par  un 
autre  coefficient  indéterminé  m , en  prendre  l’intégrale  totale, 
& l’ajouter  à l’équation  générale  de  l’équilibre  (art.  30). 
De  cette  maniéré  la  partie  fous  le  Cgne  deviendroit 


S[{Xdm—d.-^ i^p')fx-\-(Ydm^d.^—i*q^  ty 

•4-  ^ Zi  dm  •*- d.  ~j~  ■+* M ^ » 

& l’on  auroit  immédiatement  ces  trois  équations  indéfinies, 
Xdm  — d.  J?  ==>  O 

Y dm  — d.  M J =»  Q 

Z dm  — d.  --y^-  — M = O » 

d S 


lefquelles  par  l’élimination  de  fx  redonneront  les  mêmes  équa- 
tions déjà  trouvées  ( art.  38).  Mais  ces  dernières  ont  de 
plus  l’avantage  de  faire  connoître  en  même-tems  la  prcfliôrt 
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que  chaque  élément  du  fil  exerce  fur  la  furface  d’après  la 
théorie  donnée  dans  l’article  7 de  la  Seékion  quatrième. 


4l*  En  eflèt,  il  eft  facile  de  déduire  de  cette  théorie 
que  les  termes  m (<T^ — ptx  — provenants  de  l’équa- 
tion de  condition  — pîx  — qiy  = o,  peuvent  repre- 
fenter  l’effet  d’une  force  égale  -+-^*-+-9*),  & ap- 

pliquée à chaque  élément  dm  du  fil  dans  une  direélion  per- 
pendiculaire .1  la  furface  qui  a pour  équation  — pSx 

— ? O'  = ® — P — qdy  :r=:  O,  c’eft  à la 

furface  meme  fur  laquelle  le  fil  efl:  fuppofé  couché.  Cette 
furface  fait  donc  l’effet  de  la  force  en  queftion  , htquelle 
fera  par  conféquent  égale  6c  direclcmcnt  contraire  à la 
prcllion  exercée  par  le  fil  fur  la  meme  furface  (art,  Scct.  4). 
De  forte  que  la  pre/Iion  de  chaque  point  du  fil  fera  = 


^ -t-p'  -i-f) 
dm 


ou  bien  en  fubftituant  les  valeurs  de^u, 


fxp^  IX  q tirées  des  équ.itions  ci-delfus. 


On  appliquera  enfuite  les  mêmes  raifonnemens  à la  partie 
de  l’équation  générale  qui  eft  hors  du  figne  5 , 1 on  en 

tirera  des  conclufions  analogues. 

■42.  Jufqu’ici  nous  avons  fuppofé  que  le  fil  étoit  inex- 
tenfible  ; regardons-le  mainten.ant  comme  un  reffort  cap.ible 
d’extenfion  Sc  de  contr.acUon;  & foit  fia  force  avec  laquelle 
chaque  élément  ds  de  la  courbe  du  fil  tend  à fe  contraéicr, 
on  aura,  comme  dans  l’art.  18  (en  mettant  ds  h.  la  place 
de  f,  & ea  changeant  d en  /),  F S' d s pour  le  moment  de 
cette  force,  bc  Sf^ds  pour  la  fomme  des  momens  de 

N I 
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toutes  les  forces  de  contraflion  qui  agiflTent  fur  toute  la 
longueur  du  fil.  On  ajoutera  donc  cette  intégrale  SF tds 
•\  l’intégrale  S {Xi' x^-  Viy  Zi \)  c[ui  exprime  la  fomme 
des  momens  de  toutes  les  forces  extérieures  qui  agiflent  fur 
le  fil  ( art.  19),  & égalant  le  tout  à zéro,  on  aura  l’équation 
générale  de  l’équilibre  du  fil  à relTort. 

Or  il  eft  vifible  que  cette  équation  fera  de  la  même  forme 
que  celle  de  l’art.  30  pour  le  cas  d’un  fil  inextenfible , & 
qu’en  y changeant  en  a,  les  deux  équ.itions  deviendront 
même  identiques.  On  aura  donc  dans  le  cas  préfent  les 
mêmes  équations  particulières  pour  l’équilibre  du  fil  qu’on 
a trouvées  dans  le  cas  de  l’article  31  , en  mettant  feule- 
ment dans  celle-ci  F à la  place  de  a.  Or  comme  la  quan- 
tité F cft  fuppofée  connue , on  n’aura  pas  befoin  de  l’éli- 
miner; c’eft  pourquoi  on  aura  ici  une  ^équation  de  plus  pour 
l’équilibre  du  fil  que  dans  le  cas  cité  ; mais  comme  d’ail- 
leurs l’élimination  eft  toujours  pcrmife,  il  s’enfuit  que  les 
équations  réfultantes  de  cette  élimination , auront  également 
lieu  pour  un  fil  inextenfible , comme  pour  un  fil  extenfible 
& à reflbrr. 

On  peut  conclure  de-là  que  la  quantité  indéterminée  A de 
la  fülution  de  l’article  3 1 , n’exprime  proprement  autre  chofe 
que  la  force  avec  laquelle  chaque  élément  du  fil  réfifte  à 
être  allongé  par  l’aélion  des  forces  extérieures  ; c’eft  à-dire, 
ce  qu’on  nomme  communément  la  tenfion  du  fil.  Ceft  aufli 
ce  qu’on  auroit  pu  trouver  directement  par  la  théorie  de 
l’article  7 de  la  Section  précédente,  ainfi  que  nous  l’avons 
fait  à l’égard  de  la  prelfion  exercée  par  le  fil  fur  une  fur- 
face  (arc.  précéd.). 

43*  Suppofons  de  nouveau  le  fil  inextenfible,  mais  au  lieu 
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de  le  fuppofer  en  même-tems  parfaitement  flexible,  comme 
on  l’a  fait  jufqu’ici,  fuppofons-le  claftique,  enforte  qu^il  y 
ait  dans  chaque  point  une  force  que  j’appellerai  E ^ qui 
s’oppofe  à l'inflexion  du  fil,  & qui  tende  par  conféquent  à 
diminuer  l’angle  de  contingence.  Nommant  cet  angle  c,  on 
aura,  comme  dans  l’article  i6  (en  changeant  feulement  d 
en  /),  Eie  pour  le  moment  de  chaque  force  E;  donc 
5 Eté  fera  la  fomme  des  momens  de  toutes  les  forces  d’élaf- 
ticité  qui  agiflent  dans  toute  la  longueur  du  fil , laquelle 
devra  donc  être  ajoutée  au  premier  membre  de  l’équation 
générale  de  l’équilibre  dans  le  cas  d’un  fil  inextenfible  Sc 
parfaitement  flexible  (art.  30). 

Toute  la  difficulté  confifte  donc  à ramener  l’intégrale 
SE  te  à la  forme  convenable  ; pour  cela  il  faut  commencer 
par  chercher  la  valeur  de  e ; or  nous  avons  trouvé  plus  haut 


(art.  2^),  cof.  e s=  ^^xfg  * ’ 


tire 


Ime  _ 


pour  appliquer  cette  formule  au -cas  préfent,  il  fuffit  de 
remarquer  que  les  coordonnées  x',  y,  x",  * 

par  lefquelles  nous  avons  exprimé  les  quantités /,  ^,  A 
(art.  Il  & 20  ),  deviennent  ici  X , X H- <fx,^ -4- <//, 

^-|-</^;x-+-2t/x-+-<^  x^y  •+•  idy-\rd*  zd'^-y-d'  \y 

enforte  qu’on  aura  y*  c=  x*  -H  dy*  -t-  :(*  = </r*  ^ 

^*  = (</x  -4-  d'xY  -4-  (dy  *4-  d'yY  -i-  {d\ 

= </x’  -4-  dy*  -4-  a {dxd^  x -4-  dyd'y  -4-  d\d‘  •{) 

-4-  </**•  -4-  cYy^  -4-  -4-  2 dr  -4-  d’ x*  -4-  d'y'’ 

^ d*:{%A*=:(2dx-4-d*.Y)’  -4-(2d_y-4-d*^}*-4-(ad:f-4-d‘^* 


\ 
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= 4 •+■  4 </  J -f  -h  4"  d'^y'  •+■</’  ; donc /‘  -+-  ^ 

= — xdi'  — xdi  d's\  & 4/'  — A*/ 

= 4<3'i^  -4-  Sds’d's  -f-  4</i*  {d*  X*  -h  d‘ y*  -4- 
— 4 [ds'  -+-dsd's y = 4</i’  (d'x'-h  d^y'  -h  > j*  ). 

Donc  enfin  on  aura 

fin  e — - — . 

Comme  cette  valeur  de  fin  c'  eft  infiniment  petite  du  fécond 
ordre,  il  s'enfuit  que  fin  c,  & par  conféquent  aufli  l’angle  c 
fera  infiniment  petit  du  premier  ordre;  de  forte  qu’on  aura 

f if*  JC*  -f-  y*  -t-  ^ — <f*  f'  ' 

J-,  » 

c’eft  l'exprefiion  de  l’angle  de  contingence  t dans  une 
courbe  quelconque  à double  courbure. 

44-  On  différenciera  maintenant  fuivant  i ^ pour  avoir 
la  valeur  de  je,  & comme  par  la  condition  de  l’inexten- 
fibilité  du  fil  on  a déjà  fds  = o (art.  ii),  & par  confé- 
quent aulTi  dîds  =»  td's  s=»  o , on  pourra  traiter  dans  la 
difiércnciation  dont  il  s’agit,  ds  &C  d' s comme  confiantes  , 
ainfi  l’on  aura 

^ ^ • if*  X ^ r -f-  if  * y / <f  * y''^-  (f*  î ^ , 

fubllituant  dans  5£^c,  & faifant  pour  abréger 

J £ 

on  aura  donc 

SEu==SId‘x^d‘  x-^Sld'yid'y-^SId'isd'x. 
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Ces  exprefflons  étant  traitées  fuivant  les  réglés  données 
dans  l’article  17  de  la  SecUon  quatrième,  en  y changeant 
d’abord  «Td  en  & intégrant  enfuitepar  parties  pour  faire 
dilparoître  le  d avant  «T,  on  aura  les  transformées  fuivantes, 

xsi'x  = l"  sdUix”  — d.  ( r d^x>')  Sx" 

— Id'id  dSx'  d.  {Td'x')  Sx'  5d*.  ( Id'xySx^ 
SIdysd'y  = I"d' y dSy"  — d.  {I"d'  y")Sy" 

— /V*y  dsy  ^ d.  {T  d'y')  s y s d' d y)  sy , 

SId'  isd'i^  F d' f dt  f — d ( F d' f ) Si" 
•^l'd'i'dSi’  ~^d.{Fd^i;)Si'-hSd'.(Id'i)Si. 

On  ajoutera  donc  ces  dilFérens  termes  à ceux  qui  forment 
le  premier  membre  de  l’équation  générale  de  l’équilibre  de 
l’article  30,  & l’on  aura  l’équation  de  l’équibbre  d’un  fil 
inextenfible  &C  éladique. 

45-  Égalant  d’abord  à zéro  les  coefficients  des  variations 
SX  y sy  y J'î  qui  fe  trouvent  fous  le  ligne  5,  on  aura  ces 
trois  équations  indéfinies 

Xdrri-^d.  ^ d‘.  (Jd'x)  = O 

rdm^d.^^  {Id'y)=^o 

Z dm — H- d*.  (/</*:()  = 0, 

d’où  il  faudra  éliminer  l’indéterminée  a,  ce  qui  les  réduira 
à deux,  qui  fuffiront  pour  déterminer  la  courbe  du  fil. 

Une  première  intégration  donne 


r 
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d.  {Id'x)  = A-\-fXdm 

J^—d.  {Id'y)  = B ^fYdm 

d.{iæ  -O^C-^fZdm-y 

A y B étant  des  conftantes  arbitraires  , & l’élimination 
de  A donnera 

dxd.fi  d\y  )-dyd.(ld'  x)=(A  ^fXdm)  dy  -(B-\-fY  dm)  dx 
dx  d.  fld'  l)  — did.  fld'  x)  = (A  -^fXdm)  d^  - (C  dm)dx 

dy  d.  fld'  i)  — d:{  d.  (I  d'y  )=  (B  ^fY  dm)  d-{  — (C  -^fZ  d m)dy, 
dont  la  derniere  eft  déjà  contenue  dans  les  deux  autres. 
Ces  étjuations  font  de  nouveau  intégrables , & l’on  aura 
1 (dx  d'y  — dyd'x)^F’y-f(A-Jr  fXdm)dy  — f (B-\~fY  dm) 

I fdxd'  — d\d'  x)  = G ~^f(  A~\-fXdm)d'{ — f(  C -\-fZdm)dx> 
J (dy  d' \ d\d'  y)  H -\-f ( B -4-  fYd  m)  d ^ '~f(C  '-\r  f Z dm)  dy  , 

Fy  Gy  H étant  de  nouvelles  conftantes. 

Or  nous  avons  fuppofé  plus  haut  ( article  44  ) * 

J — • — -•  le  carré  du  dénominateur 

ds^  U‘  x‘  d‘  y'  -i-  d‘  i'  — d-  s‘ 

de  cette  quantité  efk  d s'  (d' x'  d' y'  (F  \ ^ ^ 

= (dx'  H-  dy'  -+-  d:cJ  ^'y' 

^(dxd'x-^dyd'y  4-  d^d' i)'  ==  (dxiFy  — dyd'x)' 
^ (dxd'i  — did'  x)'  ->r[dyd'i—did'y)'.  Donc  fi  on 
ajoure  entçmble  Ips  carrés  des  trois -équations  precedentes, 
on  aura  cçllc-ci , fans  dilFérentielles  , 

E'  = (F  -^f(A  -y-fXd  m)  d y— f (B  -^fY  dm)  dx)' 
4-  (G  -\~f(A-^  fXdm)d  — f(  C -y-fZ  dm)  dx)' 
4-  ('/Z  4-  J'(B  4-  fY  dm)  d\  — f(  C'r^fZ  dm)  dy  )' , 

SC 
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& fi  on  divife  enfemble  deux  des  mêmes  équations  , on 
aura  celle-ci  où  l’élafticité  n’entre  pas, 

dx  d*  ^ X G -f-  f(  A -f-  fX  dm  — f(  C -f-  dm  ) d X 

dx  dy  X f -hf(  A fX  dm)  dy  H -h  fY  dm  j dx 

Ces  deux  équations  font  ce  qu’il  y a de  plus  fimple  pour 
déterminer  la  courbe  élaftique , en  ayant  égard  à la  double 
courbure. 

46  . Confidérons  maintenant  les  termes  de  l'équation  gé- 


nérale 

qui  font 

hors  du  fiijne  . 

J; 

ces 

termes  font 

X"dx" 
^ as” 

— d.  (L"d'  x") 

) 

tx" 

-^rd'x''dfx' 

H- 

( 

V.  ds" 

-d.(l"d^y") 

) 

fy' 

'-\-I"d^y"dif 

-+- 

V as” 

— d.  (l'd^  f) 

) 

S-'C 

-h/'  d'  -('d^-C 

— 

/ i,' dx' 
V ds' 

— d.(rd^x) 

il 

) 

fx' 

— Id'x'dSx' 

— 

f\'dy< 
\ ds' 

^d.fl'd‘y'j 

) 

iy' 

— 1'  d'y'  dSy' 

— 

( V</i' 

V ds' 

-d.(I'd^:(j 

) 

-l'd'idsi-. 

& il  faudra  les  faire  difparoîcre  indépendamment  des  valeurs 
de  <Tx",  J'y',  &c.  •> 

Donc,  I®,  fi  le  fil  eft  entièrement  libre,  il  faudra  que 
les  coëfficiens  des  douze  quantités  J'x",  <r/',  dfx'\ 

dfy",  ty\  diy',  foient  chacun 

nul  en  particulier. 

* 

Or  d’après  les  premières  équations  intégrales  de  r.irticle 
4j  , on  voit  qu’en  faifant  commencer  les  intégrations  au 
p'remier  point  du  fil , les  coëfficiens  de  J'.v',  iy\  font 

O 
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égaux  k A,  B , C,  Sc  ceux  de  <Tx",  J'y",  deviennent 
A-+-SXJm,  B-+-Sydmy  C -h  S Z dm.  Ainfi  il  faudra 
que  l’on  ait  dans  le  cas  dont  il  s’agit  ^a=o,  i5==o, 
O,  & S Xdm  = O,  SYdm  = o,  SZd  m ^ o. 
Enfuite  il  faudra  que  l’on  ait  aulfi /"t/’ .v"-=- 6 , o , 
]"d^f=^o,  &/'^/*x'  = o,/V*y=o,/V’^'=o,  pour 
faire  difparoître  lés  termes  affectés  de  dfx"y  dly"^  &c  ; fic 
il  eft  clair  que  les  fécondés  équations  intégrales  du  mémo 
article  donneront  F = o ^ G = Oy  H = o •,  ScS (J'Xdm.dy 
— fY  dm,  dx)  = Oy  S ( fXdm.d\  — fZ  dm.dx)  =3  o ^ 
S(fYdm.d\ — fZdm.dy)=o. 

1°.  Si  la  première  extrémité  du  fil  eft  fixe , alors  fx'-=  o , 
t'y'  = O ,•  = O ; par  conféquent  A y B y C ne  feront  pas 

nuis  ; mais  la  condition  que  les  coëfficiens  de  t x"y  «Ty", 
foient  nuis  , donnera  A = S Xd m 'y  B = — S Y dm  ^ 
C= — SZdm-y  & fi  la  pofition  de  la  tangente  à cette 
extrémité  étoit  donnée  auffi,  on  auroit  de  plus  dix'  o y 
^<Ty'  = o,  di'^  = 0 y par  conféquent  F y Gy  H ne  feroient 
pas  nuis,  mais  la  nullité  des  coëfficiens  de  dix"  y diy"  y 
4/.ry  donneroit  F = S ( {B  «4-  fYdm)dx  — {A^fXdm)dy') 
= 5 ( ( C -+-  y Z d m)  d X — {A  •+-  f X d m)  d\)  y 
}I  — S C H-  fZdm^dy  — [B  ~+-  J'Y  d m)  d y 
On  raifonnera  de  la  même  maniéré  par  rapport  k l’état  de 
la  fécondé  extrémité  du  fil. 

3”.  Enfin , fi  outre  les  forces  qui  agiffent  fur  tous  les  points 
du  fil , il  y en  avoir  de  particulières  X'y  Y'ÿTJy  X"y  Y" y TJ' y 
appliquées  à l’une  & k l’autre  extrémité , il  n’y  auroit  qu’à 
ajouter  aux  termes  ci-deffus  les  fuivans, 

X'ix'-^  Y' iy'  -t-  Z'<r^'  -t-  X"ix"  -4-  Y" iy"  -t-  Z' -rf, 

& s’il  y avoit  dd  plus  d’autres  conditions  relatives  à l’état  de 
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“ ces  extrémités,  on  opéreroit  toujours  de  la  même  façon  & 
d’après  les  mêmes  principes. 

47.  Si  on  vouloir  que  le  fil  fût  doublement  claflique, 
tant  à l’égard  de  l’extenfibilité , qu’à  l’égard  de  la  flexibiliré, 
alors  on  auroit  dans  l’équation  générale  de  l’équilibre,  à la 
place  du  terme  celui-ci  5 c’eft-à-dire,  fim- 

plement  f à la  place  de  x , en  nommant  F la  force  d’élaf- 
ticité  qui  réfîfte  à l’extenfion  du  fil  (art.  41)., Mais  il  fau- 
droit  de  plus,  dans  ce  cas,  regarder  comme  variable 
dans  l’expreflion  de  par  conféquent  il  faudroit  ajouter 
à la  valeur  de  de  l’article  44,  ces  deux  termes,  dans 
lefquels  je  fais,  pour  abréger,  1/^(1/'. — d's*)  = 

; donc  on  ajouteroit  à la  valeur  de 


SE  fe  du  même  article  les  termes  — S —r^ 

as' 


■ i(Fs  ; 


ce  detnier  fe  réduit  d’abord  (article  17,  Section  4)  à 
7ÜF~  di- s'  S d.  -^ds\  donc 


-4-  S d. 


il  faudra  ajouter  à la  valeur  de  5£'J'cles  termes  — d^  s" 

_4_  dis'  -I- S (d.^^~  4^)  S-ds.  Le  dernier 

terme  de  cette  expreifion  étant  analogue  au  terme  SFids 

fera  fufceptible  de  réduétions  femblablcs  ; à l’égard  des  deux 

autres  il  n’y  aura  qu’à  y fubftituer  pour  dis  fa  valeur 

dxdlx-i- dy  dly -i- Jrd  tx  i i t> 

î — — , en  marquant  toutes  les  lettres  d un 

trait  ou  de  deux. 

De-là  il  eft  facile  de  conclure  qu’on  aura  pour  la  folu- 
tion  du  cas  préfent,  les  mêmes  formules  que  dans  les  articles 

O X 
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31  & 31,  en  y mettant  feulément  F-f- -7^7 

place  de  a;  & ajoutant  aux  coëfficiens  de  dS'x"y  d^y", 
dS-f,  d^x\  dfÿ^  dS':(,  les  quantités  J'dx\u"dy\  «Vf, 

«Va-',  «'<//,  u'd^,  « étant  c= ^ . 

48.  Venons  enfin  au  cas  d’uni  fil  incxtenfible  & infle- 
xible; on  ayra  ici  pour  la  fomme  des  momcns  des  forces 
la  même  formule  intégrale  que  dans  le  cas  de  l’article  30, 
c’eft-.\-dire , S [Xt'x  ■+•  K <f_y  -+-  Z cf  ^ ; enfuite  la  condi- 
tion de  l’incxtenfibilité  du  fil  donnera  comme  dans  le  même 
article,  ids  — o',  & celle  de  l’inflexibilité  donnera  ^^e  = o, 
puifque  l’angle  de  contingence  doit  être  invariable;  mais 
ces  deux  conditions  ne  fuftîfent  pas  encore  dans  le  cas  où 
la  courbe  cft  à double  courbure , comme  on  va  le  voir. 

4p.  Pour  traiter  la  queftion  de  la  maniéré  la  plus  fimple 
& la  plus  directe,  je  remarque  que  tout  confifte  i faire 
enforte  que  les  difFérens  points  de  la  courJae  du  fil  confervent 
toujours  entr’eùx  les  mêmes  diftances  : or  en  confidérant  plu- 
fieurs  points  fucccfllfs,  dont  les  coordonnées  foient  x^y^\y 
x-^  dx  yy  •+■  dy  y -1-  d-^yX  -4-  at/x-t-  d' x yy  1 dy 
-4-  d'y  y -4-  2 -t-  i/*  3[,  &c.  11  eft  clair  que  les  carrés  des 

diftances  entre  le  premier  de  ces  points  & les  fuivans  feront 
exprimés  par  les  quantités  ^x* -4- -4- , fidx-\-d'xJ' 

fl  dy  ~^d' y)'  -hf  -4-  ù*  f *,  ( 3 ix -4-  3 ù*  x-H</’  xf 
-+-f  }dy-h}  d'y  d y)'  -f-  3 -4-  3 f &c. 

Suppofons,  pour  abréger  , dx'  dy'  -4-  i/f  = « , 
d' x'  d' y'  d'  =^y  d^  x'  -Jf  d' y'  d*  if  ^ y S<.c  y 

les  quantités  précédentes  étant  développées , deviendront 
a , 4 a H-  ldi  -4-  (iy 
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i {d' * — i^)-+-3<fia-+-  î,  £^c. 

Il  faudra  donc  que  les  variations  de  ces  quantités  foient 
nulles  dans  toute  l’étendue  de  la  courbe,  ce  qui  donnera 
ces  équations  indéfinies , 

/ al  =5  O , » —f*  1 ^ d et  -4^  / /i  O , ^ J' a ^ ^ d a 

►+-3  <ri0-f-3  rf'if’<t-4-  3 j'/3  -4-<T5.=  o,  &c  ; mais  étant  = O, 
on  a aufli  dt»  = id*  = o\  donc  <Tj8  = o ; de-là  on  aura  de 
plus  <f*<r*  = /t/*«=so,  dt  a = td  ^ = o;  donc  «T  > = o ; 

& ainfi  de  fuite.  De  forte  que  les  équations  de  condition  pour 
l’inextenfibilité  & l’inflexibilité  du  fil  feront  /“i*  = o, 

/j8  = o,  S'y  = O y &c , c’eft-à-dlre , en  différentiant  & chan-  • 
géant  «Td  en  </<T, 

d X d S X d y d S y ^ d \d  s \=  O ■ 

d' X d^  Sx  d'y  d' S y <Tç=  O 

d}  xd*  Sx  d*y  d?  Sy  d'  •[d' S-^^  O , 

tcc. 

Il  eft  clair  qu’il  fuffit  de  trois  de  ces  équations  pour  dé- 
terminer les  trois  variations  <fx,  Sy  y d’où  l’on  peut 
d’abord  conclure  que  dès  qu’on  aura  fatisfait  aux  trois  pre- 
mières , toutes  les  autres  qu’on  pourroit  trouver  k l’infini , 
auront  lieu  d’elles-mêmes  ; c’eft  aufli  de  quoi  on  peut  fe 
convaincre  par  le  calcul  même , comme  on  le  verra  plus 
bas  ( art.  55). 

5 O.  On  aura  donc  par  notre  méthode  cette  équation 
générale  de  l’équilibre, 

0=5  {XSx-h  VSy  -{-7iS:^)d  m-+-S>^{dxdsx~t-  dydSy-\-d:[dS':^) 

~i-Sf*{d'xd‘Sx-hd'yd'Sy-^-d':[d’Si)-\-St(^d'  xd'Sx-^-d'yd’Sy-^-d'id'  S:^) 
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laquelle  par  les  transformations  enfeignécs  fe  réduira  à la 
forme  fuivante  , 

O — S (X  dm  — d . (^dx)  d' . (iJid'  x)  — d^  d}  x))  fx 
S (Y  dm  — d,  ( >.dy)  -^d'.  (y.d'  y)  — • f*d'  y JJ  ty 

S(2,dm  — d.  (hd-{J  -Jrd*.(i^d' \J  — d\  d}  -{J J 

(>!•  d x"  — d.  (^'  d' x"  J -4-  (*"  d' x"J  J <r  x" 

-+-  d' x"  d.  f.!'  d' x" J J dty!'  -4-  d}  x"  d' S x" 

-f-  dy"—d.  (^'d^  fj-^d'  (>"  d' y"  J Jsf 
-4-  (^'  df—d.  (^"  d y" J J dff-\-,"  d y' d ^ y 
^ d tJ'  — d.  y d -('J  H-  d (y"  d ■(') J 

y d'-('—  d.  (y"  d fj  J df  y -Ar- y"  d f d <T  ^ 

— (>!dx!  — d.(d  d x'J  -t-  d.  (y'  dx> JJ  t x‘ 

_ d x'  — d.  (y'  d x'J  J dix'  — r'  d x'd  fx’ 

— (^'  dy'-d.  (d'd  y' J -+-  d.  (y'  dy'JJ  I y' 

— (d  d y'  — d.  {>'  dyjjdty'  — y'  dy'  d ly 
~ (>1  di^d.(d  d:(J-A^d\(y<  d-(JJlTj  . 

— (d di-d.  (y'd  iJjd^i  — y'didty 

5 I.  Egalant  d’abord  à zéro  les  coëfficiens  de  /x,  /_y, 
fous  le  figne  S y on  aura  ces  trois  équations  indéfinies, 

Xdm  — d.(y^dxj-^d^.f/jid'xj  — d\  (y  d' xJ  o 
Y d m — d.(>^  dy  J-\-d'.(i^d'yJ  — d'.(  y d' y J = o 
T,  dm  — d y h.  d •[J  d'.  (ixd*  '^_J  — d'.(y  d}  ^ ss=  o , 

lefquelles  renfermant  trois  variables  indéterminées,  a,  /i,r, 
ne  ferviront  qu’à  déterminer  ces  trois  quantités  ; enforte 
qu’il  n’y  aura  aucune  équation  indéfinie  entre  les  difierentes 
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forces  JTf  y,  Z qu’on  fuppofe  appliquées  à tous  les  points 
de  la  verge. 

Pour  déterminer  les  quantités  dont  il  s’.igit , il  eft  clair 
qu’il  faut  intégrer  les  équations  précédentes  j or  c’eft  ce  qui 
eft  facile,  & l’on  aura  ces  trois-ci, 

fXdm  — d..  (fj-d'  x)  — d*.  (f  d*  x)  — A 

fY dm  — Kdy-\-d.(fjLd* y)  — d*.  (*  d* y)  = B 
fZdm  — >~d\-^d.(i^d^\)  — d^  .(*  d' \)  ssa.  Cy 

Ay  B f C étant  trois  confiantes  arbitraires. 

Je  remarque  de  plus,  que  fi  on  multiplie  la  première  par 
dy  ou  fie  qu’on  en  retranche  la  fécondé  ou  la  troifieme 
multipliée  par  d x , pour  éliminer  a de  ces  trois  équations , 
on  aura  celles-ci , 

dy  f X dm  d X fY  d m-\-dy  d.(t^d*x)  —^dxi.  (/xd'yf 

— dy  d' . ( f d' x)  d X d' . ('d' y)  = A dy  — Bdx  y 

d-{fXdm  — dxfZdm  d\d . (i^-  x)  — dxd.(i*d^  •{) 

— d\d^.  (i  d' x)  dx  d^.(  y d' \)  =■  A d-{  — CAx  y 
d\fY  dm  — dÿ  fZ  d m-^  d\d.  (iJi  (t  y)  — dyd.  (f^d'  -^) 

d\d' . ( y d}  y ) ->r  dyd'.  ( y d}  = B d \ — dy  , 

lefquelles  font  aufli  intégrables,  6c  dont  les  intégrales  font 
y fX  dm  — X f Y dm  — f(X  y — Y x)  dm 
-+-/U  (dy<t  X — dxd*y)  — dy  d.  (yd*x)-\-dxd.fyd*y) 
~\-y  (d'y  d}  X — d'xd*y)  = Ay  — Bx-^Fy 
\f  Xdm  — X fZd m — f( X^  — Zx)  d m 
-^h(d\d  X — dx(d\)  — d\d.  (y  d' x)  dxd.  (•  d' \) 
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t (d' \d'  X — d^  xd'  \)  ■=  A \ — Cx-H  G, 

:[^fY  dm  — y y Z dm  — f ( Y\  — 'Ly  ) dm 
•Jn  !J-(d\ d' y — dy  d'iJ  — dj^d.  (t  d> y)  -t-  dy  à.  ('  d*  \) 
( d^  :^d'  y — d' y d' \)  =B\  — Cy  -+-//, 

Y,  G,  H étant  de  nouvelles  confiantes  atbîtraires. 

Ces  trois  dernieres  équations  ferviront  à déterminer  les 
trois  quantités  /i* , » & ; ôc  les  trois  premières  équations 

intégrales  donneront  les  valeurs  de  x,  dfi  ^d‘  ».  Ainfi  on  aura 
toutes  les  inconnues  qui  entrent  dans  les  termes  de  l’équa- 
tion générale  ( art.  préc. ) qui  font  hors  du  figne  S;  il  fuf- 
fira  pour  cela  de  marquer  dans  les  fix  équations  qu’on  vient 
de  trouver , toutes  les  lettres  d’un  trait , ou  de  deux , à l’excep- 
tion des  confiantes  arbitr.iires , en  fuppofant  nulles  dans  le 
premier  cas  les  quantités  afFeélées  du  figne  y,  lefquelles 
dont  cenfées  commencer  au  premier  point  du  fil  ^ &c  chan- 
‘ géant  dans  le  fécond  cas,  y en  5 dans  les  mêmes  quantités, 
pour  les  rapporter  au  dernier  point  du  fil. 

52.  Cela  pofé,  voyons  maintenant  les  conditions  qui 
peuvent  réfulter  de  l’anéantifTemcnt  des  termes  hors  du 
figne  S dans  l’équation  générale  de  l’équilibre  (art.  jo). 

Et  d’abord  fi  on  fuppofe  la  verge  entièrement  libre , les 
variations  «T.v',  ïy,S:^\dS'x',  d^y',  dti(^  d' <Tx',  d^^y\ d' J'y, 
«Tx",  ^y",  i/j'x",  5cc,  feront  toutes  indéterminées; 

p.-.r  conféquent  il  faudra  égaler  à zéro  chacun  de  leurs 
cocfficicns;  fie  il  efl  vifible  qu’il  faudra  pour  cela  que  les 
quantités  d-\,  d' ainfi  que  a",  dU'\ 

dr  \ d'd'  foient  toutes  nulles. 

Donc  les  trois  premières  équations  intégrales  de  l’article 

précédent , 
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précédent , donneront  ces  fix  conditions , ot=^,o  = jB, 
0 = CySXdm  = AySVdmy  5’Z  dm=  C. 

Et  les  trois  dernieres  donneront  celles-ci , 

O — Bx'  Fy  0 1=1-4^  — Cx'  G y O = Bi' 

■ — Cy-hHyy'SXdm^x"Srdm  — S(Xy~rxJdm 
^Ay-^Bx"^Fy  i'SXdm  — od'SZdm  — 
S(Xi^Zx)dm=>A:('  -^GyT^'SYdm 

— y SZdm  — S(Y^  — Zyjdm^  Bf—  Cy’-^  H. 
Donc  A=Oy  B = Oy  C=s  O y F=  o,  G = Oy  N — o; 
& par  conféquent 

SXdm  = OySYdm  = Oy  SZdm—Oy 
S[Xy — Yx)dmt=iOy  S(X\ — ZxJJm  = OySfY — Zy)dm=ao, 

Ces  fix  conditions  font  donc  les  feules  qui  foient  nécef- 
faires  pour  l’équilibre  d'une  verge  inflexible  lorfqu’il  n’y  a 
pas  de  point  fixe;  c’eft  ce  qui  s’accorde  avec  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut  (art.  25),  & c’eft  aufli  ce  qu’on  auroit 
pu  déduire  immédiatement  de  la  théorie  donnée  dans  la 
Se£Uon  troifieme , ainû  que  nous  l’avons  remarqué  dans  l’ar- 
ticle cité. 

5 3-  Suppofons  maintenant  qu’il  y ait  dans  la  verge  un 
point  fixe,  & que  ce  point  foit  la  première  extrémité  de 
la  verge  ; .dans  ce  cas  on  aura  fx!  = o , ty  — o , €T^'=a  o ; 
enforte  que  les  termes  affeélés  de  ces  variations  difparoî- 
tront  d’eux-mêmes;  il  fuflira  donc  d’égaler  à zéro  les  coëf- 
ficiens  de  di^x’,  dly'y  df^:(y  <é*  ainfi  que  les 

coëfHciens  de  lx"y  ty"y  J- 3",  ds-xf'y  dt^y'y  &c. 

Or  il  eft  aifé  de  voir  que  pour  cela  il  fuffira  que  l’on 
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ait  ^'  = O , ►'  = O , dt'  = O j 6c  enfuitc  a"  = o , /u''  «=■  o , 

/'  = O , dtJ."s=  O,  d'"  — O , d*r"  = O,  comme  dans  le  cas 
précédenc  ; 6c  l’on  trouvera  les  mêmes  conditions  que  dans 
l’article  précédent,  à l’exception  de  ce  que  A y B y C ne 
feront  pas  nulles. 

On  aura  donc  A = SX  dm  , B — SYdm  ,C=  S Z dm  y 
«nfuite  F=Bx' — Ay yG  = Cv!  — Ai(yH=Cy—B'(y 
6c  les  trois  dernieres  équations  fe  réduicont  à celles-ci , 

i — S { Xy  —Yx)dm  =»  B si  — ^ — Z xJ  dm 

*=  Csi  — A T^y  — S (Y\  — Z y )dm=a  Cy  — B -('y  c’eft-  ' 
à-dire,  à S (Xy  — Y x )dm-\-si  S Y dm — ySXdm  — o, 

S (X\  — Z x)  dm  -\r  si  S Z d m — ■:(  S X dm  s=  o, 

S (Y  Z y )dm-\r  y SZ  dm  — 5JK<f/n  = o;ouce 
qui  ell  la  même  chofe , à 

^(^(y  — (x  — si))  dm  = Oy 

S(X(i  — i)  — Z (x  —x'JJdm^Oy 
S(Y(^-i)-^Z(y-y))dm^o. 

Ce  font  les  feules  conditions  néceflaires  pour  l’équilibre , & 
il  efl  clair  qu’elles  répondent  à celles  que  l’on  a trouvées 
dans  l’article  14. 

54.  Si  la  verge  étoit  fixement  attachée  par  fa  première 
extrémité,  enforte  que  non-feulement  le  premier  point  de 
la  courbe  fût  fixe , mais  aufii  la  tangente  à ce  premier  point , 
alors  on  auroit  non-feulement  /*'  =s  o , <=?  o , =3  o , 

mais  aufli  tdsi==d  t si s=.  o,  ldy=xdty=a  Oyfd  ‘^=d o ; 
par  conféquent  toüs  les  termes  affeélés  de  ces  quantités 
difparoîtroieni  d’eux-mêmes,  & il  ne  reficroit  qu’à  faire 
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évanouir  les  termes  alFe£tés  de  d'i'y'y  d‘f\\  fie  de 

fy"^  J'ij",  di-x"y  d^y'\  ôcc. 

On  n’aura  donc  dans  ce  cas  que  ces  conditions 

' = O,  A"e=a  0,yu"  =a  O,  /=  O,  dH-"—0,  = O , d*»"  = O. 

Donc  les  confiantes  B,  C auront  encore  les  valeurs 
A = S X dm  ^ B = S y dm^  C=iSXdm\  enfuite  les  trois 
dernieres  équations  de  l’art.  5 i étant  appliquées  au  dernier 
point  de  la  verge , donneront  F t=  S ( V x — Xy ) dm  ^ 

(7  =3  5 JC  — X\)dm  J H =S  fZy  — V :^)  dm.  Et  fi  on 
applique  ces  mêmes  équations  au  premier  point  ^ on  aura 

/ (dyddx'—  dx'ddy')  — d>'  (dy'd'  x'  — dxfd'  y)  = Ay—  Bx'-^F 
!j!  (d-^ddx'  — dx! ddT^)  — d’>' (d 7^ d}  x' — dx'd'  :^  = A:(  — Cx'  -i-G 

y(diddy-dydd^)— dr'  (d^d^  y-dyd^i)=.Bi-cy^H, 

d’où  éliminant  fZ  6c  réfulte  cette  condition  de  l’équi- 
libre 

A (yd-(—(dy)  -+-  Bddid —x!d-()-^c  (x'  d y —ydx  ') 

— G dy  ->r  Hdx'  = o. 

Voyez  ci-defTous  un  cas  femblable , art.  59. 

On  pourroit  réfoudre  de  la  même  maniéré  tous  les  autres 
cas,  6c  particuliérement  celui  d’un  corps  de  figure  quel- 
conque. Mais  cette  derniere  queftion  mérite  d’être  examinée 
avec  plus  de  foin,  6c  par  une  méthode  plus  fimple  que  la 
précédente. 
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§.  I V. 


De  l'équilibre  d'un  corps  folide  de  grandeur  fenjlhle  Ô de 
figure  quelconque  y dont  tous  les  points  font  cirés  par  des 
forces  quelconques. 


5 y.  Puifque  la  condition  de  la  folidité  du  corps  conlîfte 
en  ce  que  tous  fes  points  confervent  conftamment  entr’eux 
la  meme  pofition  & les  mêmes  diftances',  on  aura  entre  les 
variation»  J'x, les  mêmes  équations  de  condition 
qu’on  a trouvées  dans  l’article  49  ; ainfi  on  pourra,  par  leur 
moyen,  déterminer  immédiatement  les  valeurs  de  ces  varia- 
tions. Pour  cela  je  remarque  que  comme  en  paflant  aux 
différences  fécondés , il  eft  toujours  permis  de  prendre  une 
des  différences  premières  pour  confiante,  on  peut  fuppofer 
dx  confiante,  & par  conféqucnt  d'*x  = o , d*  x = o , &c  ; 
moyennant  quoi  la  fécondé  & la  troifieme  équation  de  l’ar- 
ticle cité , deviendront 

dyd  iy-tf  d T^d'  O ^ Scd'yd'  ty  -^d*  \ = o. 

La  première  de  ces  équations  donne  d’abord 


d'S'y  — — <>■:{,  & différentiant 


V* 


cette  valeur  étant  fubflituée  dans  la  fécondé  équation , elle 
fc  trouvera  toute  dlvifible  par  d’ ç — 


rf>  y ^ 

~‘i'y 


& on  aura 


.après  la  divifion  d*^:j[ ^ d’/^  = o;  d’où  l’on  tire,  en 

intégr.int  = fLd* y,  îL  ét.int  une  confiante.  Ayant 
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d' on  trouvera  d‘fy  = — donc  intégrant  de 
nouveau,  & ajoutant  les  conftantes  — iMdx^  i'Ndx^  on 
aura  fL  dy  — î M dx  .,df  y = — iTZ  d :j  H-  fNdx^ 

6c  ces  valeurs  étant  enfuite  fubftituées  dans  la  première 
équation  de  condition  , favoir  dxdi^x-\-dy  di^y-\-  d\di:^  = o^ 
il  viendra  di'x  = ~~tNdy-^sMd\. 

Enfin  on  aura  par  uiie  troifieme  intégration  , & par  l’ad' 
dition  des  nouvelles  conftantes  <Ta,  J'/*,  fy  ^ 

fx  = —yS'N-\-  M 

J':[i=S'r  — xi‘M-hyS'L. 

Et  il  eft  facile  de  fe  convaincre  que  ces  expreflîons  ne  fatis- 
font  pas  feulement  aux  trois  premières  équations  de  condi- 
tion de  l’article  49 , mais  aufli  à toutes  les  autres  qu’on 
pourroit  trouver  à l’infini , & qui  font  toutes  renfermées 
dans  cette  équation  générale  d”xd''i'x  -4-  d"  y d' i~y  -f- 
d'^id"  S'i  = o. 

Telles  font  donc  les  valeurs  de/x,  iy^  f \ pour  un  fyf- 
tême  quelconque  de  points  unis  enfemble,  de  maniéré  qu’ils 
confervent  toujours  entr’eux  les  mêmes  diftances;  ainfi  ces 
valeurs  ferviront  non-feulement  pour  le  cas  d’une  courbe 
quelconque  mobile  6C  invariable  dans  fa  figure,  mais  aulfi 
pour  le  cas  d’un  corps  folide  de  figure  quelconque. 

y 6.  Puis  donc  que  les  valeurs  précédentes  de  J'x, 
fatisfont  déjà  aux  équations  de  condition  du  problème  , il 
eft  clair  qu’il  fuffira  de  les  fubftituer  dans  la  formule 
S(Xix-\^YSy-\-Zi-{)dmy  6c  faire  enforte  qu’elle  de- 
vienne nulle,  indépendamment  des  quantités  <Tx,  S'y, 
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t L y,  tMy  iN  cjui  font  les  feules  indéterminées  qui 
relient. 

Or  comme  ces  quantités  font  les  mêmes  pour  tous  les 
points  du  corps , il  faudra  dans  la  fubftitution  les  faire  fortir 
hors  du  ligne  S‘,  & l’on  aura  conféquemment  cette  équa- 
tion générale  de  l’équilibre  d’un  corps  folide  de  figure  quel- 
conque. 

hSYdm-\~S^tSZ  dm 

-4-  «T  N S (Y  X — Xy)dm  MSfX-^ — Zx)dm 

-^tLS{Zy  — Y^Jdms^Oy 

d’où  l’on  tirera  les  équations  particulières  de  l’équilibre , en 
ayant  égard  aux  conditions  du  problème. 

57.  Et  d’abord  li  le  corps eft  fuppofé  entièrement  libre, 
les  fix  variations  <fA,  S->  y iL,  fMy  iN y feront  toutes 
indéterminées,  & il  faudra  égaler  féparément  à zéro  les 
quantités  par  où  clics  fe  trouvent  multipliées  ^ ce  qui  donr 
ncra  ces  iix  équations  déjà  connues, 

SXdm  — O y S Y d m = O y S Z dm  ^ O 
S{Y  X — Xy)  dm=Oy  5(  Z 3c)  dm=Oy  S{  Z y — Y-:^dm  =0. 

5 8‘  En  fécond  lieu,  s’il  y a dans  le  corps  un  point  fixe 
autour  duquel  il  ait  fimplement  la  liberté  de  pouvoir  pi- 
rouetter en  to,ut  fens,  & qu’on  nomme  u,  'é,  c les  valeurs 
des  coordonnées  Jf , y,  ^ pour  ce  point  ; il  faudra  que  l’on  ait 
ia.  = Oy  fb=*  O,  fc  = o;  donc  J'a  — biN  — o y 

a<riSf  — c<ri=o,iTr — aSM-\r  i>^L=:o‘y  d’où  l’on 
tire 
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t>^=s  iS'N'—  cfM^ 
clL  — afNf 
t,  = aîM  — itL. 

Qu’on  fubftitue  ces  valeurs  dans  l’équation  générale  de 
l’article  précédent,  6c  mettant  fous  le  ligne  S les  quantités 
a^b  yC  qui  font  conftantes  par  rapport  aux  différons  points 
du  corps , on  aura  cette  transformée , 

tNS(Y  (x^a)-X(y  — b))dm^ 
tMS(X(-{ — c)  — Z (x  — a))  dm-\- 
fL  S (Z  (y  — ’b)  Y — c))  dm  = Oy 

laquelle  ne  fournira  donc  plus  que  trois  équations , favoir , 

S(Y(x-a)^X(y-b))dm^o 
S ( X(  \ — c ) — Z Çx  — a) ) d m = O 
^ (2  (y  — b)  — Y (■{.— c) ) dm  = o. 

5 9-  En  troifieme  lieu  s’il  y a dans  le  corps  deux  points 
fixes,  & que/,  h foient  les  valeurs  de  x,  ^ pour  le 
fécond  de  ces  points , on  aura  de  plus 

t\  = gtN  — ht-M 
ift  — hî'L  — fl  N 
if  = fiM— giL-f 

donc,  comparant  ces  valeurs  de  />,  /,  avec  celles 

de  l’article  précédent,  on  aura 

(g-^b)iN^(k-c)lM=o 
{f~aJlN — fk  — c)lL  =0 
(f^a)tM-(g-bJiL-^o, 
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Les  deux  premières  de  ces  équations  donnent 

& comme  ces  valeurs  fatisfonc  aullî  à la  troifieme  équation, 
il  s’enfuit  que  la  variation  S-N  demeure  iAdéterminée. 

Faifant  donc  ces  fubftitutions  dans  la  transformée  de  l’ar- 
ticle précédent,  on  aura 

t i\T[  {h  — c)5‘(l^  {x  — a)  — — 6))  dm  -i- 

{g  — ^)5(X(^  — ~c  ) — Z(x*— <z))  dm 
{f—a)S{Z  {y  — b)  — Y{i  — c))dm'\=^o\ 

ainfi  les  conditions  de  l’équilibre  feront  renfermées  dans 
cette  feule  équation , ' ' 

(A— c)5  {Y  (x  — a)  — X{y  — h))dm-^^ 

{g  — b)  5(X  (:{  — c)  — Z (x  — a))dm-h 
if  — S{Z  (y  — b)  — Y (:{  — c))dm  = o. 

do.  En  général  fi  les  deux  points  du  corps  que  nous  ve- 
nons de  fuppofer  fixes  ne  l’étoient  pas , mais  qu’ils  fullènt 
mobiles  fur  des  lignes  ou  des  furfaces  données,  ou  même 
joints  entr’eux  d’une  maniéré  quelconque,  on  auroit  alors 
une  ou  plufieurs  équations  difFérentielles  entre  les  variations 
des  coordonnées  a,  A,  c,  fy  g y h qui  répondent  à ces 
points  ; & fubfirituant  à là  place  de  ces  variations  leurs 
valeurs  en  «Ta,  <Tr,  iLy  S My  i'Ny  d’après  les  formules 
générales  de  l’article  5 5 , on  auroit  autant  d’équations  entre 
ces  dernieres  variations,  au  moyen  defquelles  on  détermi- 
neroit  quelques-unes  de  ces  variations  par  les  autres,  & 
fubftituant  enfuite  ces  valeurs  dans  l’équation  générale,  on 
égaleroit  à zéro  chacun  des  coëfficiens  des  variations  reftantes  ; 

ce 
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ce  qui  fournira  toutes  les  équations  néceflaires  pour  l’équi- 
libre. 

La  marche  du  calcul  eft,  comme  l’on  voit,  toujours  la 
même;  & c’eft  ce‘  qu’on  doit  regarder  comme  un  des  prin- 
cipaux avantages  de  cette  méthode. 

6 I . Au  refte,  les, expreflions  trouvées  plus  haut  (art.  yy  ), 
pour  les  variations  fXj  S'y  y S^  font  voir  que  ces  variations 
ce  font  que  les  réfultats  des  nnouvemens  de  tratiflacion’&tdc 
rotation  , que  nous  avons  conlidérés  ep  ^énérahdans  la  Sec^ 
tion  troifieme.  "...  .1 

En  eflFet,  il  eft  vifible  que  les  termes  S?.l  S/Xy  Sr  qui  font 
communs  à tous  les  points  du  corps,  repréfentent  les  petits 
efpaces  parcourus  par  le  corps  , Tuivant  les  direéhons  des 
coordonnées  Xyy,  :j,  en  vertu  d’un  mouvement  quelconque 
de  trandation  ; & on  voit  par  les  formules  de  l’article  3 de 
la  même  Seftion,  que  les  termes  — ySNy  xSN—^ 
\SLyySL  — xSM  repréfentent  les  petits  efpaces  parcourus 
par  chaque  point  du  corps  , fuivant  les  mêmes  direâioRS  , 
en  vertu  de  trois  mouvemens  de  rotation  sLy  sMy  s N 
autour  des  trois  axes  des  Xy  y y \ÿ  ces  quantités  / Z , sMy 
S N répondant  aux  quantités  t/4,  </«,  de  l’article  cité. 
Ainll  on  auroit  pu  déduire  immédiatement  les  exprelGons 
dont  il  s’agit  de  la  feule  conlldération  de  ces /nouvemens , 
ce  qui  auroit  été  plus  Ample  , mais  non  pas  fi  direéL  L’ana* 
lyfe  précédente  conduit  naturellement  à ces  exprellions , 8c 
prouve  par-là  d’une  maniéré  direâe  8c  générale , que  lorf- 
que  les  différens  points  d’un  fyftême  conlervent  leur  pofi* 
tion  refpeéHve;  le  fyftçme  ne  peut  avoir  à chaque  inftant 
que  des  mouvemens  de  tranflation  dans  l’efpace,  8c  de  ro- 
tation autour  de  crois  axes  perpendiculaires  encr’eux. 

Q 
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f f S,I  X I E M E.  S E C T I O N. 
t , r • ■ Sur  lis  Principes  de  V Hydroflatique. 

iQ.U  E.  nous  igporionsi  la  , conftitution  intérieure 
des  fluides,  nous. 'ne  pouvons  douter  que  les  particules  qui 
les  compofent  ne  foient  matérielles , & que  par  celte  radon 
les  loix  générales  de  l’équilibre  ne  leur  conviennent  comme 
aux  corps  folides.  En  effet,  la  propriété  principale  des 
fluides  fie  la'  feule  qui  le^  ddlingue  des  corps  folides, 
confifte  en  ce  que  toutes  leurs  parties,  cèdent  à la  moindre 
/Orce,  & peuvent  fe  mouvoir  cnrr’elles  avec  toute 'la  faci- 
lité pollible , quelle  que  foit  d’ailleurs  la  liaifon  fie  l'aéUon 
mutuelle  de  ces  parties.  Or  cette  propriété  pouvant  aifément 
être  traduite  en  calcul,  il  s’enfuit  que  lès  loix  de  l’équilibre 
des  fluides  ne  demandent  pas  une  théorie  particulière,  mais 
qu’elles  ne  doivent  être  qu’un  cas  particulier  de  la  théorie 
générale  de  la  Statique.  C’eft  fous  ce  point  de  vue  que  nous 
allons  les  confldérer;  mais  nous  croyons  devoir  commencer 
par  expofer  en  peu.  de  mots  les  difl'érens  principes  qui  ont 
été  employés  jufqu’ici  dans  cette  partie  de  la  Statique , qu’on 
nomme  communément  Hydroflatique. 

Archimede  eft  le  plus  ancien  Auteur  qui  nous  ait  laiffe 
quelques  principes  fur  l’équilibre  des  fluides.  Son  Traité  de 
Jnfidemibus  humido  n’a  jamais  été  retrouvé  en  grec  ; il  y en 
avoit  feulement  une  traduétion  larine  aflez  défeclueufe , 
lorfque  Commendin  entreprit  de  le  reflitucr  fie  de  l’éclaircir 
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par  des  notes  ; il  parut  par  les  foins  de  ce  favant  Corrimeti- 
cateur  en  i 56J  j fous  le  titre  de  lis  quœ  vehuntur  in  aquâ. 

Cet  Ouvrage  qu’on  peut  regarder  comme  un  des  plus  pré- 
cieux reltes  de  l’antiquité,  eft  divifé  en  deux  LivrCvS.  D^ns 
le  premier  Archimede  pofe  ces  deux  principes , qu’il  regarde 
comme  des  principes  d’expérience,  & fur  lefquels  il  fonde 
toute  fa  théorie,  i®.  Que  la  nature  des  fluides  eft  telle  que 
les  parties  moins  preffées  font  chalTées  par  celfes  qui  le  font 
davantage , & que  chaque  partie  eft  toujours  prelTée  par  le 
poids  de  la  colonne  qui  lui  répond  verticalement,  1°,  Que 
tout  ce  qui  eft  poufle  en  haut  par  un  fluide,  eft  toujours 
pouffé  fuivant  la  perpendiculaire  qui  pafl'e  par  fon  centre 
de  gravité.  ^ ..  , , 

Du  premier,  principe  Archimede  ponclur  d’abord  que  la 
furfacc  d’un  fluide  dont , toutes  les  parties,  fonp  fuppofées 
pefer  vers  le  centre  de  la  terre , doit  être  fphérique  pour 
que  le  fluide  foit  en  équilibre.  Enfliite  il  démonte  qu’un 
corps  aufli  pefant.  qu’un  éga},  yojuj^  de  fluide  doit  s’y  en- 
foncer tout-à  fait , parce  qu’en  'confîdérant  ^deux  pyramides 
égales  du  fluide  fuppofé  en  équilibre  autour  du  centre  de  la 
terre , celle  où  le  corps  ne  feroit  plongé  qu’en  partie , exer- 
ceroit  une  moindre  preflion  que  l’autre  ftir  le  centre  de  la 
terre,  ou  en  général  fur  une  furface  /phérique  quelconque 
qu’on  imagineroit  autour  de  ce  centre.  11^  prouve  de  la  même 
maniéré  que  les  corps  plus  légers  qu’un  égal  volume  du 
fluide  ne  peuvent  s’y  enfoncer  que  jufqu’à  ce  que  la  partie  ■ 
fubmergée  occupe  la  place  d’un  volume  de  fluide  aulG  pefant 
que  le  corps  entier;  d’où  il  déduit  ces  deux  théorèmes  Hy- 
drolbitiques,.  que  les  corps  plus  légers  que  _ des  volumes 
égaux  d’un  fluide  y étant  plongés , en  font  repouffés  de  bas 
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en  haut  avec  une  force  ^gale  i l’excès  du  poids  du  duide 
déplacé  fur  celui  du  corps  plongé,  & que  les  corps  plus 
pefans  y perdent  une  partie  de  leur  poids  égale  k celui  du 
fluMe  déplacé. 

Archimede  fe  fert  enfuite  de  fon  fécond  principe  pour 
établir  les  loix  de  l’équilibre  des  corps  qui  flottent  fur  un 
fluide;  il  démontre  que  toute  Seébion  de  fphere  plus 
légère  qu’un  égal  volume  du  fluide,  y étant  plo  gée,  doit 
néceflàirement  (è  difpofer  de  maniéré  que  la  bafe  en  foie 
horifdntale  ; & fa  démonftration  conflfle  à faire  Voir  que  fi 
la  bafe  étoit  inclinée , le  poids  total  du  corps  confidéré  comme 
concentré  dans  fon  centre  de  gravité,  & la  poufiée  verti- 
cale du  fluide  confidérée  anfll  comme  concentrée  dans  le 
centre’ de  gravité  de  la  partie  fubmergée,  tendroient  tou- 
jours à faire  tourner  le  corps  jufqu’à  ce  que  fa  bafe  fut  re- 
devenue horifontale. 

Tels  font  les  objets  du  premier  Livre.  Dans  le  fécond, 
Arèbimede  donne,  d'après  les  mêmes  principes,  les  loix  de 
réquilibre  de  difFérens  folides  formés  par  la  révolution  des 
Sections  coniques,  & plongés  dans  des  fluides  plus  pefans 
que  ces  corps;  il  examine  les  cas  où  ces  conoïdes  peuvent 
y demeurer  inclinés,  ceux  où  iis  doivent  s’y  tenir  debout, 
& ceux  où  ils  doivent  culbuter  ou  fe  redreflèr.  Ce  Livre  eft 
un  des  plus  beaux  monuniens  du  génie  d’Archimede,  6c 
renferme  une  théorie  de  la  fiabilité  des  corps  flottans,  à 
Laquelle  les  modernes  ont  peu  ajouté. 

Quoique  d’après  ce  qu’Archimede  avoir  démontré,  il  ne 
fût  pas  difficile  de  déterminer  la  prelfion  d’un  fluide  fur  le 
fond  ou  fur  les  parois  du  vafê  dans  ' lequel  il  eft  renfermé , • 
Stevin  eft  néanmoins  le  premier  qui  ait  entrepris  cette  re- 
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cherche  , & qui  aie  découvert  le  paradoxe  Hydroftacique  , 
qu’un  fluide  peut  exercer  une  preflion  beaucoup  plus  grande 
que  fon  propre  poids.  C’dl  dans  le  tome  troifieme  des 
Hypemnemata  Mathematicd ^ traduits  de  l’Hollandois  par 
Snellius,  & publiés  à Leyde  en  i6o8,  que  je  trouve  la 
théorie  Hydroftatique  de  Stevin.  Après  avoir  prouvé  qu'un 
corps  folide  de  figure  quelconque,  & de  même  gravité  que 
l’eau  peut  y refter  dans  une  fituation  quelconque , par  la 
raifon  qu’il  occupe  la  même  place , pefe  autant  que  fi 
c’étoit  de  l’eau , Stevin  imagine  un  vafe  recbtngulaire  rempli 
d’eau , & il  fait  voir  aifément  que  fon  fond  doit  fupporter 
tout  le  poids  de  l’eau  qui  rempht  le  vafe.  Il  fuppofe  enfuite 
qu’on  plonge  dans  ce  vafe  un  folide  de  figure  quelconque, 
fie  de  même  gravité  que 'l’eau;  il  eft  clair  que  la  preflion 
reliera  la  même  ; de  forte  que  fi  on  donne  au  folide  plongé 
une  figure  telle  qu’il  ne  relie  plus  qu’un  canal  de  fluide 
d’une  figure  quelconque , la  preflion  de  ce  canal  fur  la  bafe 
fera  encore  la  même,  Sc  par  conféquent  égale  au  poids 
d’une  colonue  verticale  d’eau  qui  auroit  cette  même  bafe. 
Or  Stevin  obferve  qu’en  fuppofant  ce  folide  fixement  ar- 
rêté à'fa  place  , il  n’en  peut  réfulter  aucun  changement  dans 
l’aélion  de  l’eau  fur  le  fond  du  vafe;  donc  la  preflion  fur 
ce  fond  fera  toujours  égale  au  poids  de  la  même  colonne 
d’eau,  quelle  que  foit  la  figure  du* vafe. 

Stevin  pafle  dedà  à déterminer  la  preflion  de  l’eau  fur 
les  parois  verticales  ou  inclinées;  il  divife  leur  furface  en 
plufieurs  petites  parties  par  des  lignes  hôrifontales , fie  il  fait 
voir  que  chaque  partie  efl  plus  preflee  que  fi  elle  étoit  ho- 
rifontale  fie  à Ta  hauteur  de  fon  bord  fupérieur , mais  qu’en 
même  tems  elle  eft  moins  preffée  que  fi  elle  étoit  placée 
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horifontalement  à la  hauteur  de  fon  bord  inférieur.-  D’où 
en  diminuant  la  largeur  des  parties,  & augmentant  leur 
nombre  à l’infini , il  prouve  par  la  méthode  des  limites  , 
que  la  preflion  fur  une  paroi  plane  inclinée,  eft  égale, au 
poids  d’une  colonne  dont  cette  paroi  feroit  la  bafe , & dont 
la  hauteur  feroit  la  moitié  de  la  hauteur  du  vafe. 

Il  détermine  enfuite  la  preflîon  fur  une  partie  quelconque 
d’une  paroi  plane  inclinée,  & il  la  trouve  égale  au  poids 
d’une  colonne  d’eau  qui  feroit  formée  en  appliquant  per- 
pendiculairement à chaque  point  de  cette  partie  des  droites 
égales  à la  profondeur  de  ce  point  fous  l’eau.  Ce  théorème 
étant  ainfi  démontré  pour  des  furfaces  planes  quelconques, 
iituées  comme  l’on  voudra , il  efl:  facile  de  l’étendre  à des 
furfaces  courbes  quelconques,  & d’en  conclure  que  la  pref- 
fion  exercée  par  un  fluide  pefant  contre  une  furface  quel- 
conque, a pour  mefure  le  poids  d’une  colonne.de  ce  même 
fluide,  laquelle  auroit  pour  bafe  cette  même  furface,  con- 
vertie en  une  furface  plane,  s’il  eft  néceffaire , & dont  les 
hauteurs  répondantes  aux  diiférens  points  de  la  l^gfe , feroient 
les  mêmes  que  les  diftances  des  points  coprefpondans  de  la 
furface  à la  ligne  de  niveau  du  fluide,  ou  ce  qui  revient 
au  même,  cette  preffion  fera  mefurée  par  le  poids  ii’une 
colonne  qui  auroit  pour  b.afe  la  furface  preflTée,  & pour 
hauteur  la  diftance  vertfcale  du  centre  de  gravité  de  cette 
même  furface , à la  furface  fupérieure  du  fluide. 

Les  théories  précédentes  de  l’équilibre  ôc  de  la  preflion 
des  fluides  font,  comme  l’on  voit,  entièrement  indépen- 
dantes des  principes  généraux  de  la  Statique,  n’étant  fondées 
que  fur  des  principes  d’expérience,  particuliêrs  aux  fluides  ; 
& cette  maniéré  de  démontrer  les  loix  de  l’Hydroftatique , 
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en  dcduifanc  de  la  connoilTance  cxpérlmcncale  de  quelques- 
unes  de  ces  loix,  celle  de  toutes  les  autres  a été  adoptée 
depuis  par  la  plupart  des  Auteurs  modernes,  8c  a fait  de 
l’Hydroftatique  une  fciencej^tout  à-fait  différente,  8c  indé- 
pendante de  la  Statique. 

■ Cependant  il  étoit  important  de  lier  ces  deux  fciences 
enfemble , 8c  de  les  faire  dépendre  d’un  feul  8c  même  prin- 
cipe, Or  parmi  les  differens  Principes  qui  peuvent  fervir  de 
bafe  à la  Statique , 8c  dont  nous  avons  donné  une  expofi- 
tion  fuccinte  dans  la  première  Seélion,  il  eft  vifible  qu’il 
n’y  a que  celui  des  vîtelTes  virtuelles  qui  s’applique  natu- 
rellement à l’équilibre  des  fluides.  Aufli  Galilée,  Auteur  de 
ce  Principe,  s’en  eft  fervi  également  pour  démontrer  les  prin- 
cipaux théorèmes  de  Statique  8c  d’Hydroftatique. 

• Dans  fon  Difeours  intorne  aile  cofe  che  Jlanno  in  fu  Vaqua  , 
O che  in  quelle  Ji  mouvono  ; il  déduit  immédiatement  de  ce 
principe  l’équilibre  de  l’eau  dans  un  fyphon , en  faifant  voir 
que  fi  on  fuppofe  le  fluide  à la  même  hauteur  dans  les  deux 
branches,  il  ne  fauroit  defeendre  dans  l’une , 8c  monter  dans 
l’autre , fans  que  les  momens  ne  foient  égaux  dans  la  partie 
du  fluide  quidefeend,  8c  dans  celle  qui  monte.  Galilée  dé- 
montre d’une  maniéré  femblable  l’équilibre  des  fluides  avec 
les  folides  qui  y font  plongés  ; 8c  quoique  fes  démonftrations 
paroiflent  n’avoir  pas  toute  la  rigueur  qu’on  y pourroit  déli- 
rer, il  eft  cependant  facile  de  l’y  mettre  en  envifageant  le 
Principe  dont  il  s’agit  dans  une  plus  grande  généralité,  ainfi 
que  l’a  fait  depuis  l'Abbé  Grandi  dans  lés  notes , au  même 
Traité  de  Galilée.  Defeartes  8c  Pafcal  ont  également  em- 
ployé le  principe  des  vîtelTes  virtuelles  dans  l’Hydroftatique  ; 
ce  dernier  fur-tout  en  a fait  le  plus  grand  ufage  dans  Ton 
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Traité  de  l’équilibre  des  liqueurs , & s'en  eft  fervi  pour  dé- 
montrer la  propriété  principale  des  fluides  ; favoir  qu’une 
preflion  quelconque  appliquée  à un  point  de  leur  furface  » 
Te  répand  également  dans  tous  les  autres  points. 

Néanmoins , quoique  ce  1 rincipe  ait  l’avantage  d’être 
fimple  •&  général,  foit  pour  l’équilibre  des  fluides,  foit  pour 
celui  des  corps  folides,  il  a été  abandonné  par  la  plupart 
des  Auteurs  modernes  qui  ont  traité  de  1 Hydroftatique  , 6c 
fur-tout  par  ceux  qui  ont  entrepris  de  reculer  les  limites  de 
cette  Science , en  cherchant  les  loix  de  l’équilibre  des  fluides 
hétérogènes , dont  toutes  les  parties  font  animées  par  des 
forces  quelconques;  recherche  très-importante  par  le  rap- 
port qu’elle  a avec  la  fameufe  queftion  de  la  flgure  de  la 
Terre. 

Huyghens  a pris  dans  cette  recherche,  pour  principe  d’équi- 
libre, la  perpendicularité  de  la  pefanteur  à la  furface.  NeTton 
eft  parti  du  principe  de  l’égalité  des  poids  des  colonnes  cen- 
trales. Bouguer  a remarqué  enfuite  que  fouvent  ces  deux 
principes  ne  donnoient  pas  le  même  réfulut,  & en  a conclu 
que  pour  qu’il  y eût  équilibre  dans  une  mafle  fluide  , il  falloir 
que  les  deux  principes  y eulTent  lieu  à la  fois,  & s’accor- 
dallènt  à donner  la  même  flgure  à la  furface  du  fluide.  Mais 
feu  AI.  Clairaut  a démontré  de  plus  qu’il  peut  y avoir  des 
cas  où  cet  accord  ait  lieu  , fie  où  cependant  il  n’y  auroic 
point  d’équilibre.  Maclaurin  a généralifé  le  principe  de 
Nevton , en  établilTant  que  dans  une  mafle  fluide  en  équi- 
libre, chaque  particule  doit  être  comprimée  également  par 
toutes  les  colonnes  reftilignes  du  fluide,  lefquelles  appuient 
fur  cette  particule,  fie  fe  terminent  à la  furface;  Sc  M.  Clai- 
raut  l’a  rendu  plus  général  encore,  en  faifant  voir  que  l’équi- 
libre 
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libre  d’une  mafle  fluide,  demande  que  les  efforts  de  toutes 
les  parties  du  fluide,  renfermées  dans  un  canal  quelconque  , 
aboutiffîmt  à la  furface  , ou  rentrant  en  lui-même , fe  détrui- 
fent  mutuellement.  Enfin  il  a déduit  le  premier  de  ce  Prin- 
cipe , les  vraies  loix  fondamentales  de  l’équilibre  d’une  malle 
fluide  dont  toutes  les  parties, font  animées  par  des  forces 
quelconques,  & il  a trouvé  les  équations  aux  différences 
partielles , par  lefquelles  on  peut  exprimer  ces  loix.  Décou- 
verte qui  a changé  la  face  de  l’Hydroftatique,  & en  a fait 
comme  une  fcience  nouvelle. 

Le  Principe  de  M.  Clairaut  n’eft  qu’une  conféquence  na- 
turelle du  Principe  de  l’égalité  de  prelfion  en  tout  fens. 
Aulli  M.  d’Alembert  a-t-il  déduit  immédiatement  de  ce  der- 
nier principe,  les  memes  équations  différentielles  que  M.  Clai- 
raut  avoir  trouvées  par  le  lien;  & il  faut  avouer  que  ce  Prin- 
cipe renferme  en  effet  la  propriété  la  plus  (impie  & la  plus 
générale  que  l’expérience  ait  fait  découvrir  dans  l’équilibre 
des  fluides.  Mais  la  connoiffance  de  cette  propriété  eff-elle 
indifpenfable  dans  la  recherche  des  loix  de  l’équilibre  des 
fluides  ? Et  ne  peut-on  pas  dériver  ces  loix  direétement  de 
la  nature  même  des  fluides  confidérés  comme  des  amas  de 
molécules  très-déliées  , indépendantes  les  unes  des  autres , 
Sc  parfaitement  mobiles  en  tout  fens  ? C’eft  ce  que  je  vais 
tâcher  de  faire  dans  les  Sections  fuivantes,  en  n’employant 
que  le  Principe  général  de  l’équilibre  dont  j’ai  fait  ufage 
jufqu’ici  pour  les  corps  folides  ; & cette  partie  de  mon  tra- 
vail fournira,  non-feulement  une  des  plus  belles  applica- 
tions du  Principe  dont  il  s’agit,  mais  fervira  auflî  à lîmpli- 
fier  à quelques  égards  la  théorie  même  de  l’Hydroftatique. 

On  fait  que  les  fluides  en  général  fe  divifent  en  deux 
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cfpeces;  en  fluides  incomprcfllbles  dont  les  parties  peuvent 
changer  de  figure,  mais  fans  changer  de  volume;  & en 
fluides  compreflibles  &C  élafliques  dont  les  parties  peuvent 
changer  à la  fois  de  figure  & de  volume,  & tendent  tou- 
jours à fe  dilater  avec  une  force  connue  qu’on  fuppofe  or- 
dinairement proportionnelle  à une  fon£b’on  de  la  denfitë. 

L’eau,  le  mercure,  &c,  appartiennent  à la  première 
efpece;  & l’air,  la  vapeur  de  l’eau  bouillante,  &c,  appar- 
tiennent à la  fécondé. 

Nous  traiterons  d’abord  de  l’équilibre  des  fluides  incom- 
prellibles;  & enfuite  de  celui  des  fluides  compreflibles  Sc 
élafbqucs. 


SEP-TIEME  SECTION. 

De  l'équilibre  des  fluides  incomprejflbles. 

I.  Soit  une  mafle  fluide  a,  dont  tous  les  points  foient 
animés  par  des  pefanteurs  ou  forces  quelconques  P y Qy 
Ry  &c,  dirigées  fuivant  les  lignes  r,  &c,  on  aura, 

fuivant  les  dénominations  de  l’article  i x de  la  Seélion  4 , 
pour  la  fomme  des  momens  de  toutes  ces  forces , la  for- 
mule intégrale 

S P f P -4“  q Ri' r •+■  &c ')  dm  y 

laquelle  devra  être  nulle  en  général,  pour  qu’il  y ait  équi- 
libre dans  le  fluide. 

a.  Suppofons  d’abord  le  fluide  renfermé  dans  un  canal 
ou  tuyau  infiniment  étroit,  & de  figure  donnée;  & imagi- 
nons ce  fluide  divifé  en  tranches  ou  portions  infiniment 
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petites,  dont  la  hauteur  foit  </j,  & la  largeur  « , on  pourra 
prendre  dm  — t ds  y à caufe  que  la  largeur  « du  tuyau  eft 
fuppofée  infiniment  petite,  ds  étant  l’élément  de  la  courbe 
du  tuyau.  Or  en  imaginant  que  le  fluide  reçoive  un  petit 
mouvement,  & change  infiniment  peu  de  place  dans  le 
tuyau,  foit  <Tj  le  petit  efpace  que  la  tranche  ou  particule 
dm  parcourt  dans  le  tuyau;  il  eft  clair  que  fera  la  quan- 
tité de  fluide  qui  paftcra  en  mcme-tems  par  chacune  des 
Sections  « du  canal.  Donc  à caufe  de  l’incomprelfibilité  du 
fluide,  il  faudra  que  cette  quantité  foit  par-tout  la  même  ; 
de  forte  que  faifant  « j = « , la  quantité  « fera  conftante 

par  rapport  à la  courbe  du  tuyau.  On  aura  ainfi  •*  = , & 

par  conféquent  dm  =*  ~j~  » forte  que  la  formule  qui 
exprime  la  fomme  des  mdmens  des  forces,  deviendra  (en 
faifant  fortir  hors  du  figne  intégral  S la  quantité  conftante  «) 
« S (P  îp-{-  Qiq  Rtr  UcJ  . 

Maintenant  il  eft  vifible  que  puifque  fq,  <rr,  &c , 
font  les  variations  des  lignes  p,  q,  r y &c  , réfultantes  de  la 
variation  <Ts , ces  variations  doivent  avoir  entr’elles  les  mêmes 
rapports  que  les  différentielles  d/» , dqy  dr,  &c,  j , à caufe 

de  la  figure  du  canal  donnée;  ainfi  on  aura  = 

/ d "î  ^ d fs 

■77'  = J -77  = -JJ  , &c  ; ce  qui  réduira  la  formule 
précédente  à cette  forme, 

“S  (P  dp  •+•  Qdq  + Rdr-+-  &c)  , 
ou  les  différentielles  dp  y dqy  dry  &c,  fe  rapportent  à la 
courbe  du  canal , & le  figne  S indique  une  intégrale  prife 
par  toute  l’étendue  du  canal. 

Faifant  donc  cette  quantité  = o , on  aura  l’équation 

R 1 
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S (P dp -¥•  Qdq R d r tic ) = O ^ 
laquelle  contiens  la  loi  générale  de  l’équilibre  d’un  Huide 
renfermé  dans  un  canal  de  figure  quelconque. 

3.  Si  outre  les  forces  P R,  6cc  , qui' animent  chaque 
point  du  fluide,  il  y avoit  de  plus  à l’une  des  extrémités  du 
canal  une  force  extérieure  n'  qui  agît  par  le  moyen  d’un 
pifton  fur  la  furface  du  fluide,  ôc  perpendiculairement  aux 
parois  du  canal  ; alors  dénotant  par  ,r s' le  petit  efpace  parcouru 
par  la  tran  he  de  fluide  qu’on  fuppofe  preflTce  par  la  force  n', 
tandis  que  les  autres  tranches  parcourent  les  dififérens  ef- 
paces  fs , il  faudra  ajouter  à la  fomme  des  momens  des 
forces  P,  Ç,  /î,  &c,  le  moment  de  la  force  n',  lequel 
fera  repréfenté  par  n'  f/.  Or  lî  on  nomme  la  fection  du 
canal  à l’endroit  où  agit  la  force  n',  on  aura  dfs'  pour  la 
quantité  de  fluide  qui  pafle  par  la  feéfion  tandis  que  par 
une  autre  feélion  quelconque  a , il  pafle  la  quantité  de  fluide 

U ^ S, 

Mais  l’incompreflibilité  du  fluide  demande  que  ces  quan- 
tités foient  par-tout  les  mêmes  ; donc  ayant  déjà  fuppofô 
U f s — » y on  aura  aufli  *=  « ; par  conféquent 

fs'=  Donc  la  Ibmme  totale  des  momens  des  forces  qui 
agilîènt  fur  le  fluide , fera  repréfentée  par  la  formule 
a Ç—^~+-SfPdp^Qdq-i-Rdr-^-tccJ^i 
de  forte  que  l’équation  de  l’équilibre  fera 

H S { P dp  •+-  ^ d q -J-  R dr  -t-  &c  ) o. 

4-  11  eft  évident  que  dans  l’état  d’équilibre , la  force  n' 
doit  être  contrebalancée  par  la  prelfion  du  fluide  fur  le 
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pifton  dont  la  largeur  eft  0 ; d’où  il  s’enfuit  que  cette  pref- 
fion  fera  égale  à — n',  & par  conféquent, 

^ =s  S (P  d P Q^d  q -+-  R dr  -+-  &c  \ 

Donc  en  général  la  preflîon  du  fluide  fur  chaque  point 
du  pifton , fera  exprimée  par  la  formule  intégrale 

S (P  dp  Q d q Rdr  -k-  Sic) y 

en  prenant  cette  intégrale  par  toute  la  longueur  du  canal. 
Et  cette  prellion  fera  auffi  la  même , fi  au  lieu  d’un  pifton 
mobile  on  fuppofe  un  fond  immobile  qui  ferme  le  can.-il 
d’un  côté. 

5.  Si  à l’autre  extrémité  du  canal  il  y avoir  une  autre 
force  n"  agiflante  de  même  par  le  moyen  d’un  pifton,  on 
trouveroit  pareillement , en  nommant  la  fcélion  du  canal 
dans  cet  endroit,  l’équation 

—, h"  S (P  dp ^dq  Rdr Sic)  = O 

pour  l’équilibre  du  fluide. 

6-  Donc  fi  le  fluide  n’eft  prelTé  que  par  les  deux  forces 
extérieures  n'  & n"  appliquées  aux  furfaces  & «*",  il  faudra 

pour  l’équilibre  que  l’on  ait  H-  = o;  d’où  l’on  voit 

que  les  deux  forces  n'  & n"  doivent  être  de  dire«ftions  con- 
traires, & en  même  tems  réciproquement  proportionnelles 
aux  furfaces  u"  fur  lefquelles  ces  forces  agiflent.  Propo- 
fition  qu’on  regarde  communément  comme  un  principe  d’ex- 
périence, ou  du  moins  comme  une  fuite  du  principe  de 
l’égalité  de  preflîon  en  tout  fens,  dans  lequel  la  plu- 
part des  Auteurs  d’Hydroftatique  font  confifter  la  nature  des 
fluides. 
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■7.  Connoiflant  les  loix  de  l’équilibre  d’un  Huide  renfermé 
dans  un  canal  très-étroit  6c  de  figure  quelconque,  il  n’eft 
pas  difficile  d’en  déduire  celles  de  l’équilibre  d'une  malle 
quelconque  de  fluide  renfermée  dans  un  vafe  ou  non. 

Car  il  eft  évident  que  fi  une  malle  fluide  eft  en  équi- 
libre , 6c  qu’on  imagine  un  canal  quelconque  qui  la  tra- 
verfe , le  fluide  contenu  dans  ce  canal  fera  aulfi  en  équi- 
libre de  lui-même , c’eft-à-dire , indépendamment  de  tout 
le  j-efte  du  fluide.  Ôn  aura  donc  pour  l’équilibre  de  ce  canal, 
en  faifant  abftracüon  des  forces  extérieures  (art.  1), 

S (P  dp  Qd  q Rdr  -i-  icc)  — O y Sc  comme  la  figure 
du  canal  doit  être  indéterminée , l’équation  précédente  devra 
toujours  avoir  lieu , en  faifant  varier  cette  figure  d’une  ma- 
niéré quelconque. 

Dénotons  en  général  par  ® la  valeur  de  l’intégrale 
S (?  dp  Qdq-\- Rdr  ->rbic)  par  toute  la  longueur 
du  canal , enforte  que  l’équation  de  l’équilibre  du  canal  foie 
4,  = O ; 6c  repréfentant  les  variations  par  la  caraélériftique 
/,  comme  c’eft  l’ufagc , il  faudra  que  l’on  ait  auflî  en  gé- 
néral (T*  = O. 

Or  = i , S (P  dp  Qdq  Rdr-\-  icc) 
s=  S f (P  dp-^  Qdq-i-  Rdr  -4-  8ic  ) =3 
S (P  f dp  Qf  d q R tdr èce  i P d P 

-\rfQdq~\~S-Rdr-\r  icc).  Changeant  sd  en  j',  6c  faifant 
enfuite  difparoître  le  double  figne  dî  par  des  intégra- 
tions par  parties,  fuivant  les  principes  connus  du  calcul 
des  variations,  on  aura 

l«>r=iP  Sp^Qîq^  Rir~^Scc. 

~\-S(fPdp — dPfp~\~fQdq — dQsq 
t Rd r — d Ri~r &(.c)  y 
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où  les  termes  qui  font  hors  du  ligne  S fe  rapportent  aux 
extrémités  de  l’intégrale  repréfentée  par  ce  ligne  , & ré- 
pondent par  conféquent  à la  furface  du  fluide. 

Maintenant  comme  les  quantités  P,  Q,  R,  &c,qui  repré- 
fentent  les  forces,  font,  ou  peuvent  toujours  être  fuppo- 
fées  des  fonâJons  dep  , j , r,  &c,  il  eft  clair  que  la  partie 
de  4>  qui  eft  affeélée  du  ligne  5,  n’eft  plus  fufceptible  de 
réduiftion;  donc  pour  que  l’on  ait  en  général  o,  il 

faudra  i®  que  -cette  partie  foit  nulle  d’elle-même,  & que 
par  conféquent  on  ait  pour  chaque  point  de  la  malle  fluide, 
l’équation  identique 

t P dp  — dP  t P -+-  dq  — d Q f q 

tRdr  — d Ri r 6lc  = o\ 
a®,  que  l’on  ait  pour  la  furface  extérieure  du  fluide , 
Pip‘^Qiq-\-Rtr-\~  &c  = O , 

en  fuppofant  que  les  différences  <^^,  iq,  ir^  Sec  y fe  rap- 
portent à cette  furface. 

La  première  condition  fervira  à déterminer  la  nature  des 
forces  P,  Qy  R y Sec  y par  lefquelles  le  fluide  pourra  être  en 
équilibre,  & la  fécondé  donnera  la  figure  même  que  le 
fluide  doit  prendre  en  vertu  de  ces  forces. 

g.  Suppofons  que  les  quantités  P,  QyRy  Sec.  foient  telles 
que  la  première  condition  ait  lieu,  on  aura  dans  ce  cas 
Amplement 

i ÿ SS3  P ip Ç^q  ■+“  Rir  ■+■  &c. 

Or  J"  ♦ eft  évidemment  une  différentielle  exa(fte  prife  par 
rapport  à la  variable  J';  ainfi  P ip-^  Q iq  -i-  R i r -+-  Scc  , 
fera  aufli  une  différentielle  exaéle  ; donc  changeant  t en 
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</,  on  auraladifrercntielleexa£keP<//>-4-Ç</9-i-/?i/r-i-ô£c, 
dont  ■»  fera  l’intégrale. 

Réciproquement  fi  P dp  Qdq-\-  Rdr  8cc  , eft  une 

diflérentielle  exaéle,  la  première  condition  ci-deffiis  aura 
néceflairement  lieu.  Car  alors  l’intégrale  o de  cette  quan- 
tité fera  une  fonébion  de  ç,  r,  &c;  de  forte  qu’en  difl'é- 
rentiant 

d*=^F  dp Qdq~\-  Rdr  &ic,  Sc  de  même 
^**=P^p-^Qs^q-hRir-i-ic.c,  donc 
td*  =a  Pdp-i-tQdq~+-fRdr-+-  &c 
P f dp  Çf  d q -+•  R fd  r kc  f & 

= dPtp^dQtq-\-dRtr-\-  &c 
^Pdfp~\-Qdïq-^Rdir^  &c. 

Mais  par  les  principes  du  calcul. des  variations,  td  eft  la 
meme  chofe  que  di\  donc  on  aura 

td*  — dt*  = iPdp-^-lQdq^tRdr-\-bLc 
— dp  f P — dQtq  — d Rt  r — &c  = o; 

ce  qui  eft  la  condition  donc  il  s’agit.  D’où  il  s’enfuit  que 
cette  condition  fe  réduit  à ce  que  les  forces  P , Q^R,,  tic, 
foient  telles  que  P d p Qd q-\- R d r-^  icc ^ foit  une  quan- 
tité intégrable. 

Nommant  donc  » l’intégrale  de  cette  quantité,  la  fécondé 
condition  de  l’équilibre  fera  = o,  ou  bien  d*  = o pour 
la  furface  extérieure  du  fluide  ; de  forte  qu’en  Intégrant  on 
aura  <»>  = conft.  pour  l’équation  de  cette  furface. 

9 . Si  on  confidere  l’équation  meme 

t P dp  - — dp  ^ ^ Ç dq  ^—d  ^q  R dr—d  R f' rH— &c=»o , 

• - trouvée 
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trouvée  dans  l’article  7,  on  en  pourra  déduire  les  condi- 
tions analitiques  qui  doivent  avoir  lieu  entre  les  expref- 
fions  des  forces  P,  Ç,  P,  &c;  car  en  regardant  ces  ex- 
preflions comme  des  fonétions  quelconques  de  y,  r,  &c’, 

on  aura  , fuivant  la  notation  reçue , <éP  = dp 

dp  dV  ^ 

dq  •if  dr  -if  &c  ; de  même 


& ainll  des  autres  différences  ; fubflituant  ces  valeurs  dans 
l’équation  précédente , Sc  ordonnant  les  termes , elle  de- 
viendra de  cette  forme. 


(4f““47-)  (fqdp-dqtp)-^ 

(4t-  — 4f)  (frdp-drSp)-^ 

(4? (^rdq  — drSq)-^-(Cc  = o, 

de  devra  avoir  lieu  indépendamment  des  différences 
dr \ ip^  tq,  <Tr,  &c. 

I O.  Donc  s’il  n’y  a aucune  relation  donnée  entre  les 
variables py^y  fy  &c,  il  faudra  faire  féparémenc 


d?  

dQ.  _ 

dq 

dp 

dP 

dR  

dr  * 

dp 

àQ. 

dR 

d r * 

dq  ^ 

&c. 

Ce  font  les  équations  de  condition  connues  pour  l’inté- 
grabilité  de  la  formule  F dp  Qdq-i-  Rdf  &c. 
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Mais  fi  la  variable  r dépendoit,  par  exemple,  des  deux 
variables  p &c  q y enforte  que  dr  — A dp  -\r  B dqy  on  au- 
roit  également  fr  ^ Ai  p B t q \ donc  irdp  — dpir^s 

B (î qdp  — <Lqlp)y  i rdq  — dri q = A (fpdq — dp  iq), 
fubftituant  ces  valeurs  dans  l’équation  générale , & égalant 
à zéro  le  coefficient  de  îqdp — dqSpy  on  auroit  l’équa- 
tion 


dP 

dq 


àQ. 


dR 


dr 


dq 


) = ' 


laquelle  tiendra  lieu  des  trois  premières  équations  de  condi- 
tion , & ainfi  du  refte. 

I I . Lorfque  la  malle  fiuide  n’a  que  deux  dimenfions  , la 
pofition  de  chacun  de  Tes  points  ne  dépend  que  de  deux 
variables;  ainfi  les  différentes  variables  , y,  r,  &c,  pour- 
ront toujours  fe  réduire  à deux  feulement;  & il  n’y  aura 
alors  qu’une  feule  équation  de  condition.  Mais  quand  la 
malfe  fluide  a trois  dimenfions,  la  pofition  de  fes  points 
dépend  en  général  de  trois  variables;  par  conféquent  on 
pourra  toujours  réduire  à trois  toutes  les  différentes  varia- 
bles py  qy  r y 6cc,  t>c  l’on  aura  aufll  trois  équations  de 
condition. 

I 2.  Au  refte,  on  a fait  abftraébion  jufqu’Ici  de  la  den- 
fité  du  fluide , ou  plutôt  on  l’a  regardée  comme  conftante 
& ég.ale  à l’unité;  mais  fi  on  vouloit  la  fuppofer  variable, 
alors  en  nommant  a la  denfité  d’une  particule  quelconque 
dm  y on  auroit  (art.  1)  dm=.  t,mds\  nîoyennant  quoi  les 
quantités  P , Qy  Ry  &c,fe  trouveroient  toutes  multipliées 
par  a.  Ainfi  l'on  aura  pour  l’équilibre  des  fluides  de  den- 
fité variable , les  mêmes  loix  que  pour  l’équilibre  des  fluides 
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de  denHtë  uniforme , en  multipliant  feulement  les  différentes 
forces  par  ladenfîté  du  point  fur  lequel  elles  agifl'ent  j c’eft- 
i-dire , en  écrivant  fimplement  aP,  ûÇ,Aiî,  &c,àla 
place  de  P,  Ç,  P,  &c. 

I 3 • Nous  avons  commencé  par  chercher  les  loix  de  l’tqui- 
libre  d’un  fluide  renfermé  dans  un  tuyau  infiniment  étroit, 
fie  nous  en  avons  déduit  enfuite  les  loix  générales  de  l’équi- 
libre d’une  mafle  fluide  quelconque.  On  peut  néanmoins 
parvenir  immédiatement  à ces  dernieres  loix,  en  confidé- 
rant  d’abord  la  queflion  dans  toute  fa  généralité , fie  faifant 
ufage  de  la  méthode  de  la  Se£üon  quatrième. 

Suppofons , pour  plus  de  llmplicité , que  toutes  les  forces 
qui  agiflènt  fur  les  particules  du  fluide  foient  réduites  à 
trois,  repréfentées  par  Xy  Y y Z,  8c  dirigées  fuivant  les 
coordonnées  reélangles  x,  y y \y-  c’eft-à-dire , tendantes  à 
diminuer  ces  coordonnées.  Nous  avons  donné  dans  l’article 
5 de  la  Seélion  cinquième,  les  formules  générales  de  cette 
réduébion.  Nommant  dm  h mafle  d’une  particule  quelcon- 
que, on  aura  pour  la  fomme  des  momens  des  forces  Xy  Yy  Z, 
la  formule  intégrale 

S (Xtx~\‘Y^y-^Zi\)  dm  : 

or  le  volume  de  la  particule  dm  peut  être  repréfenté  par 
dxdyd-^y  ainfi  en  exprimant  par  a la  denfîté,  il  eft  clair 
qu’on  aura  dm  = ^dx dy d:(^\  iC  le  ligne  d’intégration  5 
appartiendra  à 3a  fois  aux  trois  v.iriables  x , y y 

II  faudra  de  plus  avoir  égard  à l’équation  de  condition 
réfultante  de  l’incomprefTibilité  du  fluide  , Laquelle  étant  fup- 
pofée  repréfentée  par  Z=»o,  on  aura  (en  différentiant 

Si 
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félon  / , multipliant  par  un  coëiHcient  indéterminé  ^ , flc 
intégrant)  la  formule  JaJZ  à ajouter  à la  précédente. 

S’il  n’y  a point  de  forces  accélératrices  qui  agiflènt  fur 
la  furface  du  fluide,  ni  de  conditions  particulières  à cette 
furface , on  aura  Amplement  pour  l’équilibre  cette  équation 
(Scét.  4,  art.  14), 

S fXf  X -h  — 

dans  laquelle  il  faudra  prendre  les  intégrales  relativement 
à toute  la  malle  du  fluide. 

I 4-  Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  Z & de  fa 
variation  t L.  Il  eft  vifible  que  la  condition  de  l’incompref- 
Abilité  conAfte  en  ce  que  le  volume  de  chaque  particule  foie 
confiant;  aiiiA  ayant  exprimé  ce  volume  par  dxdyd\^  on 
aura  dx  dy  d:^  — conll.  pour  l’équation  de  condition  ; par 
conféquent  Z fera  =.  d x d y d \ — conll  ; & «("Z  =« 
S.( d X d y d •{). 

Pour  avoir  la  variation  t.(dxdy  d:^),  \\  femble  qu’il  n’y 
auroit  qu’à  dilFérentier  Amplement  dxdyi\  félon  mais 
il  y a ici  une  conAdération  particulière  à faire , & fans  la- 
quelle le  calcul  ne  feroit  pas  rigoureux.  La  quantité 
n’exprime  le  volume  d’une  particule  qu’autant  qu’on  fup- 
pofe  la  Agure  de  cette  particule , un  parallélépipède  reélan- 
gülaire  dont  les  côtés  font  parallèles  aux  axes  des  x,  y 
cette  fuppoAtion  ell  très-permife , puifqu’on  peut  imaginer 
le  fluide  partagé  en  élémens  infln>ment  petits  d’une  Agure 
quelconque.  Ot  i'.  (dx dy  d\)  doit  exprimer  la  variation 
que  foufîre  ce  volume  lorfque  la  particule  change  inAnimenc 
peu  de  Acuation,  fes  coordonnées  x^yy  devenant 
y~^^yt  î > fie  il  ell  clair  que  A dans  ce  changement 
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de  lieu  la  particule  changeoit  aulli  de  figure  Sc  de  pofition 
relativement  aux  axes  des  on  ne  pourroic  plus 

mefurer  fon  volume  par  le  produit  des  difFérences  d(x-^tx)y 
d (y-\- ty)  ^ i\)  y de  fes  coordonnées;  ainfi  pour 

avoir  la  variation  exacte  du  volume,  il  faut  avoir  égard  à 
la  fois  au  changement  de  pofition  fie  de  figure  de  la  par- 
ticule. 

Pour  cela  il  faut  confidérer  les  coordonnées  qui  répondent 
aux  angles  du  parallélépipède  dxdyd  ç dans  fon  état  primitif, 
fie  dans  l’état  changé.  Dans  le  premier  état  il  ell  vifible  qup 
ces  coordonnées  font  x y y \ x~^  dx  y y y dyyT^\ 

*yyt\-\-d-{-y  x~^dxyy  -\-dyy  x dxy  y y d^-^ 
X y y dyy  ■{-\-d\y  x-\-dxUy  y-^rdyy  d\  \ fie  de  là,  en 
prenant  les  racines  de  la  fomme  des  carrés  des  différences 
des  coordonnées  pour  deux  angles  quelconques , on  aura  la 
droite  qui  joint  ces  angles , fie  qui  fera  ou  un  côté_  ou  une 
diagonale  du  parallélépipède;  on  trouve  ainfi  dx,  dy y d\ 
pour  les  côtés,  fie  Y (dx'  -+-  dy*)y  Y (dx*  -t-  di^Jy 
Y (dy^-^rdi^)  y Y (dx^  dy'  d-:^)  pour  les  diagonales^ 

Suppofons  maintenant  que  les  coordonnées  Xy  y y de- 
viennent X H-  -f-  fie  regardons  i x , iyy 

comme  des  foi.élions  quelconques 'de  x,^>,  en  faifant  va- 
rier fuccdlivement  les  Xyy,\  de  dx,  dy  y d-^y  on  trou- 
vera ce  que  doivent  devenir  les  autres  coordonnées 
x-t-d*,_y,  x,y-hdyy  fiée. 

Ainfi  en  faifant  varier  fimplement  x de  dx , on  aura 

xH-dx-4-«f'x  -1 — dxy  y-^^y~^  “T*~  î 


dx  pour  ce 
X -+- d X,  y:  ; faifant 


que  deviennent  les  coordonnées 
varier  y de  d^,  on  aura  x-+-<f'x 
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y “H  </>'  H-  J'J'  H- 


di-y 


iy  -J  ■>  I . -y  . - J . 

dy  pour  ce  que  deviennent  y dy  ^ ; & faifant 

varier  ^ de  on  aura  x-t-jxH d-{^y  -4-  <ry  -4- 

</:{,:(-4-</:i-4-J'ï“4-  </ï  pour  ce  que  deviennent 

x,y,  -4-  d\^  de  même  en  faifant  varier  à la  fois  x de 
dx  & y de  dy , on  aura  x -4-  </x  H-  J'*  ~7^  </  x -t- 


dè  X 


<(y»  y '^dy-^rsy 


dt  y 
dx 


dx- 


d t y 

~d^  dy^\-^f\ 


<fx-4--^-^-  dy  ^ pour  ce  que  deviennent  x-f-</x , 


dx 


y ^dyt  Xi  Sc  ainfi  des  autres. 

De-là  en  prenant  la  racine  de  la  fomme  des  carrés  des 
différences  de.  ces  nouvelles  coordonnées  pour  deux  angles 
quelconques  du  rhomboïde  dans  lequel  s’eft  changé  le  parai* 
lélepipede  dxdyd^y  on  trouvera  aux  quantités  infiniment 
petites  du  troifieme  ordre  près,  ces  exprefllons  pour  les 

dit  & 


côtés  ^x -4-  dxydy-^^dyy  d^ 


d }-\ 


celles-ci  pour  les  diagonales 

|/[  ( ^/x  -4-  ^ dx)'  -4-  (dy  -^  ^ dy)']  , 

y[_{dx+ 


<iy 

dix 

dx 


dx)'-^(dy-^-i^dy)'-^(dx-\-^^d:C)  ]; 


d’où  il  eft  aifé  de  conclure  que  le  rhomboïde  dont  il  s’agit 
eil  de  nouveau  un  parallélépipède  redanglc , S:  que  par 
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confëquenc  fon  contenu  peut  être  exprimé  par  le  produit 

des  côtés  dx  (i  dy{\ 

Donc  Ja  variation  du  volume  du  premier  parallélépipède  , 
c’eft-à-dire,  la  valeur  de  t . (dxdy  d\)  fera  exprimée  par 

dxdyd:{^{, 

par  conféquent  développant  les  termes , 8c  négligeant  les  in- 
finiment petits  des  ordres  fupérieurs , on  aura 

^.(dxdydi)  =^dxdyd:^  ’ 

a 

c’eft  la  valeur  de  tL  qu’il  faudra  fubftituer  dans  l’équation 
de  l’article  précédent. 

I S • Cette  équation  deviendra  donc  de  cette  forme , en 
y mettant  pour  dm  fz  valeur  iidxdyd:^y 

S Xfx  s Y S'y  •+•  aZ/^-4-x  ^ 

^ dx  dy  d:^=s  Oi  8c  il  ne  s’agira  plus  que  d’y  faire  dif- 

paroître  les  doubles  lignes  ds  pat  la  méthode  expo  fée  dans 
l’atticle  17  de  la  quatrième  SeéHon. 

Confidérons  d’abord  la  quantité  S x -jj-  d x dy  </  :j , oh  le 

ligne  5 dénote  une  triple  intégrale  relative  à x , j , :j  ; il 
eft  clair  que  comme  la  différence  de  S'x  n’eft  relative  qu’à 
la  variation  de  x,  il  ne  faudra  aulîi  pour  la  faire  difparoître 
qu’avoir  égard  à l’intégration  relative  à .ic;  c’eft  pourquoi 
on  donnera  d’abord  à cette  quantité  la  forme  • . 

Sdyd'^Sx  dx\  enfuite  on  transformera  l’intégrale 
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. fimple  5a  en  a"/x" — a'^x' — ^ txdx\  les 

quantités  marquées  d’un  trait  fe  rapportent  au  co'i-mence- 
ment  de  l’intégration,  & celles  qui  en  ont  deux  fe  rappor- 
tent aux  points  où  elle  finit,  fuivant  la  notation  adoptée 
dans  l’endroit  cité.  Ainfi  la  quantité  dont  il  s’agit  fe  trou- 
vera changée  en  celle-ci, 

Sdydi(*!'^x*'  — ?!^x')  — SdydiS-^  txdx, 
ou , ce  qui  efl  la  même  chofe , 

fx"^h'^x'Jdydi-^  S-xdxdydi. 

De  la  même  maniéré  & par  un  raifonnement  femblable, 
on  changera  les  quantités  5a  dx  dy  d\^  & 

5a  dxdyd\^  en  celles-ci, 

S f;/'  — ^ y ) dxd-{^  — S ty  dx  dy  d\y  & 

—>.'î7[)dxdy  — S'-^  ^\dxdydn, 

Faifant  ces  fubftitutions , on  aura  donc  pour  1 équilibre 
de  la  malle  fluide , cette  équation  générale  : 

-H  5 (>."  Sx"  — >■'  Sx')  dydi^^~^  S ( S y"  — x'  syjdx  dj^ 
^S(>!'s:('—>!^i)dxdy=o^ 

dans  laquelle  il  n’y  aura  plus  qu’à  égaler  féparément  à zéro, 
les  coefficiens  des  variations  indéterminées  /x,  Sy  ^ 

( art.  8 , Seéà.  4 )• 

i6. 
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I 6.  On  aura  donc  d’abord  ces  trois  équations  indéfinies 

lefquelles  doivent  avoir  lieu  pour  tous  les  points  de  la 
màflè  fluide. 

Enfuitc  fi  le  fluide  eft  libre  de  tous  côtés , les  variations 
J'x',  J'.v",  iy'\  qui  fe  rapportent  aux  points 

de  la  furface  du  fluide  feroient  auflî  indéterminées  , 8c , par 
conféquent  il  faudra  encore  égaler  féparément  à zéro  leurs 
coëfficiens,  ce  qui  donnera  x'=ao,  x"  = o , c’eft-à-dire , 
en  général  x =»  o pour  tous  les  points  de  la  furface  du 
fluide  ; Ôc  cette  équation  fervira  à déterminer  la  figure  de 
cette  furface. 

II  en  fera  de  même  lorfque  le  fluide  eft  renfermé  dans 

un  vafe,  pour  la  partie  de  la  furface  où  le  vafe  eft  ouvert; 
mais  à l’égard  de  la  partie  qui  eft  appuyée  contre  les  parois^ 
il  eft  clair  que  les  variations  i'x', /y,  /'x",  fy'\  ti('  doi- 

vent avoir  entr’elles  des  rapports  donnés  par  la  figure  de 
ces  parois , puifque  le  fluide  ne  peut  que  couler  dans  leur 
direction , Ce  nous  démontrerons  plus  bas  (art.  20 , 1 1 ) , que 
quelle  que  puifle  être  leur  figure,  les  termes  qui  renfer- 
ment les  variations  en  queftion  feront  toujours  nuis  d’eux- 
mêmes;  de  forte  qu’il  n’y  aura  aucune  condition  relative- 
ment à cette  partie  de  la  furface  du  fluide. 

1 7-  Les  trois  équations  qu’on  vient  de  trouver  pour  les 
conditions  de  l’équilibre  du  fluide,  donnent  ^ X, 

es  A P",  c=s  A Z ; donc  puifque  ^ x = </  a;  -H 

^ ' T 


1^6  Méchaniqub  analitiqui. 

dy-^  ^/^'jonaural/>  = A('J?^/x^-  Ydy-\-Zd\)  ; 

par  conféquent  il  faudra  que  la  quantité  a fXdx-+-  Ydy 
~\-Zd\)  ibit  une  difFétentielle  complette  en  ac,  :j;  & 
cette  condition  renferme  feule  les  loix  de  l’équilibre  des 

fluides. 

On  voit  auflî  qu’elle  s’accorde  avec  ce  qu’on  a trouvé  ci- 
deflus  ( art.  8 , 1 1 ) ; car  par  ce  qu’on  a démontré  dans  l’ar- 
ticle 5 de  la  Seébion  cinquième , l’on  a en  général  JC  d x -4- 
Y dy  Z = P dp  -+•  J ”4"  Rdr  &c. 

Si  on  élimine  la  quantité  a des  mêmes  équations  y on  aura 
les  fuivantes, 

N 

J.&X  d.AT 

dy  ^ dx  . * 

</.AX  d.AZ 

dj  ^ dx  * 

d , AY  d , a Z 

di  ^ dy  * 

équations  qui  different  entt’elles , & donc  l’une  ne  pourroit 
pas  être  regardée  comme  la  fuite  des  deux  autres. 

Ces  conditions  font  donc  néceflaires  pour  que . la  mafle 
fluide  puille  être  en  équilibre,  en  vertu  des  forces  Xy  Yy  Z. 
Lorfqu’elles  ont  lieu  par  la  nature  de  ces  forces,  on  eft 
afluré  que  l’équilibre  eft  polfible  ; & il  ne  refte  plus  qu’i 
trouver  la  figure  que  la  mafle  fluide  doit  prendre  pour  être 
en  équilibre,  c’eft-à-dire,  l’équation  de  la  forface  extérieure 
du  fluide.  Or  nous  avons  vu  dans  l’article  \6y  qu’on  doit 
avoir  dans  chaque  point  de  cette  furface  a = o.  Donc  puif- 
que  </a  =5  A ( Xdx-i-  Ydy  Z d-[)  yOa  aura  en  intégrant 
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X (Xix-^Ydy-\‘Zà\)-\‘  conft  ; par  conféquent 
, l’équaclon  de  la  furface  extérieure  fera 

,fi^(Xdx-^Ydy^ZdTj==K^ 

K étant  une  confiante  quelconque;  & cette  équation  fera 
toujours  en  termes  finis,  puifque  la  quantité  e^(Xdx-^ 
Y dy  -\r  Z d\)  eft  fuppofée  une  différentielle  exadle. 

1 3.  Si  la  quantitéJWx-»-y dy-^Z  ell  elle-même  une  dif- 
férentielle exaéle,  cequi  a toujours  lieu  lorfque  les  forces^,!', Z 
font  le  réfultat  d’une  ou  de  plufieurs  attraélions  proportion- 
nelles à des  fonélions  quelconques  des  diflances  aux  centres, 
puifqu’on  a en  général  Xdx~h  Y dy-\-Z  d\=P  d /M-Ç  d q 
H-/2<^r-+-&c  (Se£k.  V,  art.  j);  nommant  cette  quantité 
d*^  on  aura  alors  d^  = ù d<f,  donc  pour  que  dx  foit  une 
différentielle  complette,  il  faudra  que  a foit  une  fonction 
de  «I.  Par  conféquent  x=f^d*  fera  auflî  néceffairement  une 
fonélion  de  ♦. 

On  aura  donc  dans  ce  cas  pour  la  figure  de  la  furface 
l’équation  fonét.  ♦ = AT  ; favoir  «>  = à une  conftante  ; de 
même  que  fi  la  denfité  du  fluide  étoit  uniforme.  De  plus, 
puifque  * eft  conftante  i la  furface,  & que  a eft  fonétion 
de  O,  il  s’enfuit  que  la  denfité  a doit  être  la  même  dans  tous 
les  points  de  la  furface  extérieure  d’une  maffe  fluide  en  équi- 
libre. 

Dans  l’intérieur  du  fluide  la  denfité  peut  varier  d’une  ma- 
niéré quelconque,  pour/u  quelle  foit  toujours  une  fonétion 
de  ®;  elle  devra  donc  être  conftante  par-tout  où  la  valeur 
de  ♦ fera  conftante;  de  forte  que  .»  =A,  fera  en  général 
l'équation  des  couches  de  même  denfité , k étant  une  conf- 
tante, Donc  différentiant , on  aura  d*  — o,ou  Xdx  -f* 

Tx 
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Y dy  Zd\  — o pour  l’équation  générale  de  ces  couches; 

& il  eft  vifible  que  cette  équation  eft  celle  des  furfaces  aux-  • 
quelles  la  réfultante  des  forces  X,  Yj  Z eft  perpendiculaire, 

& que  M.  Clairaut  appelle,  furfaces  de  niveau.  D’ou  il  s’en- 
fuit que  la  denfité  doit  être  uniforme  dans  chaque,  couche 
de  niveau  formée  par  deux  - furfaces  de  niveau  infiniment 
voifines. 

Et  cette  loi  doit  avoir  lieu  dans  la  Terre  & dans  les  Pla- 
nètes, fuppofé  que  ces  corps  aient  été  originairement  fluides, 

& qu’ils  aient  confervé  en  fe  durciftant  la  forme  qu’ils  avoient 
priïe  en  vertu  de  l’attraction  de  leurs  parties  combinée  avec 
la  force  centrifuge. 

I p.  L’équation  fà^Xdx~^-Ydy-\-Zd\)  = K de  la 
furface  des  fluides  en  équilibre,  a lieu  également  pour  les 
fluides  libres  de  tous  cotés,  & pour  ceux  qui  font  renfermés 
dans  des  vafes,  du  moins  relativement  à la  partie  de  leur 
furface  qui  répond  aux  ouvertures  du  vafe  {arc  17). 

Pour  ce  qui  eft  de  la  furface  contiguë  aux  parois  du 
vafe,  il  eft  clair  qu’elle  doit  avoir  la  même  figure  que  ces 
parois  ; de  forte  que  fi  le  vafe  eft  inflexible , la  figure  dont 
il  s’agit  fera  donnée  & indépendante  des  conditions  de  l’é- 
quilibre. Il  faudra  donc  que  par  rapport  à cette  partie  de 
la  furface  du  fluide,  les  termes  de  l’équation  générale  de 
l’équilibre,  contenant  les  variations  Z" x',«ry,  tx'\S'y"y 
difparoiflènt  d’eux-mêmes,  puifqu’on  ne  pourroit  les  faire  éva- 
nouir par  aucune  condition  particulière;  c’eft  ce  qu’il  eft 
bon  d’examiner  pour  ne  laiflTer  rien  à defirer  fur  la  juftefle 
& la  généralité  de  nos  méthodes. 

2 0.  Confidérons  un  point  quelconque  de  la  furface  du 
fluide  contiguë  aux  parois  du  vafe  fuppofé  inflexible  6c  d’une 


Digitized  by  Google 


PREMIERE  Partie.- 

figure  donnée  ; ce  point  répond r.i  néceflalrement,  au  com- 
mencement ou  à la  fin  de  chacune  dés  intégrations  rela- 
tives à ou  au  commencement  de  l’une  & A la  fin 

des  deux  autres,  ou  réciproquement  (art.  ij).  Suppofons 
d’abord  qu’il  réponde  à la  fin  de  chacune  des  trois  intégra- 
tions ; les  variations  de  ^ relatives  k ce  point,  feront 

alors  J'x",  <ry',  &c  les  termes  afFeftés  de  ces  variations 
feront  x"  fx'' , y"iy"  dxd\^  y" S-^'  dxdy.  De  forte 
qu’on  aura  pour  tous  les  points  femblables  de  la  furface  du 
fluide , les  intégrales  5 ix"  dy  d^y  S d' f y"  d x d , 
Sd' d-(' dxdy , dont  la  première  doit  être  prife  en  Vaifant 
varier  féparément  y après  avoir  fubftituc  pour  x fa  va- 
leur en  ^ ^ donnée  par  la  nature  xle  la  furface  ou  de  la 

paroi  du  vafe , dont  la  fécondé  doit  être  ptife  en  faifant 
varier  féparément  Jc  & ;(,  & fubftituant  pour  y fa  valeur 
en  X & donnée  par  la  même  furface , & dont  la  troillènie 
doit  être  prife  pareillement,  en  faifant  varier  fucceinvcment 
6c  féparément  x y , & fubftituant  pour  fa  v.alcur  don- 
née en  X & y par  la  même  furface. 

Or  il  eft  vilible  qu’on  peut  réduire  ccs  trois  intégrales  h 
la  même  forme , en  fuppofant  qu’on  fubftirue  dans  les  deu.x 
premières,  à la  place  de  fa  valeur  en  x & qu’on 

prenne  enfuite  dans  la  première  x variable  , & dans  la  fé- 
condé y variable  à la  place  de 

Ainfi  fi  on  repréfente  par  =pdx-^qdy  l’équation  de  la 
furface  donnée,  il  n’y  aura  qu’à  mettre  dans  l’intégrale 

5 x"  f x"  dy  d'^ypdx  à la  place  de  d\y  & dans  l’intégralç 
Sd'ty"  dxdif^y  qdy  place  de  enfuite  intégrer  l’une 

6 l’autre  relativement  à x & à Mais  il  y a ici  uneob, 
fervation  importante  à faire , laquelle  confifte  en  te  que  les 
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différences  dx^  dy  ^ d\  doivent  toujours  être  prifes  pofîti- 
vement,  parce  qu’elles  font  cenfëcs  telles  dans  la  parallélé- 
pipède reéiangulaire  dxiyd-^  qui  exprime  le  volume  de  la 
particule  dm^  lequel  ne  peut  jamais  devenir  négatif  par  la 
nature  même  de  la  chofe.  D’où  il  s’enfuit  que  dans  les 
fubftitutions  de  ]^dx  ôc  qdy  à la  place  de  il  faut  tou- 
jours fuppofer  P ^ q des  quantités  pofitives. 

Nous  fuppoferons  donc  en  général  que  l’équation  des  pa- 
rois du  vafe  foit  repréfentée  par  = -^pdx  ^dy^ 
P q étant  toujours  des  quantités  pofitives;  & d’après  ce 
que  nous  venons  de  démontrer,  on  aura  au  lieu  des  trois 
intégrales  S x"  lx".dy  d-[^  S x"  Sy"  dxd\^  Sx"  dxdy  ^ 
celle-ci  unique  S x"  (pl>^'  qSy" i ) d xdy. 

Maintenant  puifque  nous  avons  fuppofé  que  les  points 
que  nous  confidérons  de  la  furface  du -fluide,  répondent 
à la  fin  de  chacune  des  trois  intégrations  relatives  à x,^, 
il  eft  facile  de  fe  convaincre  que  cette  fuppofition  ne  peut 
avoir  lieu  à moins  que  les  coordonnées x,  ^ de  ces  points 
ne  tombent  toutes  du  même  côté  de  la  furface  dont  il  s’agit, 
c’eft  à-dire , du  meme  côté  des  plans  qui  touchent  cette 
furface  dans  les  mêmes  points.  Or  pour  cela  il  faut  nécef- 
fairement  que  l’équation  différentielle  de  la  furface  foit  dans 
ces  points  d\  — — p dx  — ‘l^y  ■>  Afin  que  x Sc  y croif- 
fant  diminue.  Mais  S'x",  fy"^  étOinx  (hyp:)  les  varia- 
tions de  X , y , pour  ces  mêmes  points  , il  eft  vifible  qu’el- 
les doivent  aulfi  avoir  entr’elles  les  mêmes  rapports  que  les 
différentielles  </x,  dy  ^ d-{y  du  moins  tant  qu’on  regarde 
la  figure  de  la  furface  comme  invariable.  On  aura  donc 
auffi  <T  =a— ^ <fx^' — ^ valeur  qui  étant  fubftituée  dans 

l’intégrale  ci-delfus,  la  rend  évidemment  nulle. 
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2 I . Si  les  points  donc  il  s’agit , au  lieu  de  répondre  ^ 
la  fin  des  trois  intégrations  relatives  àx,  _y,  répondoient 
au  commencement  de  ces  mêmes  Intégrations , alors  on  au- 
roit  dans  l’équation  générale  de  l’équilibre  ( art.  15),  relati- 
vement à ces  points,  les  trois  intégrales  — S>J s-x  dy  d\ 
— Sf^'S'y'dxd'i  — S>^' dx  dy  y qui  fe  changeroient  de 
même  en  celle-ci  unique, 

— ~\-q  <^y  f-:()  dxdy'y 

& l’on  auroit  auffi  dans  ce  cas  — pdx  — ^^y->  & 

conféquent  auffi  î"^  = — pi'x'  q S'y  ; ce  qui  rendroit  p.v 
reillement  cette  intégrale  nulle. 

Mais  fi  ces  mêmes  points  répondoient,  par  exemple,  au 
commencement  de  l’intégration  relative  à x , & à la  fin  des 
deux  intégrations  relatives  it  y !ü  \y  alors  les  variations  des 
coordonnées  x,  y,  ^pour  ces  points , feroient  J'x', 

& les  intégrales  correfpondantes  feroient 

— 5 a'  ix'  dy  d:^-\-  S^"  S-y"  dx  d\-\-  dx  dy  , 

dans  lefquelles  x'feroit  la  même  chofe  que  a"j  ces  intégrales 
fe  changeroient  donc  en  celle-ci , 

Sy"(  — ptid  -^qfy"  -Je'i\')dxdy. 

Or  il  eft  facile  de  concevoir  que  pour  que  ce  cas  ait  lieu , 
il  faut  que  les  deux  coordonnées  y Sc  \ {e  trouvent  d’un' 
même  côté,. fie  la  coordonnée  x de  l’autre  côté  de  chaque 
plan  touchant  la  furface  dans  les  points  en  quelHon;  c’ell 
ce  qui  demande  que  l’équation  de  la  furface  foie  pour  ces 
points  de  la  forme  d\=^pdx  — *ldy\  de  forte  qu’on  aura 
auffi  *=  pt'id — ce  qui  étant  fubllitué  dans  l’inté- 

grale précédente  la  rendra  encore  nulle. 
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On  trouvera  le  meme  réfultat  pour  les  autres  cas  où  l’on 
confidérera  des  points  relatifs  au  commencement  des  inté- 
grations fuivant  x & y,  6c  à la  fin  de  l’intégration  fuivant 
ou  au  commencement  des  intégrations  luivant  x Sc  ^ ^ 
6c  à la  fin  de  l’intégration  fuivant  y,  ou  6cc. 

2 2.  De  ce  que  nous  venons  de  démontrer  par  rappoit 
à ces  dilFérens  cas,  on  peut  conclure  que  fi  on  dénote  par 
un  trait  les  quantités  qui  répondent  au  commencement  de 
l’intégration  relative  i c’eft-i-dire  les  quantités  qui  appar* 
tiennent  à la  partie  antérieure  de  la  furface  du  fluide  par 
rapport  au  plan  des  x &c  qu’on  dénote  par  deux  traits 

les  quantités  répondantes  à la  fin  de  la  même  intégration 
Jùivant  c’eft-à-dire,  les  quantités  relatives  à la  partie  pof- 
téricure  de  la  furface  du  fluide  par  rapport  au  même  plan 
des  X Sc  y i qu’enfuite  on  repréfente- en  général  'par 
d-^-\-pdx-i-qdy  — O l’équation  difl'érentielle  de  la  fur- 
face  du  fluide  (/> , q étant  pofitives  ou  négatives)  ; on  pourra 
. toujours  transformer  les  trois  expreflîons  intégrales 
S x"  — d i x')  dy  d-{  -4-  S (h"  ty"  — d ) dxdT^ 
-+- — >-'t-^)dxdy  de  l’équation  générale  de  l’é- 
quilibre de  l’article  IJ  en  ces  deux-ci , i 

Sd'  (^T('-\-p"îx''^fiy)dxdy 
— S ^ p'  f id  -t-  q'  t' y ) d X dy. 

Or  puifque  d-{-*rpdx  -+-  qdy  = o eft  l’équation  d’une 
furface  courbe,  il  s'enfuit  de  la  théorie  connue,  qu'il  y a 
nécelTairemcnt  un  multiplicateur  r qui  peut  rendre  cette 
équation  intégrable;  de  forte  qu’on  aura  r ( d\  -4-  pdx 
’^qdy)  = duf  du  étant  la  difl'érentielle  exacle  d’une  fonc- 
tion 
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tion  a de  x,  :f.  On  aura  donc  auflî  en  changeant  d en  f 
dans  la  diftérentiation  de  u,  r(S'\~^-pS^x-^qfy)  = t’u'^ 

& par  conféquentV:j -\^pfx~^qty  — Donc  en  mar- 
quant toutes  les  quantités  d’un  ou  de  deux  traits  pour  les 
rapporter  k la  furface  antérieure  ou  poftérieure  du  fluide , 
& fubftituant  dans  les  expreflions  intégrales  ci-deflTus , ces 
expreflîons  deviendront 


- X"^u"  JJ  c J V 

O — — — d X ay  — ù — -p — dx  dy. 


1 3 . Soit  maintenant  d s l’élément  de  la  furface  du  fluide , 
dont  l’équation  eft  en  général  d\-^  p dx q dy  = o y on 
aura,  comme  l’on  fait, 


ds  = dx  dy  v'  ( 1 H-  q*). 

Mais  en  regardant  u comme  une  fonétion  de  x,y, 
on  a fuivant  la  notation  reçue  y r—  rq=s 


du 

"TT 


; donc  ■ = 


rr  ( I -hp  -hq') 


d t 


^ (-#)■  - (-v)‘ 


Donc  fi  on  fait  pour  abréger 

(4r)'  + (-fÿ 

Sc  qu’on  marque  toutes  les  quantités  d’une  ou  de  deux  traits 
pour  les  rapporter  à la  furface  antérieure  ou  poftérieure  du 
fluide  y on  pourra  donner  aux  expreflions  intégrales  dont  il 

V 


IJ4  Méçhanique 
s’agit,  cette  forme  S — ÿ;r- 


analitique. 

ds"  - s dd. 


Or  par  ce  qui  a été  dit  dans  l’article,  8 de  la  fécondé 
Section , on  voit  que  la  quantité  a x peut  repréfen- 

tcr  le  moment  d’une  force  égale  à , & appliquée  à l’élé- 
ment ds  de  la  furface  du  fluide , perpendiculairement  à cette 
même  furface,  dont  l’équation  eft  fuppofée  fu  ou  du<=a  o 

(art.  11).  Ainfi  l’expreflion  intégrale  S ■■  d s"  repté- 

fentera  la  fomme  des  momens  des  forces  x"  agiflantes  fur 
chaque  point  de  la  furface  poftérieure  de  la  maflfè  fluide  dans 
des  directions  perpendiculaires  à cette  furface  ; de  même 
l’expreflion  S - yf..  i s'  repréfentera  la  fomme  des  mo- 
mens des  forces  x'  appliquées  à chaque  point  de  la  furface 
antérieure , &.  dirigées  aulli  perpendiculairement  à cette  fur- 

face  ; de  forte  que  — - S -y,—  d s'  fera  la  fomme  des  mo- 
mens de  ces  dernieres  forces  prifes  en  fens  contraire , c’eft- 
à-dire,  en  fuppofant  leurs  directions  oppofées  à celles  des 
forces  x"  par  rapport  au  plan  des  x Sc  y \ ce  qui  revient  ii 
ce  que  toutes  les  forces  appliquées  à la  furface  de  la  mafle 
fluide  foient  dirigées  perpendiculairement  à cette  furface, 
& tendent  de  dedans  en  dehors , ou  de  dehors  en  dedans. 

a 4-  Donc  puifque  les  expreflîons  intégrales  qui  entrent 
dans  l'équ-ation  générale  de  l’équilibre  d’une  mafle  fluide 
incomprelTible , & qui  fe  rapportent  aux  points  de  la  fur- 
face  de  cette  mafle , font  équivalentes  à la  fomme  des  mo- 
mens d’une  infinité  de  forces  x appliquées  perpendiculaire- 
ment à tous  les  points  de  cette  furface;  il  s’enfuit  que  ces 
forces  ont  réellement  lieu  ^ la  furface  du  fluide;  fie  il  elt 
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vifible  qu’elles  ne  font  autre  chofe  que  la  preflîon  que  le 
fluide  exerce  dans  tous  les  points  de  fa  furface , en  vertu 
des  forces  qui  agiflènt  dans  toute  fa  mafle. 

2 5-  Cette  preflîon  fera  donc  exprimée  en  général  par  la 
quantité  a , favoir  par  la  formule  f a.  (X  d x-\-Y  dy  -4-  TL  d-^) 
rapportée  à la  furface  du  fluide  (art.  17);  6c.  il  eft  clair  que 
par-tout  où  le  fluide  eft  libre,  elle  devra  être  nulle  dans 
l’état  d’équÿbre  ; mais  par-tout  où  la  furface  du  fluide  fera 
appliquée  contre  la  furface  d’un  corps  folide  quelconque  , 
il  faudra  que  ce  corps  foutienne  l’eATort  des  forces  a ap- 
pliquées à fa  furface.  D’où  il  eft  facile  de  déduire  les  loix  de 
l’équilibre  des  fluides  avec  les  folides  qui  les  contiennent,  ou 
qui  y font  plongés.  Comme  elles  font  alTez  connues,  nous  ne 
nous  arrêterons  pas  à les  détailler;  nous  nous  difpenferons  auflî 
de  donner  des  applications  particulières  de  la  théorie  géné- 
. raie  de  l’équilibre  des  fluides  incompreflibles,  n’ayant  gueres 
rien  ù ajouter  à ce  qu’on  trouve  fur  cette  matière , dans  les 
Auteurs  qui  en  ont  déjà  traité. 


HUITIEME  SECTION. 

De  l'équilibre  des  fluides  comprejjibles  ù élajtiques. 

I . Soient  comme  dans  l’article  1 3 de  la  Se£Uon  pré- 
cédente, Jf,  y y Z les  forces  qui  agiflènt  fur  chaque  point 
de  la  mafle  fluide , réduites  aux  directions  des  coordonnées 
Xy  y y :j,  6c  tendantes  à diminuer  ces  coordotmées  ; on 

V a 
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aura  d’abord  S f XS'x-\-  V S'y  XS^Jdm  pour  la  fomme 

de  leurs  momens. 

Dans  les  fluides  élaftiques  il  y a de  plus  une  force  inté- 
rieure qu’on  nomme  elafticicé  ou  relTort , & qui  tend  à les 
dilater , ou  à augmenter  leur  volume.  Soit  donc  • l’élafti- 
cité  d’une  particule  quelconque  dm  ; cette  force  étant  dirigée 
à augmenter  le  volume  d x dydi^  de  la  même  particule  tendra 
donc  à diminuer  la  quantité  — dxdyd-^\  par  conféquent 
elle  aura  ou  pourra  être  cenfée  avoir  pour  moment  la  quan- 
tité— iS,(dxdydT^.  De  manière  que  la  fomme  des  mo- 
mens provenans  de  l’élafticité  de  toute  la  malTe  fluide,  fera 
exprimée  par — S tS ^dx dy d-[). 

Donc  la  fomme  totale  des  momens  des  forces  qui  agiflTent 
fur  le  fluide,  fera 

S(Xtx-\-  Y Sy  -\~'LS  •{)  d m — S iS  (dxdy  d-{)^ 

& comme  il  n’y  a ici  aucune  condition  particulière  à rem- 
plir, on  aura  l’équation  générale  de  l’équilibre  , en  égalant 
flmplernent  cette  fomme  à zéro. 

2.  On  aura  donc  ainfi  Jour  l’équilibre  des  fluides  élafti- 
ques,  une  équation  de  la  même  forme  que  celle  que  l’on 
a trouvée  dans  la  Seétion  précédente  (art.  13)  pour  l’équi- 
libre des  fluides  incomprefliblcs,  puifque  dans  celle-ci  sL 

(dxdyd\)  (art.  14^,  ce  qui  rend  le  terme  S>^sL 
provenant  de  la  condition  de  l’incompreflibilité  entièrement 
femblable  au  terme  S * S (dxdy  d-\J  dû  aux  momens  des 
forces  élaftîques. 

3 . Il  s’enfuit  de-là  que  les  fornaules  trouvées  pour  l’é- 
quilibre‘des  fluides  incomprefliblcs  , s’appliquent  immédia- 
tement & fans  aucune  reftriclion  à l’équilibre  des  fluides 
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élaftiques,  en  y changeant  fimplenient  le  coefficient  a en 
— f,  c’eft-i-dirc,  en  fuppofant  que  l.i  quantité  /prife  nég.v 
tivement , exprime  la  force  d’élafticité  de  chaque  élément 
du  fluide.  Il  n’y  aura  donc  qu’à  répéter  ici  tout  ce  que 
nous  avons  démontré  dans  la  Seélion  précédente,  depuis 
l’article  14  jufqu’à  la  fin, 

4.  On  fuppofe  ordinairement  que  l’élafticité  cft  propor- 
tionnelle à la  denfité,  ou  en  général  à une  fpnâion  quel- 
conque de  la  denfité  ; on  aura  donc  i — — x = ^ ^ (en  nom- 
mant A la  denfité);  donc  la  détermination  de  a dépendra 
de  l’équation  fuivante,  (art.  lyjSecI.  précédente). 

</ . ç A = A ^ X d X — H X dy  -+■  Zd 
Cette  équation  donne 

Jl^=,Xdx~hydy-hZd:ii 

or  - - - eft  une  différentielle  complette  d’une  fonc- 

tion de  A ; donc  il  faudra  auffi  que  Xdx  ->r  Y dy 
foit  toujours  une  différentielle  complette  ; autrement  l’équi- . 
libre  ne  fera  pas  poffible.  On  a donc  le  cas  de  l’article  18 
de  la  Section  précédente;  on  aura  p.ar  conféquent  auffi  les 
mêmes  conféquences. 


Fin  de  la  première  Partie  de  la  Méchanique. 


Ij8  MÉCHA  NIQUE  ANALITIQUE. 


SECONDE  PA  R. T I E. 

DE  L A M É C H A N I Q U E , 
OU'LA  DYNAMIQUE. 


SECTION  PREMIERE. 
Sur  les  diffèrens  Principes  de  la  Dynamique. 


L A Dynamique  eft  la  Science  des  forces  accélératrices  ou 
retardatrices,  & des  mouvemens  variés  qu’elles  peuvent  pro- 
duire. Cette  Science  eft  due  entièrement  aux  Modernes , & 
Galilée  eft  celui  qui  en  a jetté  les  premiers  fondemens.  Avant 
lui  on  n’avoic  confidéré  les  «forces  qui  agiflènt  fur  les  corps 
que  dans  l’état  d’équilibre  ; 8c  quoiqu’on  ne  pût  attribuer 
l’accélération  des  corps  pefans,  8c  le  mouvement  curviligne 
des  projecbiles  qu’à  l’aclion  conftante  de  la  gravité , perfonne 
n’avoit  encore  réuflî  à déterminer  les  loix  de  ces  phéno- 
mènes journaliers,  d’après  une  caufe  fi  fimple.  Galilée  a fait 
le  premier  ce  pas  important,*8c  a ouvert  par-là  une  carrière 
nouvelle  8C  immenfe  à l’avancement  de  la  Méchanique.  Ces 
découvertes  font  expofées  8c  développées  d-ans  l’ouvrage  inti- 
• tulé  ; Dialoghi  delle  fcien:{e  nuove , 8cc.  lequel  parut  pour  la 
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première  fois  à Leytie  ert  1^37;  elles  ne  procurèrent  pas  à 
Galilée,  de  fon  vivant,  autant  de  célébrité  que  celles  qu'il 
avoit  faites  fur  le  fyftême  du  monde,  mais  elles  font  aujour- 
d’hui la  partie  la  plus  folide  & la  plus  réelle  de  la  gloire  de 
ce  grand  homme. 

Les  découvertes  des  fatellites  de  Jupiter , des  phafes  de 
Vénus,  des  taches  du  Soleil,  &c,  ne  demandoient  que  des 
télefcopes  & de  l’alfiduité  ; mais  il  falloit  un  génie  extraor- 
dinaire pour  démêler  les  loix  de  la  nature  dans  des  phéno- 
mènes que  l’on  avoit  toujours  eus  fous  les  yeux , mais  dont 
l’explication  avoit  néanmoins  toujours  échappé  aux  recher- 
ches des  Philofophcs. 

Huyghens  qui  paroît  avoir  été  deftiné  à perfeébionner  &c 
completter  la  plupart  des  découvertes  de  Galilée,  ajouta  à 
la  théorie  de  l’accélération  des  graves  celles  du  mouvement 
des  pendules  8c  des  forces  centrifuges,  8c  prépara  ainli  la 
route  i la  grande  découverte  de  la  gravitation  univerfelle. 
La  Méchanique  devint  une  Science  nouvelle  entre  les 
mains  de  Nerton  , & fes  Principes  Mathématiques  qui  paru- 
rent pour  la  première  fols  en  1687,  furent  l’époque  de 
cette  révolution. 

Enfin  l’invention  du  calcul  infinitéfimal  mit  les  Géomètres 
en  état  de  réduire  à des  équations  analytiques  les  loix  du 
mouvement  des  corps;  8c  la  recherche  des  forces  8c  des 
mouvemens  qui  en  réfultent , eft  devenue  depuis  le  prin- 
cipal objet  de  leurs  travaux. 

Je  me  fuis  propofé  ici  de  leur  offrir  un  nouveau  moyen 
de  faciliter  cette  recherche  ; mais  auparavant  il  ne  fera  pas 
inutile  d’expofer  les  principes  qui  fervent  de  fondement  à 
la  Dynamique,  8c  de  préfenter  la  fuite  8c  la  gradation  des 
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idées  cjui  ont  le  plus  contribué  à étendre  & à perfection- 
ner cette  Science. 

L.1  théorie  des  mouvemens  variés  & des  forces  accéléra- 
trices qui  les  produifent,  efl:  fondée  fur  ces  loix  générales’, 
que  tout  mouvement  imprimé  à un  corps,  eft  par  fa  nature 
uniforme  & rectiligne , & que  dilTérens  mouvemens  im- 
primés à la  fois  ou  fuccelTivement  à un  même  corps,  fe 
compofent  de  maniéré  que  le  corps  fe  trouve  à chaque  inf- 
tant  dans  le  même  point  de  l’efpacc  où  il  devroit  fe  trouver 
en  cflét  par  la  combinaifon  de  ces  mouvemens,  s’ils  exif- 
toient  chacun  réellement  2c  féparément  dans  le  corps.  C’ett 
dans  ces  deux  loix  que  confillent  les  Principes  connus  de 
la  force  d’inertie  6c  du  mouvement  cempofé.  Galilée  a 
apperçu  le  premier  ces  deux  principes , 6c  en  a déduit  les 
loix  du  mouvement  des  projectiles,  en  compofant  le  mou- 
vement oblique , cfTet  de  l’impulfion  communiquée  au  corps, 
avec  fa  chute  perpendiculaire  duc  à l’action  de  la  gravité. 

A l'égard  des  loix  de  l’accélération  des  graves  , elles  fe 
déduifent  naturellement  de  la  confidération  de  l’.action  conf- 
cante  6c  uniforme  de  la  gravité,  en  vertu  de  laquelle  les 
corps  recevant  dans  des  inftants  égaux  des  degrés  ég.aux  de 
vîted'e  fuivant  la  même  direction , la  vîrelTe  totale  acquife 
au  bout  d’un  tems  quelconque,  doit  être  proportionnelle  à 
ce  tems;  6c  il  eft  clair  que  ce  rapport,  conftant  des  vîtefl'es 
au  tems , doit  être  lui-même  proportionnel  à l’intenfité  de 
la  force  que  la  gravité  exerce  pour  mouvoir  le  corps;  de 
force  que  dans  le  mouvement  fur  des  plans  inclinés,  ce 
rapport  ne  doit  p.as  être  proportionnel  .à  la  force  abfolue 
de  la  gravité  comme  dans  le  mouvement  vertic.il,  mais  \ 
f*  force  relative,  Laquelle  dépend  de  l’inclioaifon  du  plan 
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Sc  fe  détermine  par  les  régies  de  la  Statique;  ce  qui  fournit 
un  moyen  facile  de  comparer  entr’eux  les  mouvemens  des 
corps  qui  defeendent  le  long  des  plans  différemment  in- 
clinés. 

Cependant  il  ne  paroît  pas  que  Galilée  ait  découvert 
de  cette  maniéré  les  loix  de  la  chute  des  corps  pefants. 
Il  a commencé,  au  contraire,  par  fuppofer  la  notion 
d’un  mouvement  uniformément  accéléré , dans  lequel  les 
vîteflès  croiflent  comme  les  tems;  il  en  a déduit'  géo- 
métriquement les  principales  propriétés  de  cette  efpece  de 
mouvement , & fur-tout  la  loi  de  l’accroiffement  des  efpaces 
en  raifon  des  carrés  des  tems  ; enfuite  il  s’eft  affuré  par  des 
expériences,  que  cette  loi  a lieu  effeéüvement  dans  le  mou- 
vement des  corps  qui  tombent  fur  des  plans  quelconques 
inclinés.  Mais  pour  pouvoir  comparer  entr’eux  les  mouve- 
mens fur  différens  plans  inclinés , il  a été  obligé  d’abord 
d’admettre  ce  principe  précaire , que  les  vîteffes  acquifes  en 
defeendant  de  hauteurs  verticales  égales,  font  aufli  toujours 
égales  ; & ce  n’eft  que  peu  avant  fa  mort , & après  la  publica- 
tion de  fes  Dialogues , qu’il  a trouvé  la  démonftration  de  ce 
principe , par  la  confidération  de  l’aéHon  relative  de  la  gra- 
vité fur  les  plans  inclinés , démonftration  qui  a été  enfuite 
inférée  dans  les  autres  éditions  de  cet  Ouvmge. 

Le  rapport  confiant  qui  dans  les  mouvemens  uniformé- 
ment accélérés,  doit  fubfifter  entre  les  vîteffes  & les  tems, 
ou  entre  les  efpaces  & les  carrés  des  tems , peut  donc 
être  pris  pour  la  mefure  de  la  force  accélératrice  qui  agit 
continuellement  fut  le  mobile  ; parce  qu’en  effet  cette 
force  ne  peut  être  eftimée  que  par  l’effet  qu’elle  produit 
dans  le  corps , &c  qui  conlifte  dans  les  vîtefTes  engen- 
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drées  , ou  dans  les  efpaccs  parcourus  dans  des  tems 
donnés. 

Ainll  il  fufHt , pour  cette  eftimation  des  forces  , de  con(î-> 
dérer  le  mouvement  produit  dans  un  tems  quelconque , 
fini  ou  infiniment  petit,  pourvu  que  la  force  foie  regardée 
comme  confiante  pendant  ce  tems  ; par  conféquent,  quel  que 
foit  le  mouvement  du  corps  èc  la  loi  de  fon  accélération , 
on  pourra  toujours  déterminer  la  valeur  de  la  force  qui 
agit  fur  lui  à chaque  inflant , en  comparant  la  vîtefTe  en- 
gendrée dans  cet  inflant  avec  la  durée  du  même  inflant,  ou 
l efpace  qu’elle  fait  parcourir  pendant  le  même  inflant  avec 
le  carré  de  la  durée  de  cet  inflant  ; & il  n’efl  pas  même 
nécefTaire  que  cet  efpace  ait  été  réellement  parcouru  par  le 
corps , il  fuffit  qu’il  puifle  être  cenfé  avoir  été  parcouru  par 
un  mouvement  compofé , puifque  l’effet  de  la  force  efl  le 
meme  dans  l’un  & dans  l’autre  cas , par  les  principes  du 
mouvement  expofés  plus  haut. 

C’efl  ainfi  qu’Huyghens  a découvert  les  loix  des  forces  cen- 
trifuges des  corps  mus  dans  des  cercles  avec  des  vîteffes  conf- 
tantes,  & qu’il  a comparé  ces  forces  entr’elles,  & avec  la 
force  de  la  pefanteur  à la  furface  de  la  terre , comme  on 
le  voit  par  les  démonflrations  qu’il  a laiffées  de  fes  théo- 
rèmes fur  la  force  centrifuge,  publiés  en  1673  , à la  fin  du 
Traité  Je  Horologio  ofciUatorio. 

Mais  Huyghens  n’a  pas  été  plus  loin , & il  étoit  réfervé  à 
Nevton  d’étendre  cette  théorie  à des  courbes  quelconques, 
& de  completter  la  fcience  des  mouvemens  variés  & des 
forces  accélératrices  qui  peuvent  les  engendrer.  Cette  fcience 
ne  confifle  maintenant  que  dans  quelques  formules  diffé- 
rentielles très-fimples  i mais  NcTton  a coxdlamment  fait 
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nfage  de  la  méthode  géométrique  fîmplifiée  par  la  confidé- 
ration  des  premières  & dernieres  raifons , & s’il  s’eft  quel- 
quefois fervi  du  calcul  analitique , c’eft  uniquement  la  mé- 
thode des  fériés  qu’il  a employée , laquelle  doit  être  bien 
dillinguée  de  la  méthode  différentielle,  quoiqu’il  foit  fa- 
cile de  les  rapprocher , & de  les  rappeller  à un  même  prin- 
cipe. * 

Les  Géomètres  qui  ont  traité  après  Nerton  la  théorie 
des  forces  accélératrices , fe  font  prefque  tous  contentés  de 
généralifer  fes  théorèmes,  Sc  de  les  traduire  en  expreflîons 
différentielles.  De-là  les  différentes  formules  des  forces  cen- 
trales qu’on  trouve  dans  la  plupart  des  ouvrages  de  Mécha- 
nique , mais  dont  on  ne  fait  maintenant  plus  d'ufage  dans  les 
recherches  fur  le  mouvement  des  corps  animés  par  des  forces 
quelconques , parce  qu’on  a une  maniéré  plus  fimple  de  mettre 
ces  problèmes  en  équations. 

Si  on  conçoit  que  le  mouvement  d’un  corps  & les  forces  qui 
agiffentfur  lui  foient  décompofés  fuivant  crois  lignes  droites 
perpendiculaires  entr’elles,  on  pourra  confidérer  féparémenc 
les  mouvemens  & les  forces  relatives  à chacune  de  ces  trois 
direéfions.  Car  à caufè  de  la  perpendicularité  des  direétions , il 
eft  vifible  que  chacun  de  ces  mouvemens  partiels  peut  être 
regardé  comme  indépendant  des  deux  autres,  & qu’il  ne 
peut  recevoir  d’altération  que  de  la  part  de  la  force  qui  agit 
dans  la  direékion  de  ce  mouvement  ; d’où  l’on  peut  conclure 
que  ces  trois  mouvemens  doivent  fuivre,  chacun  en  particu- 
lier , les  loix  des  mouvemens  reétilignes  accélérés  ou  retardés 
par  des  forces  données.  Or  dans  le  mouvement  reéfiligne, 
l’effet  de  la  force  accélératrice  ne  confiftant  qu’à  altérer  la 
vîteflè  du  corps , cette  force  doit  être  mefurée  par  le  rap- 
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port  encre  l’accroiffement  ou  le  décroiflemenc  de  la  vîteffe  ■ 
pendant  un  jnftant  quelconque,  & la  durée  de  cet  inrtant, 
c’cft-à-dire,  par  la  différentielle  de  la  vîtcfle  divifée  par  celle 
du  tems;  & comme  la  vîtefle  elle-même  eft  exprimée  dans 
les  mouvemens  variés , par  la  différentielle  de  Tefpace  divi- 
£ée  par  celle  du  tems , H s’enfuit  que  la  force  dont  il  s’agit 
fera  mefurée  par  la  différentielle  fécondé  de  l’efp*ce  divi- 
fée  par  le  carré  de  la  différentielle  première  du  tems  fup- 
pofée  conftante.  Donc  aufli  la  différentielle  fécondé  de  l’ef- 
pace  que  le  corps  parcourt  ou  eft  cenfé  parcourir  fuivant 
chacune  des  trois  directions  perpendiculaires.,  divifée  par 
le  carré  de  la  différentielle  conftante  da  tems,  exprimerai 
la  force  accélératrice  dont  le  corps  doit  être  animé  fuivanc 
cette  même  direction  ; & devra  par  conféquent  être  égalée- 
à la  force  aCtuelle  qui  eft  fuppofée  agir  dans  cette  di- 
rection. 

11  n’eft  pas  néceffaire  que  Tes  trois  directions  auxquelles 
on  rapporte  le  mouvement  inftantané  du  corps,  foiènt  abfo- 
lument  fixes , il  fuffit  qu’elles  le  foient  pendant  la  durée  d’um 
inftant.  Ainfi  dans  les  mouvemens  en  ligne  courbe , on  peut  ' 
prendre  à chaque  inftant  ces  directions , l’une  dans  la  tan- 
gente , & les  deux  autres  dans  les  perpendiculaires  à la  courbe.. 
Alors  la  force  accélératrice  qui  agit  fuivant  la  tangente,  Sc 
qu’on  nomme  force  tangentiellc , fera  toute  employée  à al- 
térer la  vîreffe  abfolue  du  corps , & fera  exprimée  par  l’élé- 
ment de  cette  vîteffe  divifée  par  l’élément  du  tems.  C’eft 
ce  qui  conftitue  le  principe  fi  connu  des  forces  accéléra- 
trices. 

Les  forces  normales,  au  contraire,  ne  feront  que  changer 
la  direction  du  corps,  ôc  dépendront  de  la  courbure  de  la  ligne 
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qu’il  décrie.  En  réduifant  ces  deux  dernieres  forces  à une 
feule,  il  faudra  que  la  direflion  de  celle-ci  foie  dans  le  plan 
de  la  courbure , & fa  valeur  fe  trouvera  exprimée  par  le  carré 
de  la  vîtelTe  du  corps  divlfé  par  le  rayon  de  la  développée , 
c’eft-à  dire , par  le  rayon  du  cercle  qui  mefure  la  courbure 
de  la  courbe  en  chaque  point,  &c  qu’on  nomme  cercle  qf- 
culateur.  C’eft  aufli  l’expreflîon  qu’Huyghens  avoir  trouvée 
pour  la  force  centrifuge  des  corps  qui  décrivent  des  cercles 
avec  des  vîtefles  uniformes  ; &c  elle  eft  générale  pour  des 
courbes  & des  vîtefles  quelconques  , en  confidérant  à chaque 
Lnftant  le  corps  comme  mu  dans  le  cercle  ofculateur. 

11  eft  cependant  beaucoup  plus  fimple  de  rapporter  le  mou- 
vement du  corps  à des  direéfions  fixes  dans  l’efpace.  Alors 
en  employant  pour  déterminer  le  lieu  du  corps  dans  l’of- 
pace  , trois  coordonnées  reélangles  qui  ayent  ces  mêmes  di- 
reebions  , les  variations  de  ces  coordonnées  repréfente- 
ront  évidemment  les  efpaces  parcourus  par  le  corps  fui- 
vant  les  directions  "de  ces  coordonnées;  par  conféquent 
leurs  différentielles  fécondés , divifées  par  le  carré  de  la 
difterentielle  conftante  du  tems,  exprimeront  les  forces 
accélératrices  qui  doivent  agir  fuivant  ces  mêmes  coordon- 
nées; ainfi  en  égalant  ces  expreflîons  à celles  des  forces 
données  par  la  nature  du  problème  , on  aura  trois  équanons 
lemblables  qui  ferviront  à déterminer  toutes  les  circonf- 
tances  du  mouvement.  Cette  maniéré  de  déterminer  le  mou- 
vement d’un  corps  animé  par  des  forces  accélératrices  quel- 
conques, eft  par  fa  fimplicité  préférable  à toutes  jes  autres; 
il  paroît  que  Machaurin  eft  le  premier  qui  l’ait  employée 
dans' fon  Traité  des  Fluxions,  imprimé  en  1741;  elle  eft  main- 
texunt  univerfellement  adoptée. 
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Par  les  principes  qui  viennent  d’être  expofés , on  peut 
donc  déterminer  les  loix  du  mouvement  d un  corps  libre , 
follicitë  par  des  forces  quelconques,  pourvu  que  le  corps 
foit  regardé  comme  un  point. 

On  peut  aulE  appliquer  ces  principes  à la  recherche  du 
mouvement  de  plufieurs  corps  qui  exercent  les  uns  fur  les 
autres  une  attraction  mutuelle,  fuivant  une  loi  quelconque 
qui  foie  comme  une  fonétion  connue  des  diftances  ; enfin  U 
n’eft  pas  difficile  de  les  étendre  aux  mouvemens  dans  des 
milieux  réfiftans  , ainfi  qu^  ceux  qui  fe  font  fur  des  furfaces 
courbes  données;  car  la  réfiltance  du  milieu  n’eft  autre 
chofe  qu’une  force  qui  agit  dans  une  direction  oppofée  à 
celle  du  mobile  ; & lorfqu’un  corps  eft  forcé  de  fe  mouvoir 
fur  une  furface  donnée,  il  y a néceflairement  une  force  , 
perpendiculaire  à la  furface  qui  l’y  retient,  & dont  la  valeur 
inconnue  peut  fe  déterminer  d’après  les  conditions  qui  ré» 
fultent  de  la  nature  de  la  même  furface. 

Mais  fi  on  cherche  le  mouvement  de  plufieurs  corps  qui  , 
agiftent  les  uns  fur  les  autres  par  impulfion  ou  par  preffiçn  , 
foit  immédiatement  comme  dans  le  choc  ordinaire , ou  par 
le  moyen  de  fils  ou  de  leviers  inflexibles  , auxquels  ils  foienc 
attachés,  ou  en  général  par  quelqu’autre  moyen  que  ce  foit, 
alors  la  queftion  eft  d’un  ordre  plus  élevé , & les  principes 
précédons  font  infuffifans  pour  la  rélbudre.  Car  ici  les  forces 
qui  agillent  fur  les  corps  font  inconnues,  & il  faut  déduire 
ces  forces  de  l’aâion  que  les  corps  doivent  exercer  entr’eux , 
fuivant  leur  difpofition  mutuelle.  11  eft  donc  néceflTaire  d’avoir 
recours  à un  nouveau  principe  qui  ferve  à déterminer  la 
force  des  corps  en  mouvement,  eu  égard  à leur  malle 
à leur  vîtelîê. 
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Ce  principe  confifte  en  ce  que  pour  imprimer  à une 
madè  donnée  une  certaine  vîtefTe  fuivant  une  direélion  quel- 
conque , foit  que  cette  mafle  foit  en  repos  ou  en  mouve- 
ment, iJ  faut  une  force  donc  la  valeur  foit  proportion- 
nelle au  produit  de  la  malle  par  la  vîcede , donc  la 
direélion  foie  la  même  que  celle  de  cette  vîtelTê.  Ce 
produit  de  la  malTe  d’un  corps  multipliée  par  fa  vîteflè , 
s’appelle  communément  la  quantité  de  mouvement  de  ce 
corps,  parce  qu’en  effet  c’eft  la  fomme  des  mouvemens 
de  toutes  les  parties  matérielles  du  corps.  Ainfi  les 
forces  fe  mefurent  par  les  quantités  de  mouvement  qu’elles 
font  capables  de  produire , & réciproquement  la  quantité 
de  mouvement  d’un  corps,  ell  la  mefure  de  la  force  que 
le  corps  eft  capable  d’exercer  contre  un  obftacle , & qui  s’ap- 
pelle la  percujjion.  D'où  il  s’enfuit  que  lî  deux  corps  non 
ëlafliques  viennent  à fe  choquer  direflement  en  fens  con- 
traires avec  des  quantités  de  mouvement  égales , leurs  forces 
doivent  fe  contrebalancer  & fe  détruire,  par  conféquent  les 
corps  doivent  s’arrêter  & demeurer  en  repos.  Maïs  fi  le 
choc  fe  faifoit  par  le  moyen  d’un  levier , il  faudroit  pour 
la  defiruétion  du  mouvement  des  corps,  que  leurs  forces 
fuiviffent  la  loi  connue  de  l’équilibre  du  levier. 

Il  paroit  que  Defeartes  a apporta  le  premier  le  Principe 
que  nous  venons  d’expofer,  mais  il  s’eft  trompé  dans 
fon  application  au  choc  des  corps , pour  avoir  cru  que  la 
même  quantité  de  mouvement  abfolu  devoit  toujours  fe 
conlerver. 

Wallis  eft  proprement  le  premier  qui  ait  eu  une  idée  nette 
de  ce  Principe , & qui  s’en  foit  fervi  avec  fuccès  pour  dé- 
couvrir les  loix  de  la  communication  du  mouvement  dans 
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le  choc  des  corps  durs  ou  élaftiques,  comme  on  le  voit  dans 
les  Traiifaétions  Philofophiques  de  1669,  & dans  la  troi- 
•fieme  Partie  de  fon  Traité  Je  Motu,  imprimé  en  1671. 

De  même  que  le  produit  de  la  mafle  & de  la  vîtelTe 
exprime  la  force  finie  d'un  corps  en  mouvement,  ainfi  le 
produit  de  la  mafle  & de  la  force  accélératrice  que  nous 
avons  vu  être  repréfentée  par  l’élément  de  la  vîtefle  divifé 
par  l’élément  du  tems , exprimera  la  force  élémentaire  ou 
nailTante;  & cette  quantité,  fi  on  la  confidere  comme  la 
mefure  de  l’efldrt  que  le  corps  peut  faire  en  vertu  de  la 
vîtefle  élémentaire  qu’il  a prife,  ou  qu’il  tend  à prendre, 
conftitue  ce  qu’on  nomme  preJfion\  mais  fi  on  la  regarde 
comme  la  mefure  de  la  force  ou  puiflance  nécefl'aire  pour 
imprimer  cette  même  vîtefle , elle  eft  alors  ce  qu’on  nomme 
force  motrice. 

Ainfi  des  preffions , ou  des  forces  motrices,  fe  détrui- 
ront ou  fe  feront  équilibre  fi  elles  font  égales  & direéte- 
ment  oppofées,  ou  fi  étant  appliquées  à une  machine  quel- 
conque , elles  fuivent  les  loix  de  l’équilibre  de  cette  ma- 
chine. 

Lorfque  des  corps  font  joints  enfemble  , de  maniéré  qu’ils 
ne  puiflent  obéir  librement  aux  impulfions  reçues,  & aux 
forces  accélératrices  dont  ils  font  animés,  ces  corps  exercent 
néceflairement  les  uns  fur  les  autres  des  preffions  conti- 
nuelles qui  altèrent  leurs  mouvemens , &:  en  rendent  la  dé- 
termination difficile. 

Le  premier  problème  & le  plus  fimple  de  ce  genre  dont 
^ les  Géomètres  fe  foient  occupés  , eft  celui  des  centres  d’of- 
cillation.  Ce  problème  a été  fameux  dans  le  fiecle  dernier 
Sc  au  commencement  de  celui-ci,  par  les  efforts  & les  ten- 
tative 
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tatîves  que  les  plus  grands  Géomètres  ont  faits  pour  en 
venir  à bout;  & comme  c’eft  principalement  à ces  tentatives 
qu’on  doit  les  progrès  immenfes  que  la  Dynamique  a faits 
depuis,  je  crois  devoir  en  donner  ici  une  hiftoire  fuccinte, 
pour  montrer  par  quels  degrés  cette  Science  s’eft  élevée  à la 
perfecUon  où  elle<paroîc  être  parvenue  dans  ces  derniers 
rems. 

Les  premières  traces  des  recTicrcIies  fur  les  centres  d’of- 
cillation , fe  trouvent  dans  les  Lettres  de  Defeartes.  On  y 
voit  que  le  Pere  Merfenne  lui  avoir  propofé  de  déterminer 
la  grandeur  que  doit  avoir  un  corps  de  figure  quelconque, 
pour  qu’étant  fufpendu  par  un  point,  il  fafie  fes  ofcilla- 
tions  dans  le  même  tems  qu’un  fil -de  longueur  donnée, 
& chargé  d’un  feul  poids  à fon  extrémité.  Defeartes  ob- 
ferve  que  cette  queftion  a quelque  rapport  avec  celle  du 
centre  de  gravité,  îc  que  de  même  que  dans  un  corps  pefant 
qui  tombe  librement,  il  y a un  centre  de  gravité  autour 
duquel  les  efForts  de  la  pefantcur  de  toutes  les  parties  du  corps 
fe  font  équilibre , enforte  que  ce  centre  defeend  de  la 
même  maniéré  que  fi  le  refte  du  corps  étoit  anéanti,  ou 
qu’il  fût  concentré  dans  le  même  centre;  ainfi  dans  les 
corps  pefans  qui  tournent  autour  d’un  axe  fixe,  il  doit  y 
avoir  un  centre,  qu’il  appelle  centre  d"  agitation , autour  duquel 
les  forces  d’agitation  de  toutes  les  parties  du  corps  fe  contre- 
balancent de  maniéré  que  ce  centre  étant  libre  de  l’aétion 
de  ces  forces , puiffe  être  mu  comme  il  le  feroit  fi  les  autres 
parties  du  corps  étoient  anéanties , ou  concentrées  dans  ce 
même  centre;  que  par  conféquent  tous  les  corps  dans  lef- 
quels  ce  centre  fera  également  éloigné  de  l’axe  de  rotation  , 
feront  leur  vibration  dans  le  meme  tems. 

y 


Digitized  by  Google 


170  Méchanique  analitique. 

D’après  cette  notion  du  centre  d’agitation  ^ Defcartes- 
donne  une  méthode  générale  de  le  déterminer  dans 
des  corps  de  ligure  quelconque  ; cette  méthode  conlifle  à 
chercher  le  centre  de  gravité  des  fofces  d’agitation  de  toutes- 
les  parties  du  corps , en  cftimanc  ces  forces  par  les  produits- 
des  malTes  multipliées  par  les  vîtelles  qui  font  ici  propor-^ 
tionnelles  aux  difbmces  de  l'axe  de  rotation , Sc  en  fuppefanr 
que  les  parties  du  corps  foient  projettées  fur  le  plan  qui' 
pade  par  Ton  centre  de  gravité  Sc  par  l’axe  de  rotation  , de 
maniéré  qu’elles  foient  toujours  à la  même  dillance  de  cetaxe^ 

Mais  cette  fuppoUtion  n’ell  pas-  permife  ici  , parce  que- 
l’elFec  des  forces  ne  dépend  pas  feulement  de  la  quantité  dm 
mouvement , mais  encore  de  fa  direAion  i aulfi  la  réglé  de 
Defcartes  n’éft-elle  bonne  que  lorfque  toutes  les  parties  dm 
'corps  font  réellement  ou  peuvent  être  cenfées  placées  dans 
un  même  plan  pafTant  par  l’axe  de  rotation  ; dans  tous  les 
autres  cas  il  ne  faut  conlidérer  que  les  mouvemens  perpen- 
diculaires au  plan  palTant  par  l’axe  de  rotation  & par  le 
centre  de  gravité 'du  corps  , & on  doit  rapporter  chaque 
particule  au  point  où  ce  plan  ed  rencontré  par  la  direc- 
tion du  mouvement  de  cette  particule , direélion  qui  ed 
toujours-  perpendiculaire  au  plan  de  cette  particule  6l  de 
l’axe  de  rotation. 

Ce  défaut  de  la  réglé  de  Defcartes  fut  apperçu  par  Roberval 
êc  devint  le  fujet  d’une  contedation  encre  ces  deux  Géomètres  „ 
dans  laquelle  l’avantage  paroît  être  entièrement  du  côté  de  ce 
dernier.  Roberval  donne  des  déterminations  exaâes  des  cen- 
tres d’agitation  des  feideursêc  des  arcs  de  cercle  mus  perpen- 
diculairement à leur  plan,  6c  il  fait  voir  l’infufGfance  de  la- 
rcgle  de  fon  adverfaire  dans  ce  cas  ; mais  accoutumé  à cacher 
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fes  mctliodes,  il  fe  conteate  d’indiquer  ces  réfulcats  parti- 
culiers, & il  eft  impoffible  de  juger  s’il  écoit  en  pofl'elllüu 
d’une  méthode  générale. 

Au  relie,  Roberval  remarque  avec  raifon,  que  le  centre 
dont  il  s’agit  n’eft  proprement  que  le  centre  de  percullîon  ^ 
autour  duquel  les  chocs  ou  les  momens  de  perculTion  font 
égaux , &,  que  pour  trouver  le  vrai  centre  d’ofcillation  d’un 
{>endule  pelant,  il  faut  aulli  avoir  égard  à l’action  de  la  gra- 
vité, en  vertu  de  laquelle  le  pendule  fe  meut.  Mais  cette 
recherche  étant  fupérieure  à la  Méchanique  de  ces  tems-là  ^ 
les  Géomètres  continuèrent  à luppofer  ucitement  que  le 
centre  de  perculHon  étoit  le  même  que  celui  d’ofcilladon , 
& Huyghens  fut  le  premier  qui  envifagea  ce  dernier  centre 
fous  fon  vrai  point  de  vue;  aulli  crut- 11  devoir  regarder  ce 
problème  comme  entièrement  neuf,  & ne  pouvant  le  ré- 
foudre  par  l’application  des  loix  connues  du  mouvement,  il 
inventa  un  principe  nouveau’,  mais  indireél , lequel  eft  devenu 
célébré  depuis , fous  le  nom  de  Confervution  des  forces  vives. 

Un  fil  confidérc  comme  une  ligne  inflexible , fans  pefan- 
teur  & fans  mallè , étant  attaché  par  un  bout  à un  point  fixe 
& chargé  à l’autre  bout  d’un  petit  poids  qu’on  puiHe  regarder 
comme  réduit  à un  point,  fotme  ce  qu’on  appelle  un  pen- 
dule Cmple , 5c  la  loi  des  vibrations  ide  ce  pendule  dépend 
uniquement  de  fa  longueur,  c’eft-àrdire,  de  la  diftance 
entre  le  poids  ôc  le  point  de  fufpenllon.  Mais  II  à ce  fil 
on  attache  encore  un  ou  plufieurs  poids  i différentes  dil- 
tances  du  point  de  fufpenfion , pn  aura  alors  un  pendule 
compofé,  dont  le  mouvement  devra  tenir  une  cfpece  de 
milieu  entre  ceux  des  difFérens  pendules  Amples  que  l’on 
auroit,  fi  chacun  de  ces  poids  étoit  fufpendu  feul  au  fit 
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Car  la  force  de  la  gravité  tendant  d’un  côté  à faire  def^ 
cendre  tous  les  poids  également  dins  le  meme  tems , ôc  de 
l’autre  l’inflexibilité  du  fil  les  contraignant  à décrire  dans  ce 
meme  tems  des  arcs  inégaux  & proportionnels  à leurs  dif- 
tances  du  point  de  fufpenfion , il  doit  le  faire  entre  ces 
poids  une  efpcce  de  compenfation  & de  répartition  de  leurs 
mouvemens,  enforte  que  les  poids  qui  font  les  plus  proches 
du  point  de  fufpenfion , hâteront  les  vibrations  des  plus  éloi- 
gnés, & ceux-ci,  au  contraire,  retarderont  les  vibratioiw 
dés  premiers.  Ainfi  il  y aura  dans  le  fil  un  point  où  un 
corps  étant  placé  , fon  mouvement  ne  ferait  ni  accéléré, 
ni  retardé  par  les  autres  poids  , mais  feroit  le  même  que 
s’il  étoit  feu!  fufpendu  au  fil.  Ce  point  fera  donc  le  vrai 
centre  d’ofcillation  du  pendule  compofé , & un  tel  centre 
doit  fc  trouver  aufii  dans  tout  corps  folide  de  quelque  figure 
que  ce  foit,  qui  ofcille  autour  d’un  axe  horizontal. 

Huyghens  vit  qu’on  ne  pouvoir  déterminer  ce  centre  d’une 
m.aniere  rigoureufe,  fans  connoître  la  loi  fuivant  laquelle  les 
différens  poids  du  pendule  compolé  altèrent  mutuellement 
les  mouvemens  que  la  gravité  tend  à leur  imprimer  à chaque 
inftant;  mais  au  lieu  de  chercher  à déduire  cette  loi  des 
Principes  fondamentaux  de  la  Méchanique,  il  fe  contenta 
d’y  fuppléer  par  un  Principe  indireéfc,  lequel  confifte  à fup- 
pofer,  que  fi  plufieurs  poids  attachés,  comme  l’on  voudra, 
à un  pendule  defeendent  par  la  feule  aélion  de  la  gravité  , 
& que  dans  un  inftant  quelconque  ils  foient  détachés  & 
féparés  les  uns  des  autres , chacun  d’eux,  en  vertu  de  fa  vî- 
tefte  acquife  pendant  fa  chute  , remontera  à une  telle  hauteur 
que  le  centre  commun  de  gnavité  fe  trouvera  remonté  à la 
même  hauteur  d’où  il  étoit  defeendu..  A la  vérité  Huyghens 
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n’établit  pas  ce  principe  immédiatement,  mais  il  le  déduit 
de  deux  hypothèfes  qu’il  croit  devoir  être  adfhifes  comme 
des  demandes  de  Méchanique;  l’une  c’eft  que  le  centre  de 
gravité  d’un  fyftême  de  corps  pefans,  ne  peut  jamais  re- 
monter à une  hauteur  plus  grande  que  celle  d’où  il  eft 
tombé , quelque  changement  qu’on  fafîe  à la  difpofition  mu- 
tuelle des  corps , parce  qu’autrement  le  mouvement  perpé- 
tuel ne  feroit  plus  impoflible;  l’autre  c’eft  qu’un  pendule 
compofé  peut  toujours  remonter  de  lui-même  à la  même 
hauteur  d’où  il  eft  defcendu  librement.  Au  refte , Huyghens 
remarque  que  le  même  principe  a lieu  dans  le  mouvement 
des  corps  pefans  liés  enlèmble  d’une  maniéré  quelconque  ^ 
comme  aulH  dans  le  mouvement  des  fluides. 

On  ne  fauroit  deviner  ce  qui  a donné  à cet  Auteur  l’idée 
d’un  tel  Principe;  mais  on  peut  conjeélurer  qu’il  y a été 
conduit  par  le  théorème  que  Galilée  avoit  démontré  fur  la 
chute  des  corps  pefans,  lefquels  foit  qu’ils  defcendent 
verticalement  ou  fur  des  plans  inclinés , acquièrent  toujours 
des  vîtefles  capables  de  les  faire  remonter  aux  mêmes  hau- 
teurs d’où  ils  étoient  tombés.  Ce  théorème  généralifé  fie 
appliqué  au  centre  de  gravité  d’un  fyftême  de  corps  pefans, 
donne  le  Principe  d’Huyghens. 

Quoi  qu’il  en  foit,  il  eft  vifible  que  ce  Principe  fournit 
une  équation  entre  la  hauteur  verticale,  d’où  le  centre  de 
gravité  du  fyftême  eft  defcendu  dans  un  tems  quelconque  , 
fie  les  différentes  hauteurs  verticales  auxquelles  les  corps  qui 
compofent  le  fyftême  pourroient  remonter  avec  leurs  vîtefles 
acquifes , & qui  par  les  théorèmes  de  Galilée  font  comme 
les  carrés  de  ces  vîtefles.  Or  dans  un  pendule  qui  ofcille 
autour  d’un  axe  horifontal  les  vîtefles  des  diflérens  points: 
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font  proportionnelles  à leurs  diHances  de  l’axe;  ainG  on  peut 
réduire  l’équation  à deux  feules  inconnues , dont  l’une  folt 
la  defcente  du  centre  de  gravité  du  pendule  dans  un  tenu  s 
quelconque  , 6c  dont  l’autre  foit  la  hauteur  à laquelle  un 
point  donné  de  ce  pendule  pourroit  remonter  par  fa  vîteflè 
acquife.  Mais  la  defcente  du  centre  de  gravité  détermine 
celle  de  tout  autre  point  du  pendule  ; donc  on  aura  une 
équation  encre  la  hauteur  d’où  un  point  quelconque  du  pen- 
dule eft  defcenda,  8c  celle  à laquelle  il  pourrolt  remonter 
par  fa  vîteflè,  due  11  cette  chute.  Dans  le  centre  d’ofcilla- 
tion , ces  deux  hauteurs  doivent  être  égales , parce  que  les 
corps  libres  peuvent  toujours  remonter  à la  même  hauteur 
d’où  ils  font  tombés  ; 8c  l’équation  fait  voir  que  cette  égalité 
ne  peut  avoir  lieu  que  dany  un  point  de  la  ligne  perpendicu- 
laire à l’axe  de  rotation , 8c  paflànt  par  le  centre  de  gravité 
du  pendule,  lequel  foit  éloigné  de  cet  axe  de  la  quantité 
qui  provient  en  multipliant  tous  les  poids  qui  compolènt  le 
pendule,  par  les  carrés  de  leurs  diftances  à l’axe,  8c  divi- 
fant  la  fomme  de  ces  produits  par  la  mafle  du  pendule  mul- 
tipliée par  la  diftance  de  fon  centre  de  gravité  au  même  axe. 
Cette  c^ntité  exprimera  donc  la  longueur  d’un  pendule 
Gmple , dont  le  mouvement  feroic  égal  i celui  du  pendule 
compofé.  , 

Cette  théorie  d’Huyghens  eft  expofée  dans  fonTraité 
Horologio  ofciUcuono t qui  parut  en  1873,  8c  elle  y eft  ac- 
compagnée d’un  grand  nombre  de  favantes  applications. 

Elle  n’auroit  rien  laiflé  à déGrer , G elle  n’avoir  pas  été  ap- 
puyée fur  un  Principe  précaire;  8c  il  reftoic  toujours  à dé- 
montrer ce  Principe  pour  la  mettre  hors  de  toute  atteinte. 

En  1681  parurent  dans  le  Journal  des  Savans  de  Paris,  quel- 
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qnes  mauvaifês  objeélions  contre  cette  théorie  j auxquelles 
Huyghens  ne  répondit  que  d’une  maniéré  vague  & peu  fatis- 
laifantc.  Mais  cette  conteflacion  ayant  excité  l’attention  de 
Jacques  Bernoulli , lui  donna  occallon  d’examiner  à fond  la 
théorie  de  Huyghens  » & de  chercher  à la  rappeller  aux  pre> 
miers  principes  de  la  Dynamique.  11  ne  confidere  d’abord 
que  deux  poids  égaux  attachés  à une  ligne  inflexible  6c  droite , 
ic  il  remarque  que  la  vîteflfe  que  le  premier  poids , celui 
qui  ell  le  plus  près  du  point  de  rufpenfion , acquiert  en  dé- 
* cnvanc  un  arc  quelconque  , doit  être  moindre  que  celle  qu’il 
auroit  acquife  en  décrivant  librement  le  même  arc  ; 6c  qu’en 
même  tems  la  vîteffè  acquife  par  Tautre  poids,  doit  être 
plus  grande  que  celle  qu’il  aurort  acquife , en  parcourant  le 
même  arc  librement.  La  vîtefTe  perdue  par  le  premier  poids 
s’efl  donc  communiquée  au  fécond , 6c  comme  cette  commu- 
nication fe  fait  par  le  moyen  d’un  levier  mobile  autour 
d’un  point  fixe , l’Auteur  fuppofe  qu’elle  doit  fuivre  la  loi 
de  l’équilibre  des  puiflânces  appliquées  à ce  levier;  de  ma- 
niéré que  la  perte  de  vîtefle  du  premier  poids  foit  au  gain 
de  vîtefle  du  fécond , dans  la  raifon  réciproque  des  bras  de 
fevier,  c’eft-à-dire,  des  diftances  au  point  de  fufpenfion. 
De-là  6c  de  ce  que  les  vîteflès  réelles  des  deux  poids  doi- 
vent être  elles-mêmes  dans  la  raifon  direâe  de  ces  diftances , 
on  détermine  facilement  ces  vîteflès , 6c  par  conféquent  le 
mouvement  du  pendule. 

Tel  eft  le  premier  pas  qui  ait  été  fait  vers  la  folution 
direcle  de  ce  fameux  problème.  L’idée  de  rapporter  au 
levier  les  forces  réfultantes  des  vîteflès  gagnées  ou  perdues 
par  les  poids , eft  très-fine , 6c  donne  la  clef  de  la  vraie  théo- 
rie ; mais  Jacques  Bernoulli  s’eft  trompé  , en  confidérant  leS' 
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vîteffes  acqulfes  pendant  un  tems  quelconque  fini,  au  lieu  qu’ü 
n’auroit  dû  conlidércr  que  les  yîceflTes  élémentaires  acquifes 
pendant  un  inllant , & les  comparer  avec  celles  que  la  gravité 
tend  à imprimer  pendant  le  même  inftant.  C’eftce  qu’a  f aitde 
puis  le  Marquis  de  l’Hôpital , dans  un  Ecrit  inféré  dans  le  Jour- 
nal de  Rotterdam  de  1690.  H fuppofe  deux  poids  quelcon- 
ques attachés  au  fil  inflexible  qui  fait  le  pendule  compofé, 
ôc  il  établit  l’équilibre  entre  les  quantités  de  mouvement 
perdues  & gagnées  par  ces  poids  dans  un  inftant  quelconque, 
c’eft-à-dire,  entre  les  différences  des  quantités  de  mouve- 
ment que  les  poids  acquièrent  réellement  dans  cet  inftant, 
fie  celles  que  la  gravité  tend  à leur  imprimer.  Il  détermine 
par  ce  moyen  le  rapport  de  l’accélération  inftantanée  de 
chaque  poids  à celle  que  la  gravité  feule  tend  à lui  donner, 
& il  trouve  le  centre  d’ofcillaeion , en  cherchant  le  point 
du  pendule  pour  lequel  ces  deux  accélérations  feroient  égales. 
Il  étend  enfuite  fa  théorie  à un  plus  grand  nombre  de  poids, 
mais  il  regarde  pour  cela  les  premiers  comme  réunis  fuccef- 
fivement  dans  leur  centre  d’ofcillation,  ce  qui  n’eft  plus  fi 
direct,  ni  ne  peut  être  admis  fans  démonftr.ation. 

Cette  an.alyfe  du  Marquis  de  l’Hôpital  fit  revenir  Jacques 
Bernoulli  fur  la  fienne , & donna  enfin  lieu  à la  première 
folution  directe  rigoureufe  du  problème  <lcs  centres  d’of- 
cillation, folution  qui  mérite  d'autant  plus  l’attention  des  Géo- 
mètres , qu’elle  contient  le  germe  de  ce  Principe  de  Dyna- 
^ mique , qui  eft  devenu  fi  fécond  entre  les  mains  de  M.  d’A- 
lembcrt. 

E’Auteur  confidere  les  mouvemens  que  la  gravité  imprime 
à ch.aque  inftant  aux  corps  qui  compofent  le  pendule,  iC 
comme  ces  corps , à caufe  de  leur  liaifon , ne  peuvent  les 
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fuivre  en  entier , il  con<joic  les  mouvemens  imprimés  comme 
compofés  de  ceux  que  les  corps  peuvent  prendre , & d’autres 
mouvemens  qui  doivent  être  détruits , & en  vertu  defquels 
le  pendule  doit  demeurer  en  équilibre.  Le  problème  fe  trouve 
uinli  ramené  aux  principes  de  la  Statique,  & ne  demande 
plus  que  le  fecours  de  l'analyfe.  Jacques  Bernoulli  trouva 
par  ce  moyen  des  formules  générales  pour  les  centres  d’of- 
cillation  des  -corps  de  £gure  quelconque,  en  fît  voir  l’ac- 
cord avec  le  principe  de  Huyghens , & démontra  l’identité 
des  centres  d’ofcillâcion  & de  percufCon.  Cette  folution  avoit 
été  ébauchée  dès  16^1  dans  les  aéles  de  Leipfic , mais  elle 
n’a  été  donnée  d’une  maniéré  complette'  qu'en  1703 , dans 
les  Mémoires  de  l’Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Pour  ne  rien  laifler  à defirer  fur  cette  hiftoire  du  problème 
du  centre  d’ofcillation , je  devrois  rendre  compte  auffi  de 
la  folution  que  Jean  Bernoulli  en  a donnée  enfuite  dans  les 
mêmes  Mémoires , & qui  ayant  été  trouvée  & publiée  à peu 
près  en  même-tems  par  Taylor,  dans  l’ouvrage  intitulé  : 
Methodus  incremtntorum  y a été  l’occaGon  d’uné  vive  difpute^ 
entre  ces  deux  Géomètres  ; mais  quelque  ingénieufe  que  foit 
l'idée  fur  laquelle  eft  fondée  cette  nouvelle  folution , & qui 
confifte  à réduire  tout  d’un  coup  le  pendule  compofé  en  un' 
pendule  fimple , en  fubftituant  à fes  diflférens  poids , d’autres  ■ 
poid?  réunis  dans  un  feül  point , & dont  les  mafles  & les  pefan- 
teurs  foient  telles  qu’il  faut  pour  que  leurs  accélérations  an-* 
gulaires  âc  leurs  momens,  par  rapport  à l’axe  de  rotation' 
foient  les  mêmes , il  faut  néanmoins  avouer  que  cette  idée 
n’eft  ni  fi  naturelle , ni  fi  lumineufe  que  celle  de  l’équilibre 
entre  les  mouvemens  détruits  k laquelle  Jacques  Bernoulli 
avoic  eu  l’art  de  réduire  cette  recherche. 
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On  trouve  encore  dans  la  Phoronomie  d’Herman , publiée 
en  171^,  une  nouvelle  maniéré  de  rëfoudre  le  même  pro- 
blème , & qui  eft  fondée  fur  cet  autre  principe  , que  les 
forces  motrices , dont  les  poids  qui  forment  le  pendule  font 
réellement  animés , pour  pouvoir  être  mus  conjointement  > 
doivent  être  équivalentes  à celles  qui  proviennent  de  l’ac- 
tion de  la  gravité  ; enforte  que  les  premières  étant  fuppofées 
dirigées  en  fens  contraire,  doivent  faire  équilibre  à ces 
dernieres. 

Ce  principe  préfewé.de  cette  maniéré,  n’eft  cependant 
pas  allez  lumineux  pour  pouvoir  être  pris  pour  un  axiome 
de  Mécbanique;  mais  il  n’ell  pas  difiicile  de  le  démontrer 
par  le  moyen  de  celui  de  Jacques  Bernoulli  ; dont  il  eft  en 
eifet  une  fuite  néceflaire. 

M.  Euler  lui  a donné  depuis  une  plus  grande  généralité , 
&.  l’a  appliqué  à la  folution  de  dÜFérens  problèmes  touchant 
les  ofcilladons  des  corps  flexibles  ou  inflexibles,  dans  un 
Mémoire  imprimé  en  1740,  dans  le  tome  VU  des  anciens 
Commentaires  de  Pétersbourg. 

Il  feroit  trop  long  de  parler  des  autres  problèmes  de  Dy- 
namique qui  ont  exercé  la  fagacité  des  Géomètres  après 
célui  du  centre  d’ofcillation , & avant  que  l’art  de  les  ré- 
foudre fût  réduit  à des  réglés  fixes.  Ces  problèmes  que 
MM.  Bernoulli,  Clairauç,  Euler  fe  propofoient  entr’eux» 
fe  trouvent  répandus  dans  les  premiers  volumes  des  Mémoires 
de  Pétersbourg  & de  Berlin,  dans  les  Mémoires  de  Paris 
(années  173^  & 174s),  dans  les  (Euvres  de  Jean  Bernoulli, 
fie  dans  les  Opufcules  de  M.  Euler.  Us  .conflftent  à déter- 
miner les  mouvemens  de  plofieurs  corps  pefans  ou  nOn  qui 
fe  pouffent  ou  fe  tirent  par  des  fils  ou  des  leviers  inâexibles 
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où  ils  fout  fixemeat  attachés,  ou  le  long  defquels  ils  peu- 
rent  couler  librement,  fie  q.ui  ayant  reçu  des  impulfîons 
quelconques , font  enfuite.  abandonnés  à eux-mêmes , ou 
.contraints  de. le  mouvoir  fur  des  courbes  ou  des  furfàcet 
données. 

' Le  principe  de  Huyghens  étoit  prefque  toujours  employé 
dans  la  folution  de  ces  problèmes  ; mais  comme  ce  principe 
ne  donne  qu'une  feule  équation , on  cherchoic  les  autres  pu: 
la  conlidération  des  forces  inconnues  avec  lefquelles  on  coor 
cevoit  que  les  corps  dévoient  fe  poudèr  ou  fê  tirer , fie  qu’oa 
regardoit  comme  des  forces  élaftiques  agilTant  également 
en  fenc  contraires  j l’emploi  de  ces  forces  dilpenfoic  d'avoir 
égard  i la  liaifon  des  corps , Sc  permettoit  de  faire  ufage  des 
Joix  du  mouvement  des  corps  libres  ; enfuite  les  conditions 
qui  par  la  nature  du  problème  dévoient  avoir  lieu  entre  les 
mouvemens  des  (bfFéreps  corps  , fervoient  à déterminer  les 
forces  inconnues  qu’on  avoir  introduites  dans  le  calcul. 
Mais  il  falloit  toujours  une  adrelTe  particulière  pour  démêler 
dans  chaque  problème  toutes  les  forces  auxquelles  il  étoit  né>- 
ceflaire  d’avoir  égard  ; ce  qui  rendoit  ces  problèmes  piquants 
■fit  propres  à exciter  l’émulation.  - ' 

Le  traité  de  Dynamique  de  M.  d’Alembert  qui  parut  en 
1745 , mit  fin  ù ces  efpeces  de  défis , ©n  offrant  une  mé'^ 
thode  direâe  fie  générale  pour  réfoudre,  ou  du  moins  pour 
mettre  en  équations  tous  les  problèmes  de  Dynamique  que 
l’on  peut  imaginer.  Cette  méthode  réduit  toutes  les  loix  du 
mouvement  des  coij)s  à celles  de  leur  équilibre,  8c  ramene 
ainfi  la  Dynamique  à la  Statique.  Nous  avons  déjà  remarqué 
que  le  principe  employé  par  Jacques  Bernoulli  dans  la  re- 
cherche du  centre  d’ofcilladon , avoir  l'avantage  de  faire 
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dépendre  cette  recherche  des  conditions  dé  l’équilibre  du 
levier;  mais  il  étoit  réfervé  à M.  d’Alembert  d’envifager 
ce  principe  d’une  maniéré  générale  , & de  lui  donner  toute 
la  lîmplicité  & la  fécondité  dont  il  pouvoit  être  fufcepdble. 

Si  plufieurs  corps  tendent  à fe  mouvoir  avec  des  vîtefles 
ic  des  directions,  qu’ils  foient  forcés  de  changer  à caufe 
de  leur  aCtion  mutuelle , on  peut  regarder  ces  mouvemens 
comme 'compofés  de  ceux  que  les  corps  prendront  réelle- 
ment , & d’autres  mouvemens  qui  font  détruits  ; d’où  il  fuit 
que,  ces  derniers  doivent  être  tels  que  les  corps  animés 
de  ces  feuls  mouvemens  fe  faflent  équilibre. 

.Tel  eft  le  Principe  que  M.  d’Àlembert  a donné , Sc  donc 
il  a fait  tant  d’heureufes  & utiles  applications.  Ce  Principe 
ne  fournit  pas  immédiatement  les  équations  nécelTaires  pour 
la  folution  des  dilTérens  problèmes  de  Dynamique , mais  il 
apprend  à les  déduire  des  conditions  de  l’équilibre.  Âind 
jcn  combinant  ce  Principe  avec  les  Principes  ordinaires  de 
l'équihbre  du  levier,  ou  de  la  compolltion  des  forces , on 
peut  toujours  trouver  les  équations  de  chaque  problème  à 
l’aide  de  quelques  conftruCtions  plus  ou  moins  compliquées. 
C’eft  de  cette  maniéré,  qu’on,  en  a ufé  jufqu’ici  dans  l’ap- 
plication du  Principe  donc  il  s'agit;  mais  la  difficulté  de 
déterminer  les  forces  qui  doivent  être  détruites , ainfî  que 
les  Joix  de  l’équilibre  entre  ces  forces,  rend  fouvent  cette 
application  embarralTante  & pénible  ; & les  folucions  qui  en 
ré/ultent  font  f>rerque  toujours  plus  longues  que  fi  elles 
étoient  déduites  de  Principes,  mdins  fimples:,-  & moins 
directs.  ; , ' f 

Dans  kj  première  Partie  de  ce  Traité , le  Principe  des 
vlcefiès  virtuelles  nous  a conduits  à .useJMéthode  analytique 
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très-fimple , pour  réfoudre  toutes  les  quefUons  de  Statique. 
Ce  même  Principe  combiné  avec  celui  que  nous  venons  d’ex- 
poler,  fournira  donc  aufli  une  Méthode ’femblable  pour  les 
problèmes  de  - Dynamique  , & ! qui  aura  les  mêmes  avan- 
tagés'. i t ' , 

. Pour  fe  former  ‘ d’abord  une  idée  de  cette  méthode  j on 
fe  rappellera  que  le  Principe  général  des  vîtefles  -virtuelles 
confifte  en  ce>,.qve  i^lç>rfqu’un.fyftême  de  corps  réduits  à des 
pointi,  & animés  de.  forces  quelconques  eH:, en  équilibre, 
ii  on  donne  à ce  fyftême  un  petite  mouvement  quelconque 
en  vertu  duquel  chaque  corps  parcoure  un  efpace  infini- 
ment petit,  la  fomme  des  forces  ou  puHTances  multipliées 
chacune  par  .l’efpace  que . le.  point  où  elle^eft  appliquée 
parcourt  fuivant  la  direétion  de  cette  puidance , eft  toujours 

égale ■à  ?éro.,:;o-;  r.  • ' 

Si  maintenant  on  fuppofe  le  fydême  en  mouvement,  & 
.qu’on  regarde  le  mouvement  que  chaque  corps  a dans  un 
inftant  comme  çompofé  de-jdeux  , dontj’un  foie  celui  qup 
.le  çorps  aura.  dai;i&  fuivant  j il  faudra^ que  l’aptte 

foit  détruit  par;,  l’aérioip  réciproque > des  corps,  & par  celle 
-des  forces  motfices  dont  ils  font  aéluellemenx  animés.  Ainfi 
_.il  dfvja  ;y  ..avoir  équilibre  .çoere.  ces  force?  .&:  .lqs,  prcfliqas 
•ou-réÛfikancéS'.qui  réfç^t^  deSjOm.uvemei^pqu’qqjpeut^re- 
, garder  comme:  perdq^  les  cc«;pf,,d’^0’ 

D’où  il  fuit  que  pour;.étendre  au  ^mouvement  du..fyllême 
formule, de  fuj5rq,4;y„fijourej-  Iqs  termes 

cdûaà  cés  decnieres,fqfcî£ÏK;n0rniJcc-  ;b  :-oi -.1;  :-ni3îi;A 
Pr  ft  on  confidere,  a!Ùîfvqpe,_^pq?;raV(9üns,  ,dé)a,  f^^^  plus 
haut,  le»  vîtefles  qpp  ;chaqup-'!Corps,,q  fuivmr.jcrois  direc- 
: rions  fixes  Si  perpendiculaires  entrielles  , les  décroiflémens 
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de  cës  vîrelTes  repré^ênteront  les  mdu.vemens  perdus  fuivatit 
les  mêmes  dire^ons,  8c  leurs  accroidemens  feront  par 
conféquent  les  mouyemens  perdus  dans  des  direâions  op- 
pofées.  Donc  les  preflionsi  réfulrantes  de  i ces  mouvemenq 
perdus  feront  exprimées  en  général  par  la  made  multipliée 
par  l’élémènc  de  la  vîtede  , 6c  divifée  par 'l’élément  dateras, 
6c  auront  des  direéUons  direélement  contraires  à celles  des 
vîtedes.  De  cette  maniéré' on  pourra -exprimer  analitique^ 
ment  les  térmes  dont  il  s’agit,  6c  l’on  aura  une  formule  géf 
nérale  pour  le  mouvement  des  corps  , laquelle  renfermera 
la  folution  de  cous  les  problèmes  de  Dynamique , 6c  dont 
le  dmple  développement  donnera  les  équations  nécedàires 
pour* chaque  problème,  comme  on  le  verra  dans  la  fuite 
de  ce  Traité. 

Mais  un  des  plqs  grands  avantages  de  cette  formule , ed 
d’offrir  immédiatement  les  équations  générales  qui  renfer- 
ment les  Principes,  ou  théorèmes  connus  fous  les  noms 
de  confervation  des  forces  vives , de  confervation  du  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  ^ de  confervation  du  moment  du  mou- 
vement de  rotation , ou  Principe  des  aires  , 6c  de  principe  de 
la  moinite  quantité  d’aclion.  Ces  Principes*doivent  être  re- 
gardés plutôt  comme  des  réfulrats  généraux  des  loix  de  la 
Dynamique',  que  comme ‘des  principes  primitifs  de  cette 
- Science , mais  étant  fouvent  employés  comme  tek  dans  la 
folution  des  problèmes,  nous  croyons  devoir  en  dire  aufli 
'un  mot,  en  indiquant  en  quoi'  ils  confident,  6c  à qu^ 
Auteurs  ils  font  dûs,  pour  ne  rien  laiflèr  à defirér  dans  cette 
‘ expofition' préliminaire  des  Principes  de  la  Dynamique! 

Le  premier  quatre  Principes  dont  nous  venons  de 
parler , celui  de  la  confervation  des  forces  vives , a été  trouvé 
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par  Huyghens,  mais  foiis  une  forme  un  peu  difFcrènte  de 
celle  qu’on  lui  donne  préfentement  ; 8c  nous  en  avons  déjà 
parlé  à l’occadon  du  problème  des  centres  d’ofcillation; 
Le  principe  tel  qu’il  a été  employé  dans  la  folution  de  ce 
problème,  confifte  dans  j l’égalité  entre  la . defcente  : 8c  la 
montée  du  centre  de  gravité  de  plulieurs  corps  pefans  qui 
defcendenc  conjointement,  8c  qui  remontent  enfuite  fépa- 
rémenc,  étant  réfléchis  en  .haut  chacun  avec'la  vîtefle  qu’il 
avoit  acquife.  Or  par  les  propriétés  connues  du  centre  de 
gravité,  le  chemin  parcouru  par  cè  centre  dans  une  direébion 
quelconque,  elt  exprimé  par' la  Tomme  des  produits  de  la 
maflè  de  chaque  corps! 8c i du  chemin  qu’il  a patcourUi.fui^ 
vant  la  même  direélioh,  divifée  par  la  fomrae  des  mafiès. 
D’un  autre  côté,  par  les  théorèmes  de  Galilée , le  chemin 
vertical  parcouru  par  un  corps  grave  efl:  proportionnel  au 
carré  de  la  vitcllè  qu’il  a acquife  en  defcendant  librement, 

8c  avec  laquelle.il  pourroit  remonter  à la  même  hauteur.' 
Âinli  le  Principe  de  Huyghens  fe  réduit  à ce  'que  dans  le' 
mouvement  des  corps  pefans,  la  fomme  des  produits  des 
maflTes  par  les  carrés -des  vîtelles  à chaque  inllaht,  efl;  la 
même,  foit  que  les  corps  fe  meuvent  conjointement  d’une 
maniéré  quelconque , ou  qu’ils  parcourent  librement  les  mêmes 
hauteurs  verticales.  Ceft  auffi  ce  que  Huyghens  lui-même 
a remarqué  en  peu  de  mots  dans  un  peut  Ecrit  relatif  aux 
méthodes  de  Jacques  Bernoulli  8c  du  Marquis  de  l’Hôpital , 
pour  les  centres  d’ofcillation!  j- '■•  ••'  — > 

Jufqoes-là  ce  Principe  n’avoic  été  regardé  que  comme  un 
Ample  théorème  de  Méchanique  ; mais  lorfque  Jean  Bernoulli 
eut  adopté  la  diftinâiôn  établie  par  LeibnîtïÈ , entre  les  forces 
mortes  ou  prefllons  qui  agiflenc  fans  mouvement  aébod,  8c  , 
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les  forces  vives  accompagnées  de  ce  mouvement , ainfi 
que  la  mefure  de  ces  dernieres  par  les  produits  des  malles 
ic  des  carrés  des  vîteflès , il  ne  vit  plus  dans  le  Prin- 
cipe en  quellion’,  qu’une  conféquence  de  la  théorie  des 
forces  vives,  & une  loi  générale. de  la  nature,  fuivant  la-; 
quelle  la  fomme  des  forces  vives  de  plulieurs  corps  fe  con- 
forve  la  même  pendant  que  ces  cprps  agident  les  uns  fur  les 
autres  par  de  (impies  prellions,>êcell  conftamment  égale  à la 
(impie  force  vive  qui  réfulte  de  l'aélion  des  forces  aâuelles 
qui  meuvent  les  corps.  11  lui  donna  ain(I  le  nom  de  coa~ 
jervcuion  des  forces  vives,  & il  s’en  fervit  avec  fuccès  pour 
réfoudre  quelques  problèmes  qui  ne  l’avoient  pas  encore  été  i 
' & dont  il  paroilibit  difficile  de  venir  à bout  par  des  mé- 
thodes directes.  > , 

Son  illuftre  fils,  Daniel  Bernoulli , a déduit  enfuite  de  ce 
Principe,  les  loix  du  mouvement  des  fluides  dans  des  vafes, 
mariere  qui  n'avoit  été  traitée  avant  lui  que  d’une  maniéré 
vague.&  arbitraire.  Enfin  il  a rendu  ce  même  principe  très- 
général  dans  les 'Mémoires  de  Berlin  pour  l’année  1748  , en 
faifant  voir  comment  on  peut  l’appliquer  au  mouvement  des- 
cprps  animés  par  des  attraéUons  mutuelles  quelconques,  ou: 
attirés  vers  des  centres  fixes  par  des  forces  proportionnelles 
à quelques  fonéltons  des  diflances  que  ce  foie. 

Le  grand  avantage  de  ce  Principe  elf  de  fournir  immé- 
diatement une  équation  finie  entre  les  vîteflès  des  corps  ôc 
les  variables  qui  déterminent  leur  pofition  dans  l’efpace; 
de  forte  que  lorfque  par  I4  nature  du  problêjne,  toutes  ces 
variables  fe  réduifent  à une  feule , cette  équation  fuffit  pour'' 
le  réfoudre  complettement , & c’eft  le  cas  de  celui  des  cen-  > 
très  d’ofcillation.  £0  général  la  confervacion  des  forces  vives 

donne 


Digitized  by  Google 


Stco-nde  Partie^ 

donne  toujours  une  intégrale  première  des  difFérentes  équa. 
lions  différentielles  de  chaque  problème  ; ce  qui  eft  d’une 
grande  utilité  dans  plufieurs  occaflons. 

Le  fécond  Principe  eft  dû  à Newton , qui , au  commen- 
cement de  (es  Principes  Mathématiques  , démontre  que  l’état 
de  repos  ou  de  mouvement  du  centre  de  gravité  de  plufieurs 
corps  n’eft  point  altéré  par  l’aélion  réciproque  de  ces  corps 
quelle  qu’elle  foit  ; de  forte  que  le  centre  de  gravité  des 
corps  qui  agiffent  les  uns  fur  les  autres  d’une  maniéré  quel- 
conque, foit  par  des  fils  ou  des  leviers,  ou  des  loix  d’at- 
tratftion , &c , fans  qu’il  y ait  aucune  *a£lion  ni  aucun  ola- 
ftacle  extérieur , eft  toujours  en  repos , ou  fe  meut  unifor- 
mément en  ligne  droite. 

M.  d’Alembert  lui  a donné  depuis,  dans  fon  Traité  de 
Dyn.amique,  une  plus  grande  étendue,  en  faifant  voir  que 
lî  chaque  corps  eft  follicité  par  une  force  accélératrice  conf- 
tante,,&  qui  agiffe  fuivant  des  lignes  parallèles,  ou  qui 
foit  dirigée  vers  un  point  fixe , & agiflè  en  raifon  de  la 
diftance,  le  centre  de  gravité  doit  décrire  la  même  courbe 
que  fi  les  corps  étoient  libres  ; à quoi  on  peut  ajouter  que 
le  m'onvement  de  ce  centre  eft  en  général  le  même  que  fi 
toutes  les  forces  des  corps  quelles  qu’elles  foient,  y étoient 
appliquées  chacune  fuivant  fa  propre  direélion. 

Il  eft  vifible  que' ce  Principe  fert  à déterminer  le  mou- 
vement du  centre  de  gravité,  indépendamment  des  mou- 
vemens  refpcékifs  des  corps,  & qu’ainfi  il  peut  toujours  four- 
nir trois  équations  finies  entre  les  coordonnées  des  corps 
& le  tems,  lefquelles  feront  des  intégrales  des  équations 
différentielles  du  problème. 

Le  troifieme  Principe  eft  beaucoup  moins  ancien  que  les 
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deux  prdcédens , & paroît  avoir  été  découvert  en  même- 
tems  par  MM.  Euler , Daniel  Bernoulli , fie  le  Chevalier 
d’Arcy,  mais  fous  des  formes  différentes. 

Selon  les  deux  premiers,  ce  Principe  conhfte  en  ce  que 
dans  le  mouvement  de  pluficurs  corps  autour  d’un  centre 
fixe , la  fomme  des  produits  de  la  nuffe  de  chaque  corps , 
par  fa  vîteffe  de  circulation  autour  du  centre,  6c  par  fa  diC- 
tance  au  même  centre,  eft  toujours  indépendante  de  l’ac- 
tion mutuelle  que  les  corps  peuvent  exercer  les  uns  fur  les 
autres , 6c  fe  conferve  la  même  tant  qu’il  n’y  a aucune  ac- 
tion ni  aucun  obflacle  extérieur.  M.  Daniel  Bernoulli  a 
donné  ce  Principe  dans  le  premier  ■ volume  des  Mé- 
moires de  l’Académie  de  Berlin,  qui  a paru  en  1746,  6C 
M.  Euler  l’a  donné  la  même  année , dans  le  premier  tome 
de  fes  Opufcules;  6c  c’eft  auffi  le  même  problème  qui  lea 
y a conduits , fij-avoir  la  recherche  du  mouvement  de  plu- 
fieurs  corps  mobiles  dans  un  tube  de  figure  donnée,  6c 
qui  ne  peut  que  tourner  autour  d’un  point  ou  centre  fixe. 

Le  principe  de  M.  d’Arcy,  tel  qu’il  l’a  donné  à l’Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris,  dans  un  Mémoire  qui  porte 
la  date  de  1746 , mais  qui  n’a  paru  qu’en  1751  dans  le. Re- 
cueil pour  1747,  eft  que  la  fomme  des  produits  de  la  malle 
de  chaque  corps  par  l’aire  que  fon  rayon  veéleur  décrie 
autour  d’un  centre  fixe  , eft  toujours  proportionelle  au 
tems.  On  voit  que  ce  Principe  eft  une  généralifation  du 
beau  théorème  dè  Nesrton , fur  les  aires  décrites  en  vertu  de 
forces  centriperes  quelconques  ; 6c  pour  en  appercevoir  l’ana- 
logie, ou  plutôt  l’identité  avec  celui  de  MM.  Euler  6c  Da- 
niel Bernoulli , il  n’y  a qu’à  confidérer  que  la  vîteffe  de  cir- 
culation eft  exprimée  par  l’élément  de  l’arc  circulaire  divifé 
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par  l’élément  du  tems , & que  le  premier  de  ces  élémens 
multiplié  par  la  dillance  au  centre , donne  l’élémerlt  de  l’aire 
décrite  autour  de  ce  centre  ÿ d ou  1 on  voit  que  ce  dernier 
Principe  n’eft  autre  chofe  q^ue  l’expreflion  difFérentielle  de 
celui  de  M.  d’Arcy, 

Cet  Auteur  a préfenté  enfuite  fon  Principe  fous  une  autre 
forme  qui  le  rapproche  davantage  du  précédent,  & qui  con- 
lifte  en  ce  que  la  fomme  des  produits  des  maflès , par  les  vî- 
tellès  & par  les  perpendiculaires  tirées  du  centre  fur  les  direc- 
tions du  corps , eft  une  quantité  conftante. 

Sous  ce  point  de  vue  il  en  a fait  même  une  efpece  de 
Principe  métaphyfîque , qu’il  appelle  la  confervation  de  l’ac- 
tion , pour  l’oppofer , ou  plutôt  pour  le  fubftituer  à celui  de 
la  moindre  quantité  d’aclion;  comme  fi  des  dénominations 
vagues  fie  arbitraires  faifoient  l’eflence  des  loix  de  la  nature, 
&po  uvoient  par  quelque  vertu  fecrete  ériger  en  caufes 
finales , de  fimples  réfultats  des  loix  connues  de  la  Mécha- 
nique. 

Quoi  qu’il  en  foit,  le  Principe  dont  il  s’agit  a lieu  généra- 
lement pourtour  fyftême  de  corps  qui  agiflent  les  uns  fur  les 
autres  d’une  façon  quelconque , foit  par  des  fils,  des  lignes 
inflexibles  , des  lo'X  d’attraélion , ficc  , 8c  qui  font  de  plus 
follicités  par  des  forces  quelconques  dirigées  à un  centre 
fixe , foit  que  le  fyftême  foit  d’ailleurs  entièrement  libre , 
ou  qu’il  foit  alfujetti  à fe  mouvoir  autour  de  ce  même  centre. 
La  fomme  des  produits  des  malles  par  les  aires  décrites  autour 
de  ce  centre , 8c  projettées  fur  un  plan  quelconque , eft 
toujours  proportionnelle  au  tems  ; de  forte  qu’en  rapportant 
ces  aires  à trois  plans  perpendiculaires  entr’eux,  on  a trois 
équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  le  tems  fie 
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les  coordonnées  des  courbes  décrites  par  les  corps;  & c’ell 
proprement  dans  ces  équations  que  conlifte  la  nature  du 
Principe  dont  nous  venons  de  parler. 

Je  viens  enfin  au  quatrième  Principe  que  j’appelle  de  la. 
moindre  action.,  par  analogie  avec  celui  que  feu  M.  de  Mau- 
pcrruis  avoir  donné  fous  cette  dénomination,  & que  les 
écrits  de  plufieurs  Auteurs  illuftres  ont  rendu  enfuite  fi  fa^ 
meux.  Ce  Principe  envifagé  anaJitiquement  , confifte  en  ce 
que  dans  le  mouvement  des  corps  qui  agiflcnt  les  uns  fur  les 
autres , la  fomme  des  produits  des  maflès  par  les  vîtefles  & 
parles  efpaces  parcourus,  éft  un  minimum.  L’Auteur  en  a 
déduit  les  loix  de  la  réflexion  & de  la  réfraébion  de  la  lu*- 
miere,  ainfi  que  celles  du  choc  des  corps  dans  deux  Mé- 
moires, l’un  à l'Académie  des  Sciences  de  Paris  en  1744» 
& l’autre  deux  ans  après  à celle  de  Berlin. 

Mais  il  faut  avouer  que  ces  applications  font  trop  parti- 
culières pour  fervir  à établir  la  vérité  d’un  Principe  général^ 
elles  ont  d’ailleurs  quelque  chofe  de  vague  & d’arbitraire, 
qui  ne  peut  que  rendre  incertaines  les  conféquences  qu’on  en 
pourroit  tirer  pour  l’exaélitude  même  du  Principe.  Auflî  l’on 
auroit  tort ,.  ce  me  femble , de  mettre  ce  Principe  préfenté 
ainfi  fur  la  même  ligne  que  ceux  que  nous  venons  d’expofer. 
Mais  il  y a une  autre  maniéré  de  l’envifager  plus  générale  & 
plus  rigoureufe,  & qui  mérite  feule  l’attention  des  Géomètres. 
M.  Euler  en  a donné  la  première  idée  à la  fin  de  fon  Traité 
des  Ifopérimètres  , imprimé  à Laufanne  en  1744»  en  y fai- 
fant  voir  que  dans  les  trajeéloires  décrites  par  des  forces  cen- 
trales, l’intégrale  de  la  vîtefle  multipliée  par  l’élément  d« 
la  courbe , fait  toujours  un  maximum  ou  un  minimum. 

Cette  propriété  que  M.  Euler  n’avoit  reconnue  que  dans 
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le  mouvement  des  corps  ifolés  , je  l’ai  étendue  depuis  au 
mouvement  des  corps  qui  agiffent  les  uns  fur  les  autres  d’un# 
maniéré  quelconque,  &;  il  en  a réfulté  ce  nouveau  Principe 
général , que  la  fomme  des  produits  des  maflès  par  les  inté- 
grales des  TÎteflès  multipliées  par  les  élémens  des  efpaces 
parcourus,  eft  conftamment  un  maximum  ou  un  minimum. 

Tel  eft  le  Principe  auquel  je  donne  ici , quoique  impropre- 
ment le  nom  de  moindre  aâion , & que  je  regarde  non  comme 
un  principe  métaphyfique,  mais  comme  un  réfultat  fimple  Sc 
général  des  loix  de  la  Méchanique.  On  peut  voir  dans  le  Tome 
II  des  Mémoires  de  Turin , l’ufage  que  j’en  ai  fait  pour  ré- 
foudre plufieurs  problèmes  difficiles  de  Dynamique.  Ce  prin- 
cipe combiné  avec  celui  de  la  confervation  des  forces  vives, 
ic  développé  fuivant  les  règles  du  calcul  des  variations, 
donne  direâement  toutes  les  équations  nécelTaires  pour  la 
folution  de  chaque  problème  ; 6c  de-l.\  naît  une  méthode  éga- 
lement fimple  6c  générale  pour  traiter  les  queftions  qui  con- 
cernent le  mouvement  des  corps;  mais  cette  méthode  n’eft 
elle-même  qu’un  corollaire  de  celle  qui  fait  l’objet  de  la  fécondé 
Partie  de  cet  Ouvrage , 8c  qui  a en  même-tems  l’avantage 
d’ètre  tirée  des  premiers  Principes  de  la  Méchanique. 


-SE  CONDE  SECTION. 

Formule  générale  pour  le  mouvement  d’un  fyfiême  de  corps  , 
animés  par  des  forces  quelconques, 

I . Xj  o b.  s q ü e les  forces  qui  agiflent  fin  un  fyftème  de 
corps  font  difpofées  conformément  aux  loix  expofées  dans 
la  première  Partie  de  ce  Traité , ces  forces  fe  détruifent  mu- 
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tuellement , & le  fyftême  demeure  en  équilibre.  Mais  quand 
féquilibre  n’a  pas  lieu , les  corps  doivent  néceffairement  fe 
mouvoir^  en  obéilTant  en  tout  ou  en  partie  à ra>fbiondes  force» 
qui  les  follicitent.  La  détermination  des  mouvemens  produits 
par  des  forces  données,  eft  l’objet  de  cette  fécondé  Partie. 

Nous  y confidérerons  principalement  les  forces  accélératrices 
ou  retardatrices , dont  l'acfion  eft  continue , comme  celle  de  la 
gravité , £c  qui  tendent  à imprimer  i chaque  inftant  une  vîtefte 
infiniment  petite  6c  égale , à toutes  les  particules  de  matière. 

Quand  ces  forces  agiftent  librement  6c  uniformément, 
elles  produifent  néceflaifement  des  vîteffès  qui  augmentent 
comme  les  tems  ; 6c  on  peut  regarder  les  vîteftes  ainfî  en- 
gendrées dans  un  tems  donné , comme  les  effets  les  plus 
fimples  de  ces  fortes  de  forces,  6c  par  conféquent  comme 
les  plus  propres  à leur  fervir  de  mefure.  Il  faut,  dans  la 
Méchanique,  prendre  les  effets  fimples  des  forces  pour  con- 
nus; 8c  l’art  de  cette  fcience  confifte  uniquement  à en 
déduire  les  effets  corapofés  qui  doivent  réfulter  de  l’aâdon 
combinée  8c  modifiée  des  memes  forces. 

2.  Nous  fuppoferons  donc  que  l’on  connoiffe  pour  chaque 
force  accélér.itrice  la  vîteffe  qu’elle  eft  capable  d’imprimer 
à un  mobile  en  agiflanc  toujours  de  la  même  manière, 
pendant  un  certain  tems , que  nous  prendrons  pour  l’unité 
des  tems  ; 6c  nous  entendrons  fimplement  par  force  accélé- 
ratrice  cette  meme  vîteffe.  Elle  doit  s’eftimer  par  l'efpace 
que  le  mobile  parcourroit  dans. le  même  tems,  fi  elle  étoit 
continuée  uniformément  ; 6c  on  fait  par  les  théorèmes  de 
Galilée,  que  cet  efpace  eft  toujours  double  de  celui  que 
le  corps  a parcouru  réellement  par  l’aûion  confiante  de  h 
force  accclér.«rice. 
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On  peut  d’ailleurs  prendre  une  force  accélératrice  connue 
pour  l’unité , & rapporter  à celle-là  toutes  les  autres.  Alors 
il  faudra  prendre  pour  l’unité  des  efpaces , le  double  de 
l’efpace  que  la  même  force  continuée  également  feroit  par- 
courir dans  le  tems  qu’on  veut  prendre  pour  l’unité  def 
tems,  fie  la  vîtefle  acquife  dans  ce  tems  par  l’aéiion  con- 
tinue de  la  même  force,  fera  l’unité  des  vîtefles.  De  cette 
maniéré  les  forces , les  efpaces , les  tems  fie  les  vîtclfo  nç 
feront  que  des  fimples  rapports,  des  quantités  mathéma- 
tiques ordinaires. 

Par  exemple,  fî  on  prend  ( ce  qui  eft  très-naturel)  la  gr.v 
vité  fous  la  latitude  de  Paris  pour  l’unité  des  forces  accélé- 
ratrices, ÔC  qu’on  compte  le  tems  par  fécondés,  on  devra 
prendre  alors  30,1 9^  pieds  de  Paris  pour  l’unité  des  efpaces 
parcourus,  parce  que  ij,098  pieds,  eft  la  hauteur  d’où  un 
corps  abandonné  à lui-même,  tombe  dans  une  fécondé  fous 
cette  latitude;  fie  l’unité  des  vîteftès  fera  celle  qu'un  corps 
péfant  acquiert  en  tombant  de  cette  hauteur. 

3.  Ces  notions  préliminaires  fuppofées,  confidérons  un 
fyftême  de  corps,  difpofés  les  uns  par  rapport  aux  autres , 
comme  on  voudra,  6c  animés  par  des  forces  accélératrices 
quelconques. 

Soit  m la  malle  de  l’un  quelconque  de  ces  corps,  regardée 
comme  un  point  ; Sc  foient  x , y , ^ les  trois  coordonnées 
reftangles  qui  déterminent  la  pofition  abfolue  du  même 
corps  au  bout  d’un  tems  quelconque  t.  Ces  coordonnées 
font  fuppofées  toujours  parallèles  à trois  .axes  fixes  dans  l’ef- 
pace , ÔC  qui  Ce  coupent  perpendiculairement  dans  un  point 
nommé  l’origine  des  coordonnées  ; elles  expriment  par  con- 


ipa  MècHAKïQUE  analitiqvi:, 

féquent  les  diftances  redilignes  du  corps  à trois  plans  paf- 
fant  par  les  mêmes  axes. 

Ainfi  à caufe  de  la  perpendicularité  de  ces  plans,  les  coor- 
données I repréfentent  les  efpaces  parcourus  par  le 

corps  en  s’éloignant  des  mêmes  plans  ; par  conféquent 

repréfenteront  les  vîtefles  que  ce  corps  a dans  un 

inftant  quelconque  pour  s’éloigner  de  chacun  de  ces  plans  lij 
Sc  ces  vîtefles,  C le  corps  étoit  enfuite  abandonné  à lui- 
même  , demeureroient  conftantes  dans  les  inftans  fuivans  , 
par  les  principes  fondamentaux  de  la  théorie  du  mou- 
vement. 

4.  Soient  maintenant  P,  Ç,  i?,  &c , les  forces  accélé- 
ratrices , qui  dans  le  même  inflant  follicitent  chaque  point 
delà  mafle  m fuivant  des  directions  dpnnées , c’eft-à-dire , 
les  vîtefles  que  chacune  de  ces  forces  imprimeroit  à la  mafle 
w , fi  elles  agiflbient  féparément  êc  également  pendant  le 
tems  qui  eft  pris  pour  l’unité.  Quelque  variable  que  puiflè 
Être  l’adion  de  ces  forces , on  peut  néanmoins  la  regarder 
comme  confiante  pendant  un  infiant.  Par  conféquent,  comme 
les  vîtefles  engendrées  par  des  forces  accélératrices  conf- 
tantes , font  proportionelles  au  tems , il  s’enfuit  que  les  vî- 
tefles que  les  forces  P,  Q,  P,  &c,  impriment  ou  tendent 
à imprimer  au  corps  m pendant  l’infiant  dt^  font  exprimées 
par  Pdty  Rdtf  6cc.  & ont  les  mêmes  direétioHs  que 

ces  forces. 

Donc  dans  l’infiant  fuivant  le  corps  tendra  à fe  mouvoir 
â la  fois  avec  les  vîteflTes  -4^  > Pdt^  Qdt, 

dt  * di  ^ dt  ^ ’ 

Rdt  y êcc  ; & il  prendroit  efFeétivement  un  mouvement 

compofé 
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xrompofé  de  ceux-ci , s’il  devenoit  libre  ; mais  ce  mouvémeoc 
eft  altéré  par  la  liaifon  mutuelle  des  corps. 

Or  puifque  expriment  en  général 

les  vîteflès  efFeftives  du  corps  après  le  tems  r,, les'vî- 

* ■*  ' ’ J 

teSes  après  le  tems  t ~hdt  feront  repréfentées  par  -fi 


J. 


dx 

dt  * 


dt 


*4-  d . Ainlî  le 


corps 


aura  perdu  les  vîtefles  PdttQdt^Rdt  , écc,  & gagné  à leur 
place  les  vîteflès  d.  d.  d.  -^-tendantes  à aug-* 

menter  les  coordonnées  x,yy  ou,  ce  qui  revient  au 

même , il  aura  perdu  à la  fois  les  vîteflès  Pdt  ,QdtyRdty(cCy 
& les  vîtefles  d.  -^^',  d..  dirigées  en  fens  con- 

traire, c’eft-à-dire,  fuivant  les  lignes  mêmes  *,  y y 

Donc  aulC  les  forces  accélératrices  capables  de  produire 
ces  diâérenies  vîteflès  auront  été  détruites , & lè  feront  par 
coaféquent  fait  mutuelletnent  équilibre.  Donc  enfin  il  y aura 
eu  équilibre  dans  le  fyftême,  en  fuppofant  chacun  des  corps 
m qui  le  compofent , animé  k la  fois  par  les  forces  accélé- 
ratrices P y Qy  /?,  &c,  données,  & de  plus  par  les  forces 


accélératrices 


-ÿ- 

dt  dt 

> — : ^ 


d. 


dt 


dt 


iL.  y OU  bien  (en  fai- 


dt 


lant  dt  confiant)  — , -Ç~y  — ^r~  i dirigées  fuivant 
les  lignes  x,^,  D’où  l’on  voitque  les  loix  du  mouvement 
du  fyftême  font  les  mêmes  que  celles  de  fon  équilibre,  en 
ajoutant  fîmplement  les  nouvelles  forces  accélératrices 

—dF~  > —TT'  * fuivant  x,  y,  i. 

$.  On  pourra  donc  auffi  trouver  une  formule  générale 

Bb 
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pour  le  mouvement , comme  on  en  a trouvé  une  pour  l’équi» 
libre  ; & cette  formule  du  mouvement  ne  fera  autre  chofe 
que  celle  de  l’équilibre , en  fuppofant  chaque  corps  m du 
fyftême  tiré  i la  fois  par  les  forces  mP,  otÇ,  mR,  &c, 
fuivant  les  diredHons  des  forces  accélératrices  P,  R,  Sec  ^ 

dont  on  le  fuppofe  animé , & de  plus  par  les  forces  m » 

m • , m , fuivant  les  direélions  des  coordonnées 

■ . . , ^ / 

Concevons  pour  cela  que  la  polition  des  différons  corps  du 
fyffême  change  infiniment  peu , enforte  que  les  coordonnées 
^*y*K  deviennent  * — — <*':{ , les  quantités 

fxi  J'y  y étant  infiniment  petites;  il  .efl:  vifible  que  ceS 
quantités  expriment  les  petits  efpaces  que  le  corps  jn  aura 
parcourus  fuivant  les  lignes  x^y^  parce  que  ces  lignes 
étant  perpendiculaires  entr’elles,  l’efpace  parcouru  parallè- 
lement à l’une  ne  dépend  que  de  la  variation  de  celle-ci,  6C 
nullement  de  celle  des  autres. 

Ainfi  on  aura  d’abord  m - xtx,  m ^ J'  * 

m pour  les /BUiWe/M  des  forces  OT  - ^ ^ , 


5.  Conlidérons  maintenant  les  forces  accélératrices 
P,  Ç,  R y Sec  y comme  tendantes  à des  centres  donnés; 
Se  foient  r,  &c,  les  diffances  de  chaque  corps  m à 

chacun  des  centres.  Que  fpy  Jq,  /r,  &c,  repréfentent  les 
variations  des  lignes  ou  quantités />,  y,  r,  &c,  provenantes 
des  variations  J' ar , fyy  des  lignes  x,yi  il  eft  clair 
que  ces  quantités  J'y,  J'r,  &c,  exprimeront  en  même- 
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tems  les  efpaces  parcourus  par  le  cot’ps  m fuivanc  les  lignes 
ptq,  r,  &c.  Donc  mP  %i‘p , mQx  iqy  mRy.try  &c, 
feront  les  momens  des  forces /a P,  mQymRyi^Cy  agiflantes 
iuivant  ces  mêmes  lignes, t£.c.. 

'■  Or  la  formule  générale  de  l'équilibre  confifte  en  ce  que 
la  fomme  des  momens  de  toutes  les  forces  du  fyftême  doit 
être  nulle  (Part.  I,  SeéV.  2,  art.  1);  donc  on  aura  la  fot'» 
mule  cherchée  "en  égalant  à zéro  la 'fomme  de 'toutes  les 
quantités 


.ii.  .t 


m 


-b  i 
<3l  p -jj: 


ma.'l'.  Ivt 


H- (P-//»  •4’Q  J *4- £ f ) fSKtiOil 

ielatives  à chacun  des  corps  du’  fyftême  propofé. 

7-  Donc  fl  on  dénote  cette  fomme  par  le  figne  intégral 
S,  qui  doit  embraflèr  tous  lés  corps  du  fyftême , on  aura 

' 1 i.’  ...1.  ,01.1  . i>  . 


pour  la  formule  générale  du  mouvement  d’un  fyftême  quel- 
conque de  corps,  regardés  comme  des  points,  8c  animés  par 
des  forces  accélératrices  quelconques  P,  Ç,’  P,  fiée-  » 

Pour  faire  ufage  de  cette  formule , on  fuivfa  les  mêities 
réglés  que  pour  ,1a  .formule  de  l’équilibre  j-.oinft  il  faudra 
appliquer  ici  tout  ce  qui  a été  dit  dans  la  fécondé  Sec- 
tion de  la  première  Partie,  depuis  l’article  3 jufqu’à  la  fin, 
en  obfervant  que  les 'différentielles  'marquées  par  la  note  ou 
earaélériftique  J'  dans  la  formule  précédente  répondent  aux 
différentielles  marquées  par  la  caraébériftique  ordinaire  d 
dans  la  formule  de  l’équilibre,  8c  fe  déterminent  par  les 

mêmes  réglés  8c  les  mêmes  opérations.'  ■ ' • 

Bb  X 
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Nous  nommerons  dans  la  fuite  ces  diflFürentielles  mar- 
quées par  J‘j  des  variations , pour  les  diftinguer  des  autres 
marquées  par  d qui  fe  trouvent  dans  la  même  formule  > £c 
qui  expriment  les  accroi0èmens  ou  décroiflemens  fucceffifs 
des, variables , à raifon  du  tems  & du  mouvement  des  corps; 
tandis  que  ies  variations  font  relatives  au  changement  ar- 
bitraire qu’on  introduit  dans  la  pofition  inftantanée  des  corps  , 
^ qui  eft  tout-à'fait  indépendant  de  leur  mouvement 
eâfeétif. 


8.  En  général,  il  faudra  commencer  par  chercher  les  va- 
leurs de  &c,  en  tx^  ty ^ j'^’y  ce  qui  eft  facile, 

parce  que , nommant  n , ^ , c les  coordonnées  reéfangles 
qui  détermii^t  la  pofition  du  centre  des  forces  P,  on  a 


p = V(’x—a/^{'y  — 6/~hfl-c/i 
d’où  l’on  tire,  en  faifant  varier  uniquement  Xyyy 

expreflîon  qui,  comme  nous  l’avons  déjà  obfèrvé  dans  l’endroit 
cité , peut  fe  réduire  à cette  forme  générale  & indépendante 
de  la  pofition  du  centre  des  forces 

=rs  eof  <*  •f’x -f- cof  cof  > / , 


( en  nommant  ■ , ^ > les  angles  que  la  direéüon  de  la  force 
P fait  avec  les  coordonnées  Xy  y y i)  ou  bien  encore  à 
celle-ci. 


= fin  ^ cof  fin  t cofy.J'^y 
4 étant  l’angle  que  cette  direélion  projetée  fur  le  plan  des 
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X t y fiût  avec  l’axe  des  x.  £c  ainlî  des  autres  variations 
i'j,  j'r,  &c. 

De  cette  inaniere  les  termes  P &c, 

fe  réduiront  à cette  forme  Xtx  -4-  V fy  -t-  Zif'ij;  &les 
quantités  Y,  Z feront  les  valeurs  des  trois  forces  pa- 
rallèles aux  axes  des  coordonnées  x,^,  & équivalentes 

Il  toutes  les  forces  P,  Ç,  R , &c,  comme  nous  l’avons  dé- 
montré dans  l’article  J de  la  Sedion  cinquième  de  la  pre- 
mière Partie. 

Enfuite  en  ayant  égard  aux  équations  de  condition  j don- 
nées par  la  nature  du  fylléme  propofé , entre  les  coordon- 
nées des  diâérens  corps,  on  réduira  les  variations  de  ces 
coordonnées  au  plus  petit  nombre  poflible , enforte  que  les 
variations  reliantes  foient  tout-à-fait  indépendantes  entr’elles 
Sc  abfolument  arbitraires.  Alors  on  égalera  à zéro  la  fomme 
de  tous  les  termes  alFedés  de  chacune  de  ces  dernieres  va- 
riations; & l’on  aura  toutes  les  équations  nécelTaires  pour 
la  détermination  du  mouvement  du  fyftême. 

Si  le  fyftême  dont  on  cherche  le  mouvement  eft  un 
corps  continu,  & d’une  figure  invariable  comme  les  corps 
folides,  ou  variable  comme  les  corps  flexibles  & les  fluides; 
alors  dénotant  par  m la  malle  entière  du  corps,  5c  par</m 
l’un  quelconque  de  fes  élémens,  c’eft-à-dire , une  particule 
quelconque  du  corps , on  conlidérera  ce  corps  comme  un  a£- 
femblage  ou  fyftême  d’une  infinité  de  corpufcules  dm^  animés 
chacun  par  les  forces  accélératrices  P,  Ç,  P,  &c;  & il 
lî’y  aura  qu’à  mettre  dans  la  formule  générale  de  l’article  7, 
ié/n  à la  place  de  nz , êc  en  même-tems  regarder  le  ligne 
comme  un  ligne  d’intégration  relatif  à toute  l’étendue  du 
corps , c’eft-à-dire,  à la  pofition  inftantanée  de  toutes 


Digitized  by  Google 


ip8  Méchanique  analitique. 

Tes  particules,  mais  indépendant  de  la  pofîtion  fucceffive 
de  chaque  particule. 

I O.  En  général , il  faut  remarquer  relativement  aux  va- 
riations , quelles  ne  fe  rapportent  qu’à  l’efpace  & non  à la 
durée,  enforte  que  dans  les  différentiations  marquées  par 
t la  variable  t , qui  repréfente  le  tems  devra  toujours  être 
regardée  comme  confiante.  Or  il  peut  arriver  fuivant  les 
circonflances  du  problème  que  les  équations  de  condition 
renferment  elles-mêmes  le  tems  t , auquel  cas  elles  feront , 
à proprement  parler , variables  d’un  inflant  à l’autre  ; alors 
quelques-unes  des  coordonnées  fe  trouveront  exprimées  en 
fonétion  des  autres  coordonnées  & de  la  variable  r;  8c  il 
faudra  avoir  égard  à la  variabilité  de  t dans  les  difTérentia- 
dons  marquées  par  d,  mais  on  fuppofera  t invariable  dans 
les  différentiations  marquées  par  l,  ’ 

La  même  fuppofltion  devra  aulü  avoir  lieu  relativement 
au  ligne  intégral  S qui  ne  fe  rapporte  qu’à  l’étendue  même 
du  corps  dans  chaque  inflant. 


TRÔISIEME  SECTION. 

Propriétés  générales  du  mouvement  déduites  de  la  formule- 
précédente. 

I . C ONSiDiRONS  un  fyflême  de  corps  difpofés  les  uns 
par  rapport  aux  autres , 8c  liés  enfemble  comme  l’on  voudra  , 
mais  fans  qu’il  y ait  aucun  point  ou  obflacle  fixe  qui  gêne 
leur  mouvement  ; il  efl  évident  que  dans  ce  cas  les  condi- 
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tiens  du  fyftême  ne  peuvent  regarder  que  la  polîtion  ref- 
peftive  des  corps  entr’eux^  par  conféquent  les  équations  de 
condition  ne  pourront  contenir  d’autres  fonilions  des  coor- 
données que  Jes  exprellions  des  diftances  mutuelles  des 
corps. 

Soient  x',  y,  les  coordonnées  d’un  corps  quelconque 
déterminé  du  fyftême,  tandis  que  ^ repréfentent  en 

général  les  coordonnées  d’un  autre  corps  quelconque.  Faifons, 
ce  qui  eft  toujours  permis  , 

il  eft  vifible  que  les  quantités  V,y,  n’entreront  point 
dans  les  exprellions  des  diftances  mutuelles  des  corps , mais 
que  ces  diftances  ne  dépendront  que  des  différentes  quan- 
tités f , »,  ?,  qui  expriment  proprement  les  coordonnées  des 
différens  corps,  rapportés  i celui  qui  répond  à x'.y,  par 
conféquent  les  équations  de  condition  du  fyftême  feront 
entre  les  feules  variables  f,  »,  Ç",  & ne  renfermeront  point 

Donc  fi  dans  la  formule  générale  du  mouvement  on  fub- 
ftitue  pour  J'x,  fy,  leurs  valeurs  -f-  J'f,  sÿ 

ces  variations  •Tac',  feront  indépendantes 

de  toutes  les  autres , & arbitraires  en  elles-mêmes  ; ainfi  il 
faudra  égaler  féparément  à zéro  la  totalité  des  termes  af- 
feélés  de  chacune  de  ces  variations;  ce  qui  donnera  trois 
équations  générales  & indépendances  de  la  confticution  par- 
ticulière du  fyftême. 

2.  En  mettant  dans  la  formule  générale  de  l’article  7 de 
la  Section  précédente,  à la  place  de  la  quantité  P 
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- -H  JS  iTr  -t-  8cc,  fa  transformée  Xfx  *4-  V (art. 
Seél.  citée),  cette  formule  devient 

Et  de-là  on  tire  fur  le  champ  ces  trois  équations  générales, 
S (4r-  H-  2)m  = 0, 

t 

' Icfquelles  auront  toujours  lieu  dans  le  mouvement’d’un  fyf- 
tême  quelconque  de  corps,  lorfque  le  fyftême  eft  entière- 
ment libre. 


3 . Suppofons  maintenant  que  le  corps  auquel  répondent 
les  coordonnées  ï'  foit  placé  dans  le  centre  de  gra- 

vité de  tout  le  fyftême.  On  aura,  par  les  propriétés  connues 
de  ce  centre  (Part,  i,  Seéi.  3,  art.  ii),  les  équations 
S Ç m = O , S » m =s\o  t S Ç m = O f lefquellcs , en  diffcrcn- 
tiant  par  rapport  à r,  donneront  celles-ci. 


'7F'  "ZF" 


O. 


Donc  on  aura  S m =a  S m = -^rr"  parce 
que  x'  ayant  la  même  valeur  pour  tous  les  corps , eft  indé- 
pendante  du  ligne  5";  on  aura  pareillement  S m = 

-^4”  S te  S -^4-  ^ S Ainfi  les  trois  équa- 

at*  * dt*  do  * 

rions 
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Seconde  Partie.'  aot 
l’article  précédent  prendront  cette  forme  plus 


x' 

~TF' 

•'  J}y< 


\m 


SX 


m 


Oi 


2^  S/K-h  sym  = ' 


— Sm-hSZm^O. 

Ces  équations  ferviront  à ’ déterminer  lé  mouvement  du 
centre  de  gravité  de  tous  les  'corps , indépendamment  du 
mouvement  particulier  de  chacun  d’eiix;  & il ’eft  évident 
que  le  mouvement  de  ce  centre  ne  dépendra  point  de  l'ac- 
tion mutuelle  que  les  corps  peuvent  exercer  les  uns  fur  les 
autres,  mais  feulement  des  forces  accélératrices  qui  folli- 
citent  chaque  corps.  C’eft  en  quoi  confifte  le  principe  géné- 
ral de  la  confervation  du  mouvement  du  centre  de  gravité. 

4>  On  voit  au  relie  que  les  équations  pour  ,1e  mouvemenç 
du  centre  de  gravité  font  les  mêmes  que  celles  du  mouve- 
ment d’un  feul  corps  qui  feroit  animé  à la  fois  par  toutes 
les  forces  accélératrices  qui  agillent  fur  les  dilFérens  corps 
du  fyftême.  En  effet,  lî  on  conçoit  que  tous  ces, corps  fqient 
réunis  en  un  point  qui  réponde  aux'  coordonnées  x',  y,  ■(  ; 
on  a alors  dans  la  formule  générale  x = y ~y'*  î = 

& égalant  à zéro  la  totalité  dés  termes  affeélés  de  chacune^ 
des  trois  variations  j'x',  on  aura  les  mêmes  équa- 

tions que  ci-delTus.  !... 

. ■ ^ . . ir.:-.  - -î 

Et  de-là  réfulte  ce  théorème  général , que  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  d’un  fyflême  libre  de  corps  difpofés  les  uns  par 
rapport  aux  autres  , comme  l’on  voudra,  efl  toujours  le  même 
que  Jï  les  corps  étaient  toujours  réunis  dans  un  feul  point,  0 

Ce 
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qu’en  mêmè  tems  chacun  d'eux  fût  animé  d/is  mêmes  forces  ücct- 
lératrices  que  dans  leur  état  naturel, 

5.  Confidérons  ici  le  mouvement  d’un'fyftêtne  quelconque 
autour  d’un  point  fixe,  foit  que  ce  point  .appartienne  lui- 
même  au  fyftême  ou  non  ; & pour  cela  employons  d’abord 
ainfi  que  nous  l’avons  fait  dans  la  première  Partie  (Sed.  3 , 
art.  5 ) , un  rayon  vedéiir  f avec  l’angle  p décrit  par  ce  rayon 
fur  le  plan  des  coordonnées  x & y , à la  place  de  ces  mêmes 
^çordonnép^,  en  çonferyant  d auleurs.la  voifietne  coordonnée 
J perpendiculaire  à ces  deux-là.  On  aura  de  cette  maniéré 

coifyy  — t fin^yêcdifFérentiant , iTx=  cof  9 fp  — 
fyz=  Cm  X fp. 

Soit  pour  un  corps  quelconque  déterminé  du  fyfiême , p'  la 
valeur  de  l’angle  9;  & qu’on  falTe  en  général  pour  chacun 
des  autres  corps  p «t  9'.-t*4.  On  peut  prouver,  comme  dans 
l’endroit  cité , que  fi  le  fyftême  a la  liberté  de  tourner  autour 
de  l’axe  des  les  variations  de  l’angle  9'  feront  indépen» 
dantes  de  celles  de  toutes  les  autres  variables. 

‘ Dans 'ce  cas  donc  la  totalité  des  termes  afFedés  de  ‘^9' 
dans  là  formule  générale  du  mouvement  devra  être  féparé- 
ment  égale  à '^zérp;' ce  .qui  donnera  une  équation  générale 
iç  ihdépendante  de  la’  coriftit.ution  particulière  du  fyftême  ; 
& pour  avoir  cette  équation , il  eft  clair  qu’il  n’y  aura  qu’à 
mettre  les  quantités  — y f'd  & x<t9'  à la  place  de  «fx  fie 
J'y  dans  la  formule  générale  donnée  ci-deffus  ^art.  ij  y fie 
faire  enfuite  une  équation  féparée  des  difFérens  termes  af- 
fedés  de  Jp'.  , ' 

6.  Cette  équation  fera  donc 
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& elle  aura  lieu  en  général  pour  quelque  fyftême  de  corps 
que  ce  foit,  pourvu  qu’il  ait  la  liberté  de  tourner  autour 
de  la  ligne  fixé  qui  fert  d’axe  aux  coordonnées  •- 

Et  comme  ce  qui  eft  relatif  à l’un'  des  trois  axes  des  Cpor-- 
données,  peut  fe  rapporter  - également  i chacun  dès  dèux 
autres , on  trouvera  d’une  maniéré  femblàble , par  rapport 
à l’axe  des  coordonnées  y,  fi  le  fyftême  a la  liberté  de  tou^^ 
Ber  autour  de  cet 'axe  > l’équation  '■  ' -lyr  j 


. Enfin  on  aura  auftî,  relativement  à l’axe  des  coordonnées  sç, 
en  fuppofant  que  le  fyftême  ait  la  liberté  de  tourner 'autour, 
de  cet  axe , l’équation  . . „ 


TF  - î - î O 


Ces  trois  équations  auront  donc  lieu  à la  fois,  lorfque 
le  fyftême  aura  la  liberté  de  tourner  autour  de  chacun  4es 
trois  axes;  c’eft-à-dire,  toutes  les  fois  que  le  fyftême  îera 
difpofé  de  maniéré  qu’il  puifte  pirouetter  librement  en  tout 
fens  autour  du  point  fixe  où  eft  l’origine  des  coordonnées; 
car  nous  avons  vu  dans  la  première  Partie,  (Seâ,  3 , art.  7), . 
que  tout  mouvement  de  rotation  autour  d’un  point  fixe, 
peut  toujours  fe  réfoudre  en  trois  autres  autour  de  trois  axes 
paftKnt  par  ce  point. 

Pour  fe  former  une  idée  plus  nette  de  ces  équations,  on , 
remarquera  i “ que  les  quantités  xd*y  — y jc , x </’  3 — :[</*  x, 
— ^d‘y  ne  font  autre  chofe  que  les  düFérentielles  de 
celles-ci  yx  dy  — y dx,  xd\'^\dxyy  d\  — ^ , lefquelles 

expriment  le  double  des  feéleurs  élémentaires  décrits  par  le 

C c a 
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corps  m fur  les  plans  des  ac,y,  des  x,  ^ des  y c’eft-à- 
dirc,  fur  les  plans  perpendiculaires  aux  axes  des  des  ^ 
& des  x;  en  effet,  li  dans  xdy — ydxy  on  fubftitue  pour 
X ficy  les, valeurs  p.cof  f>[  fin  s,  il  vient  double  de 

l’aire  connpr^fe,  entre  le  rayon  ve(ffeur  p & le  rayon  confé- 
cucif  qui  fait  avec  lui  l’angle  élémentaire  d f.  Que  les 
quantités  K,  ^ repréfenrem  les  forces  qui  follicitent 
chaque  corps  m fuivant  les  direâions  4es , coordonnées  x,_y, 

& qui  réfultent  de  toutes  les  forces  P^  Q,  Ry  &c,  agiffantes 
fur  ce  corps  fuivant  des  direékions  quelconques  (art.  8, 
Seél.  1 );  & qu’ainfi  les  quantités  xV  •—  yXyxZ  — \X^ 
y 2 — expriment  les  momens  des  forces  qui  tendent 
à Tairê  tourner  le  corps , autour  de  chacun  des  trois  axes  des 
coordonnées  , x ; en  prenant  le  mot  de  moment  y dans  le 
fens  ordinaire , pour  le  produit  de  la  force  & de  la  perpendi^ 
culaire  menée  fur  fa  direélion. 

7-  Si  le  fyftôme  h’étoit  animé  par  aucune  force  accéléra- 
tricb,'’ou  s’il  l’étoit  feulement  par  des  forces  quelconques, 
tendantes  toutes  au  point  que  nous  avons  pris  pour  l’origine 
des  coordonnées  ; alors  les  quantités  x Y —~ÿX y xZ— - ^Z, 
yZ-^\Yy  feroient  nulles.  Car  dans  le  premier  cas,  les 
quantités  AT,  Y\Z  y feroient  elles-mêmes  nulles;  & dans 

W fécond , ces  quantités  feroient  de  la  forme  » 

P ^ 

y ( art.  8 , SecUon  fécondé  ) en  nommant  P la  force 

téhdante  au  centre,  & faifant  les  coordonnées  a,  c 
milles , parce  que  le  centre  des  forces  eft  fuppofé  tomber  dans 
l’origine  des  coordonnées. 

• Les  trois  équations  de  l’article  6 deviendront  alors , 
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— y — ^ 
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0 

11 

E 

4 

OT=,0,  , 

. N 

1 

0 

11 

e 

lefquelles  étant  intégrées  par  rapport  à la  variable  r,  donne* 
ront  en  prenant  trois  conftantes  arbitraires  ^ C. , - 

= . . y.. 

Ces  demieres  équations  renferment  évidemment  le  Prin- 
cipe des  airet  dont  nous  avons  parlé  dans  la  première 
Seéb’on. 

8-  Si  le  fyftcme  eft  libre,  c’eft-à-dire , qu’il  n’y  ait  aucun 
point  fixe , on  peut  prendre  l’origine  des  coordonnées  x 
par-tout  où  l’on  veut;  par  conféquent  les  propriétés  des  aires', 
& des  moniens  que  nous>  venons  de  démontrer , auront'  lien  , 
dans  ce  cas  par  rapport  à un  point  fixe  quelconque  pris  à vo- 
lonté dans  l’efpace.  Mais  je  vais  prouver  qu’elles  auront  lieu  ' 
également  par  rapport  au  centre  de  gravité  de  tout  le  fyf- 
tÊnie,  foit  que  ce  centre  fpit  fixe  ou  non,  .j  . . 

Pour  cela  il  n’y  a qu’à  fubftituer  dans  les  ■ trois  équations 
de  l’article  pour  les  quantités  »!  -t- » , 

C ( art.  1 ) , en  rapportant , comme  dans  l’article  3 , les 
coordonnées  Jc',y>  ^ centre  de  gravité  du  fyftême. 
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Par  ces  fubfticutions , la  première  des  équations  en  quef- 
tion  deviendra  d’abord 

(x'  — y-Ç^)  s'^x'srm  -y  s Xm 

H-x'  S-^  m—y  's  Sym 

H- «5(1-7;^ 

Enfuice  par  les  équations  données  dans  le  même  article  } , 
elle  Ce  réduira  à 


s(?  ) m = o- 

Les  deux  autres  équations  de  l’^^icle  d fe  réduiront  de 
même  à celles-ci , 

S (f -^r K «ïta  0, 

5 (»  — cr)w  = o. 

On  voit  que  ces  trois  équations  font  femblables  à celles 
de  ce  même  article  6 , Sc  que  toute  la  difFérence  conlifte  en 
(Ce  qu’li'  la  place  des  coordonnées  x ^y  y \ partant  d’un  point 
fixe,  il  y a les  coordonnées  f , Ç,  dont  l’origine  eft  dans 
le' centre  de  gravité  du  fyftême.  D’où  il  fuit  que  les  mêmes 
propriétés  qui  avoient  lieu  par  rapport  au  point  fixe,  ont 
aufii  lieu  par  rapport  à ce  centre. 

9.  En  général,  de  quelque  maniéré  que  les  difiPérens 
corps  du  fyftême  foient  difpofés  ou  liés  entr’eux,  pourvu 
que  cette  difpofition  foit  indépendante  du  tems , c’eft-à-dire , 
que  les  équations  de  condition  entre  les  coordonnées  ne 
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renferment  point  la  variable  r;  il  eft  clair  qu'on  pourra 
toujours , dans  la  formule  générale  du  mouvement , fuppofer 
les  variations  (T  » , ^7 , , égales  aux  différentielles  </* , dy^  d-:^ , 
qui  repréfentent  les  efpaces  effeélifs  parcourus  par  les  corps 
dans  l’indant  dt  ^ tandis  que  les  variations  dont  nous  parlons 
doivent  reprélenter  les  efpaces  quelconques  ^ que  les  corps 
pourroient  parcourir  dans  le  même  inftant , eu  égard  à leur 
difpoiltion  mutuelle. 

Cette  fuppolitioa  n’efl  que  particulière , ic  ne  peut  four- 
nir par  conféqueitt  qu’une  feule  équation  ; mais  étant  indé- 
pendante de  la  forme  du  fyAiême , elle  a l’avantage  de  donner 
une  équation  générale  pour  le  mouvement  de  quelque  fvf- 
tcme  que  ce  foit. 

Subflituam  donc  dans  la  formule  générale  de  l’article  7 
de  la  Seâion  précédente  à la  place  de  <T*,  <r:{ , les  dif- 

férentielles ordinaires  dx,  dy  ^ d\,  par  conféquent  aulli , 
au  lieu  de  i'p y &c,  les  différentielles  correlpon- 

dantes  <//»,  &c,  on  aura 

S ^PdpJ^Qdq-^Rdr-i-Uc)  «=  o , 

équation  générale  pour  quelque  fyftême  de  corps  que  ce  foit, 

I O.  Lorfque  la  quantité  Pdp  -i-  Qdq  eft 

intégrable , & elle  l’eft  toujours  quand  les  forces  accéléra- 
cricea  tendent  à des  centres  fixes , ou  aux  corps  mêmes  du 
fÿftêm^  y.ic  font  proportionnelles  à des  fonéHons  quelconques 
des  diftances,  ce  qui  eft  proprement  le  cas  de  la  nature  j 
alors  donc , li  on  nomme  n l’intégrale  de  cette  quantité , 
enforte  que  l’on  ait  </n  ==  P ^ •+*  jRdr •+- &c, 

l’équation  précédente  devient 
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dxJ'x+dyd'y  4-  <^  ï <i‘ î 
~~d? 


m =*  Of 


dont  l’intégrale  eft 


dx'-t-  dy'  d\' 
xdt^ 


en  dëfignant  par  F une  conftante  arbitraire  Cc  égale  à la 
valeur  du  premier  membre  de  l’étjuation  dans  un  inftant 
donné. 

Cette  derniere  équation  renferme  le  principe  connu  fous 
Iç  nomde  Confervation  des  forces  vives.  En  elFet,</x’-4-</^*-H/ï* 
étant  le  carré  de  l’cfpace  que  le  corps  parcourt  dans  1 inf- 
tant fera  le  carré  de  fa  vîtefle , at 

^ fa  force  vive.  Donc  S ^ 

fera  la  fomme  des  forces  vives  de  tous  les  corps,  ou  la 
force  vive  de  tout  le  fyftême;  & on  voit  par  l’équation 
dont  il  s’agit,  que  cette  force  vive  eft  égale  à la  quantité* 
X F — Z S nm  J laquelle  dépend  Amplement  des  forces  accç' 
lératrices  qui  agiflent  fur  les  corps , 6c  eft  la  meme  pour  des 
corps  libres  que  pour  des  corps  liés  enfemble  d'une  maniéré 
quelconque,  pourvu  que  leur  li^ifon  ne  varie  point  aveç 
le  tems.  ' 


1 1 , En  nommant  a la  vîtellè  du  corps  m , on  a a*  =» 
J Sc  l’équation  précédente  devient  .... 

5 = F,  laquelle  étant  différentiée  par  rapport 

à la  caraéiëriftique  J"  , donne  Sfu/'U-h^nJm  = o. 


Or  n étapt  une  fonélion  finie  des  variables  r,&c , 

telle  que  <^n  ==  P dp-^(^dq  -^  Rdr-i-  Çfc,  U eft  clair 

qu’on 
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«ja’on  aura  «également  en  changeant  d en  t,  <rne=iP^^ 
H-  Qiq  -4-  A-fr  -t-  &c.  Donc  on  aura  S(u^u  H-  Pi'p 
Qlq  -4-  Rfr^ir  Scc)  m « o ; par  confêquénc  v ' \ ‘ 

S (P  f P •+■  Q^q  -^R  ST-h  &c  J màoi, — Suiuxm,  -V* 


Et  cette  équation  aura  toujours  . lieu , pourvu  quq  f </p 
•i-Qdq-i-Rdr-i^&çCt,  foit  une  quantité jntégrabk , 6c 
que  la  liaifon  des' corps  foit  indépendante  du  tem^  ^lle 

cellèroit  d’être  vraie  h l’une  de  ees  conditions  n’avoit  pas 

'Ai  r*  r.rot  jni  Ltjiîlnn;  n-j  , yo 

I a.  Qu’on  fubftitùe  maintenant  là  valeur  précédente' dahi 
la  même  formule  générée  de  l’article?  dé  là  fecohdéSe^on , 
elle  deviendra, 

*7#- 


Or  d‘  X d'yfy-^-d*  ^ eft  =a  d.  (dxS^x  -\~dytÿ 
^d\S\)  — dxdfx  — dydSy — di[^d'f\.  Mais  parce 
que  les  caractérifliques  d 6c  f repréfentent  des  différences 
ou  variations  tout-à-fait  indépendantes  les  unes  des  autres, 
il  eft  aifé  de  concevoir,  que  dtxy  diy^  dt\  doivent  être 
la  même  chofe  que  <T</x,  ^dy  y ainfi  qu’il  a déjà  été 

remarqué  dans  la  première  Partie  ( art.  i6,Se£t.  4).  D’ail- 
leurs il  eft  vifible  que  dxtdx  -4-  dyfdy  H- 

s=: t.(dx'  dy*  -y-  d\').  Donc  on  aura  d'xt'x 
-4-  d*  f y -4-  d*  :{ 1“ !j[ • = <é..  X <t  X dy  î y -4-  d-^S  \) 

Soit  s l’efpace  ou  l’arc  curviligne  décrit  par  le  corps  m 

V ■ ' ■ - - ■ ' ' - 

dans  le  tems  t\  on  au  ds  = ]/dat‘  -4-  dy'  -4-  df^y6C 

Dd 
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Donc  d*xfx-^d‘yfy-i-  d.^dxix 

J'I  d.(dxt*-^dfi'y-*-d\t'\)  vftds 

j4-  -JTT  *=  ./t*  - ds  ' 

, Ainfi  la  formule  générale  dont  il  s’agit  deviendra 


«/«)/n  = o, 

■j.l  y\T^  rrr  7?  d$  * * 

'<.  'ü  •'  • ■’•'  '*,•  •*  , dt  , 

ou,  en  multipliant  tous  les  termes  par  = -^,8c reraar- 
,<juant  <jue  utds  d s S'il  f • (u ds) , . . , 

r..\-^^d.tdxtx^iyh^d^H\:^',.  

Et  comme  le  figne  intégral  S n’a  aucun  rapport  aux  ligne* 
différentiels  d & on  peut  faire  fortir  ceux-ci  hors  de 
celui-làj  & alors  l’équation  précédente  prendra  cette  forme, 

d.S{dxi-,-^Jydy^d^l^)m^  ^f^Smuii  = Q, 
it 


I Intégrons  par  rapport  au  figne  différentiel  d , & déno- 
tons cette  intégration  par  le  figne  intégral  ordinaire  y*, 
nous  aurons 

SÇdxlx  .4.dyty4-dxf^i)m ^ „ rnnft. 

de 

Or  le  figne  y*  dans  l’expreflion  yV.  Smuis  ne  pouvant  re- 
garder que  les  variables  a J,.  & n’ayant  aucune  relation 
avec  les  lignes  5 & <r,  il  eft  clair  que  cette  expreflion  eft 
la  même  chofe  que  celle-ci,  t . S mfuds.  Et  fi  on  fuppole 
que  dans  les  points  où  commencent  les  intégrales /a  J on 
ait  /;^=o,  o,  il  faudra  que  la  confiante 
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arbitraire  foie  nulle,  parce  que  le  premier  membte  de 
quation  derient  nul  dans  ces  points.  AinG  on  aura  dans 
ce  cas 

Donc  fi  on  fuppofe  de  plus  que  les  variations  tXy  ty , 
folent  aufli  nulles  pour  les  points  où  les  intégrales  fuds 
finillènt , on  aura  alors  1.  Smfuds  = o\  c’eft-à-dire , que 
la  variation  de  la  quantité  Smfuds  fera  nulle;  par  confé» 
quent  cette  quantité  fera  un  maximum  ou  un  minlmian. 

1 3 • De-là  réfulte  donc  ce  théorème  général , que  dans 
le  mouvement  d’un  fyfiême  quelconque  de  corps  animés  par 
des  forces  mutuelles  d’atrraélion , ou  tendantes  à des  centres 
fixes , & proportionnelles  à des  fonctions  quelconques  des 
diftances,  les  courbes  décrites  par  les  difFéreqs  corps,  fie 
leurs  vîteflès,  font  néceffai rement  telles  que  la  fomme  des 
' produits  de  chaque  malle  par  l’Intégrale  de  la  vîtelle  mul- 
tipliée par  l’élément  de  la  courbe  eft  un  maximum  ou  un 
minimum  y pourvu  que  l’on  regarde  les  premiers  fie  les  der^^ 
niers  points  de  chaque  courbe  comme  données,  en  forte 
que  les  variations  des  coordonnées  répondantes  à ces  points 
foient  nulles..  C’eft' le  théorème  dont  nous  avons  parlé  à la 
fin  de  la  première  Seélion,  fous  le  nom  de  Principe  de  la 
moindre  a£Uon. 

Mais  ce  théorème  ne  contient  pas  feulement,  une  pro- 
priété très-remarquable  du  mouvement  des  corps , il  peut 
fervir  à déterminer  ce  mouvement.  En  effet,  puifque  la 
formule  Smfuds  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum 
il  n’y  a qu’à  chercher  par  la  méthode  des  variations^  les 
conditions  qui  peuvent  la  rendre  telle  ; fie  en  employant 

Ddx 
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l’équation  générale  de  la  confervation  des  forces  vives  , on 
trouvera  toujours  toutes  les  équations  nécelTaires  pour  coo- 
noître  le  mouvement  de  chaque  corps  ; car  pour  le  maximum 
ou  minimurif , il  faut  que  la  variation  foit  nulle , & que  par 
conféquent  on  ait  S‘.Smfuds<=s.o‘,  &L  de-là  en  pratiquant 
dans  un  ordre  rétrograde  les  opérations  expofées  ci-dellus , 
on  retrouvera  la  même  formule  générale  d’où  l’on  étoic 
parti,^. 

1 4.  Pour  rendre  cette  méthode  plus  fendble , nous  allons 
Texpofer  ici  en  peu  de  mots.  La  condition  du  maximum  ou 
minimum  donne  en  général  s.Smf  at/j  ==0,  & faifantpaflèr 
le  ligne  différentiel  <r  fous  les  lignes  S Sc  f {ce  qui  cft  évi- 
demment permis  par  la  nature  de  ces  difitérens  lignes),  on 
aura  l’équation  S mft (uds)  = o,  ou  bien  Sm f(ds tu 
^utds)^o. 

Je  conCdere  d’abord  la  partie  SmfdstUy  & mettant 
pour  J fa  valeur  U dr,  elle  devient  Smfutudty  ou  changeant 
l’ordre  des  lignes  S tc-^f  qui  fônt  abfolument  indépendans 
l’un  de  l’autre,  fdtS mutu.  Or  l’équation  générale  du 
principe  des  forces  vives  donne  ( art.  11)  Su* m = j.  F 

— a 5 . n OT,  du  étant  r=s  P dp  Qdq  ■+■  Rdr  Si.c  ; 
donc  différentiant  fuivânt  <r,  on  aura  Sutum  = — Stum 

— — S ^Ptp-+-Qtq-i~Rj'r -h  &ccy)  m ,•  parce  que  n étant 
fuppofée  une  fonêiion  algébrique  de  py  y,  /-,  &c,  la  diffé- 
rentielle n eft  la  même  que  la  du  en  changeant  feulement 
d en  t.  Ainh  la  quantité  Smfdstu  fe  réduira  i cette 
forme , 

—‘fdtS(Ptp  Q S q Rt  r t£.c  y)  m. 

le  conlidere  enfuite  l’autre  partie  Smf  utds  yic  j’y  fub- 
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ftitue,  à la  place  de  J s fa  valeur  exprimée  par  des  coordon- 
oées  reétangles,  ou  par  d’autres  variables  quelconques.  En 
employant  les  coordonnées  reébingles  on  a</j 

tss  \/  i donc  diJfFérentiant  fuivant  It/s 

_ Jx/'Jx-h  -H  I ^ bien , en  tranfpofant  les  lignes 

J y t'y  8c  écrivant  au  lieu  de  <T</  (ce  qui  eft  toujours 
permis  à caufe  de  l’indépendance  de  ces  lignes , 8c  forme  le 
premier  principe  fondamental  de  la  méthode  des  variations } , 

tds  t=x  - • on  aura  ainfi  en  fublti* 

tuant  cette  valeur,  8c  mettant  </r  à la  place  de  , 

fu  i‘ds  *=  f 

Comme  il  fe  trouve  ici  fous  le  ligne  intégral  fy  des  dif- 
férentielles des  variations  fXy  (Ty,  il  faut  les  faire  dif- 
paroître  par  l’opération  connue  des  intégrations  par  parties  ; 
8c  c’cfl:  en  quoi  confifte  le  fécond  Principe  fondamental  do 
la  méthode  des  variations.  On  transformera  donc  la  quantité 

J' /*^^*^*-  en  celle-ci  qui  lui  eft  équivalente  / x — 

t 

fs  xd  ~TT  ’ ^ fuppofant  que  les  deux  termes  de  la  courbe 
foient  donnés,  enforte  que  les  coordonnées  qui  répondent 
au  commencement  8c  à la  hn  de  l’intégrale , ne  varient  point; 

on  aura  llmplementy’ ==  — fi  xd . On  trouvera 


de  même  J' 


dy  d^y 


=r — fSyd.  , 8c  pareillement 


==— - fiyd.  i de  forte  qu’on  aura  cette  trans- 
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formée 

4I-). 

- Donc  la  quantité  Smfut'ds  deviendra,  en  tranlpofant, 
ce  qui  eft  toujours  permis , les  fignes  S tx.  f, 

n‘1-  »• 

L’équation  du  maximum  ou  minimum  fera  donc 
J'fdtS(Pfp'^  &c  ) m 

laquelle  devant  avoir  lieu  en  général  pour  toutes  les  varia- 
tions poflibles , il  faudra  que  la  quantité  fous  le  figne  f foie 
nulle  à chaque  inftant-;  on  aura  ainli  l’équation  indéfinie 

dt  S (P  i'p  -^-Qfq  Rlr  txc)  m 

•4-  5 {fxd.-^^Syd.-^’^îld.-^)mr^o, 

équation  qui  efl  la  même  chofe  que  la  formule  générale 
du  mouvement  (art.  7,  Seéb.  première),  & qui  donnera 
par  conféquent , comme  celle-ci , toutes  les  équations  nécef- 
faires  pour  la  folution  du  problème. 

I 5 • Au  lieu  des  coordonnées  * , , on  peut  employer 

d’autres  indéterminées  quelconques^  &tout  fe  réduit  à expri- 
mer l’élémçnt  de  l’arc  ds  en  fopélion  de  ces  indéterminées. 
Qu’on  prenne,  par  exemple,  le  rayon  ou  la  diftance  rec- 
tiligne à l’origine  des  coordonnées , qu'on  nommera  p , avec 
deux  angles,  dont  l’un  4 foit  l’inclinaifon  de  ce  rayon  fur 
le  plan  des  x Sc  y,  Sc  l’autre  ç foit  l’angle  de  la  projeéHon 
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du  même  rayon  fur  ce  plan  avec  l’axe  des  x;  on  aura 
^ =3  /)  (în4,  ^ = p cof  4 fin  ç,  x=>p  cof4  coff , & de-là  on 
trouvera  d ï’ = df*-\-  p*('d-i-'  H-cof4*  d^*J  , 

exprefiion  qu’on  pourroic  auffi  trouver  dire£lement  par  la 
Géométrie.  DifFérentiant  donc  par  Sc  changeant  J'd  ea 
dj'f  on  aura  dsS‘ds=s  dfdSf  -4-  ^ .j,*  -f.  cof.4*  dpjif 
r*-  />* (d-^df-^.'  — fin  4 cof^dp*  / 4 H-  cof 4’  dp  d s p)\ 

d’où  en  divlfant  par  </r  = ~T~'*  ^ Intégrant , on  aura 


/Ufds==:f^ 


cof  4’*  1 


di 


P*  f ^4  4 fio  4 ^of 4 ^4  cof 4*  d^d 

d t 


‘ On  fera  dtfparoître  de  defibus  le  figne  /*  les  doubles  fignes 
d <T,  par  des  intégrations  par  parties , & on  rejettera  d’abord 
les  termes  qui  contiendroient  des  variations  hors  du  figne  fy 
parce  que  ces  variations  devant  alors  fe  rapporter  aux  ex- 
trémités de  l’intégrale,  deviennent  nulles  par  la  fuppofition 
que  les  premiers  & derniers  points  des  courbes  décrites  par 
les  corps  foient  donnés  £c  invariables.  On  aura  ainfi  cette 
transformée 


df  . rf4'  cof4*“t“<^'f 


d( 


par  conféquent  l’équation  du  maximum  ou  minimum  fera 

^ ^ P t f H- 
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H-hJ.  — « ==  o. 

Egalant  à zéro  la  quantité  qui  eft  fous  le  figne  /,  on  aura 
une  équation  indéfinie , analogue  à celle  de  l’article  précé- 
dent, mais  qui  au  lieu  des  variations  contiendra 

les<Tfi,  &onen  tirera. les  équations  nécellaires  pour 

la  folution  du  problème,  en  réduifant  d’abord  toutes  les 
variations  au  plus  petit  nombre  poffible , faifant  enfuite  des 
équations  féparées  des  termes  affeélés  de  chacune  des  va- 
riations reliantes. 

En  employant  d’autres  indéterminées,  on  aura  des  for-< 
mules  différentes  ; & on  fera  alTuré  d’avoir  toujours  dans 
chaque  cas  les  formules  les  plus  (Impies  que  la  nature  des 
indéterminées  peut  comporter.  Voyez  le  fécond  volume  des 
Mémoires  de  l’Académie  de  Turin. 


QUATRIEME  SECTION. 

• • 

Méthode  la  plus  Jîmple  pour  parvenir  aux  équations  qui  déter- 
minent le  mouvement  d‘un  Jy/lême  quelconque  de  corps  animés 
par  des  forces  accélératrices  quelconques. 

I . Xj  A formule  générale  à laquelle  nous  avons  rédui(  dans 
(a  fécondé  Seélion , toute  la  théorie  de  la  Dynamique , n’a 
befoin  que  d’être  développée,  pour  donner  les  équations 
néceffaires  à la  folution  de  quelque  problème  de  cette  fclence 
que  ce  foit;  & ce  développement , qui  n’efl  qu’une  affaire 
de  pur  calcul,  peut  encore  être  fimplifié  à plufieurs  égards, 
par 
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par  les  moyens  que  nous  allons  expofer  dons  cette  Se£Uon. 
. Comme  tout  confîfte  à réduire  les  difFérentes  variables 
qui  entrent  dans  la  formule  dont  il  s’agit , au  plus  petit 
nombre  pollible  par  le  moyen  des  équations  de  condition 
données  par  la  nature  de  chaque  problème;  une  des  pria* 
cipoles  opérations  eft  de  fubflicuer  à la  place  de  ces  variables 
des  fonébions  d’autres  variables.  Cet  objet  eft  toujours  fa- 
cile à remplir  par  les  méthodes  ordinaires  ; mois  nous  allons 
donner  une  maniéré  particulière  d’y  fatisfoire  relativement 
à la  formule  propofée , & qui  a l’avantage  de  conduire  tou- 
jours direfbement  à la  transformée  la  plus  fimple.'  ■ : - - 

2.  Cette  formule  eft  compofée  de  deux  parties  différentes 
<]u’il  faut  confidérer  féparément..  . ' • 

La  première  contient  les  termes 


qui  proviennent  uniquement  des  forces  réfultontes  de  Tiner- 
tie  des  corps.  ‘ 

La  fécondé  eft  compofée  des  termes 

■ S (P  tp  m 

dûs  aux  forces  accélératrices  P ^Qy  R,  &c , qu’on  fuppofe 
agir  effeéiivement  fur  chaque  corps,  fuivant  les  h’gnes 
pyq,Ty  Sec  y & qui  tendent  à dimmuer  ces  lignes. 

Je  défignerai  pour  plus  de  limplicité  la  première  partie 
par  r,  & la  fécondé  par  a , de  forte  que  r -H  a s=s  o fera  la 
formule  générale  du  mouvement  (art.  7 , Se£k.  1 ). 

3.  Confidérons  d’abord  la  quantité  J'xfx  -4-  tPyfy 
»f-  d*  d eft  clair  que  fi  on  y ajoute  celle-ci  dxdf'x 

Ee 


’arS  MichAN-i<îUE  analitiq'ue. 

^ dy  diy  fomme  fera  intégrable , 8c  aura  pour 

intégrale  d»‘Sx  ^ dy'i^y  H-  d-{  f \.  D’où  il  fuit  que  l’on  a 
<é*x^'x-4:  ctyiy-Jr  d\ii  = d.  (dx^x-¥-dy  Sy-Jirdili) 

dxd tx-^  dy  dty  — d\di\.  Or , comme  nous  l’avons 
-déjà  reiharqac  plus  haut,  le  double  figne  di  eft  équivalent  à 
.td  (Se£t  préc.  art.  1 1 ) ; de  forte  que  la  quantité  dxd 
dydty-  d\d^\  peut  fe  réduire  à la  forme  dxi^àx-\» 

‘àytdÿ’\-d\ld\t  c‘eft-à-dire,  t.(dx''->t‘ dy'  ->r  d-^). 
’Ainfi  on  aura  cette,  réàudlon  d'xtx-^d'  y S'y  d'^f^ 

e=i  d . (dxSx-^dySy>^d\S:Q — —S^dx^ -\rdy'~^d'^)\ 
par  l^aclle  pn  voit  que  pour  calculer,  la  quantité  propofée 
d' xSx-\- d^ySy d'\S'{_y{i  füffit  de  calculer  ces  deuK- 
ci  qui  ne  contiennent  que  des  difFérences  premières,  dxSx 
^ dySy-\-d\S-^  , dx* -+- </y* -4- 8c  de  difFérentier  en- 
fuite  l’une  par  d^  Sc  l’autre  par  f.  ' 

4,  Suppofpns  donc  qu’il  s’agiflè  de  fubftituer  pour  leç 
variables  x,^,:(,  des  fonélions  données  d’autres  variables 
f , 4 , ç , ÔCc  ; difFérentiant  ces  fonétions  , on  aura  des  ex- 
preflions  de  la  forme  dx  = Ad^^Bd-{-^Cdp-\‘'  8cc , 
dy=A'd^-hB'd-^-^  C'd^-^tcc\d:ç^  d I B ' d S, 
.4-  C'd^  -4-  8cc  , dans.  lelqueUes  A , A\  A%  B ,.  B'  8cc , fe-^ 
ront  des  fonétions  connues  des  mêmes  variables  Ç , 4 » ^ »' 

8c  les  valeurs  de  /'x.  J'y,  Si  feront  exprimées  aufli  de  la 
même  maniéré  en  changeant  feulement  d en  S. 

Faifant  ces  fubftitutions  d#ns  la  quantité  dxSX'^dySy 
-hdiS^y  elle  deviendra  de  cette  forme,’ 

FdlS^  -4-  Ç.(d^Si  ^ d4SiJ  Bd^S^  _ 

•+■  / ^d  ^Sp  •+•  d f S ^ J 6cc,  ' 

\ 
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OÙ  jF,  C , H, /,  &c,  fwonc  des  fonâïoas  finies  de  f , 4,  &c.' 

Ponc  clungeant  S'xin  </,  oi\  aura  auflâ  la  valeur  de,</x*4r 
7’»  laquelle  fera  , , 

. . i.'  »•  . I • i ..U  ' . ' ' i:"  Jfli:.  > 

^ G ^d-^.  d^dé  ^ Scc.  • •• 

Qu’on  différentie  par  d la  prenoiere  de  ces  deux  qu'ancités  , 
on  aura' la  différentielle  1 

^d.(Fdl)%n'^FiÙ'n^d.^  '■  '■ 

• -^  d.( G d4)x  G di,d^-+‘  Gd‘-\df^ 

.H- x<r4-h ,^</4«/<r4-i- ficcj'- ,•  ' . 

différenciant  enfuire  la  (ecônde  par  S'y  on  âüra  celle-ci,  * 

^ F -f-  1 F d ^ S d ^ •4-  a sG  d^  d-\  -4-  1 G d -j.  sd^ 

2 Çdisd4-i-sHd'i-'',-i-ildd^sd4^  &CC. 

Si  donc  on  retranche  la  moitié  de  cette  derniere  diffé- 
rentielle de  la  première  , & qu’on  oblêrve  que  ds  Sc  Sd  font 
la  même  chofe , on  aura  ‘ - 1 ■. 

d.(Fd^JxS^ sFdi* -\^d.(Gd^)'KS4  ' . 

“+-d.  ( sGdl^d 4-^  d .\ïld 4)  X s 4 

« * ■ ' . « - . ‘ 

t * 

^ H d -l*  “4“  &C.  ‘'n  i.. 

t _ t ■ , V 

pour  la  valeur  de  la  quantité  cherchée  d'xSx  -+-  d'ysy 

Or  il  eft  vifible  que  cette  valeur  peut  fe  déduire  immé-  ' 

dlatement  de  la  derniere  différentielle,  en  divifant  tous  lés 
termes  par  a , en  changeant  les  lîgries  de-ceux  qui  ne  «con- 
tiennent point  la  double  caraélériftique  Sdy  le  en^effa^anédàns 
les  autres  la  après  la  fy  pour  l’appliquer  aux  quintités  qui 

£e  a 
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multiplient  les  doubles  diffîérences  afièâées  de  / d.  Ainfi  le 
terme /F donne le  terme  iFd^td^ 

donnera  d.(Fd^)  x/f,  le  terme"  a df  </4  donnera 
— i'Gd?d4,  le  terme  a<3d4^dÇ  donnera  d.(Gd-\)%t^ ^ 
te  aind  des  autres. 

5.  D’où  il  s’enfuit  que  H on  défigne  par  « la  fonction 
4,  Pi  tcc  y te  ded|,d4«  dpy  &c,  dans  laquelle  fe 

transforme  la  quantité  ac*  >4-  dy*  -+-  d par  la  fub- 

ftitution  des  valeurs  de  x,_y,  ^ , en  f , 4,  p,&c,  on  aura  en 
général  cette  transformée 

d* X iT*  H- d*^/y  4- d*  ^ J' ç 

en  dénotant,  fuivant  l’ufage,  par  le  coefficient  de  J' ( 

dans  la  différence  par  y"  le  coefficient  de  i'df  dans 
la  même  différence  ; & aind  des  au^es. 

t 

6.  Ce  qu’on  vient  de  trouver  d’une  maniéré  particulière, 
auroit  pu  l’être  auffi  dmplement  te.  plus  généralement  par  les 
principes  de  la  méthode  des  variations. 

Soit  en  effet  « une  fonélion  quelconque  d^  x,  y,  Xt  tcc  y 
dxy  dyy  d\y  d* X,  d*y yt^\ytieCyt^Cy  laquelle  devienne 
une  fonâion  de  ê,  4t  «>  d{,  d4%  dp  y &c, 

ê 1 d*  4 , d*  a * &c , ficc , par  la  fubftitution  des  valeurs 
de  XyyyXi  &c,  exprimées  en  4>  v > ; en  diffé> 

rencknt  par  rapport  à on  aura  cette  équation  identique , 
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. /■«__!  t» 


i-* 


■ly 


&c. 


-■  <T  dx  H 

TTT^^î"* 


Idx 

J'm 

fdy 

i» 


Id'  X 

/« 

d-d'y 

tx 

~77T 


■ Id'x 
fd'y 


I tlX 

■&C. 

•&C. 

• &c. 


i'x 

H 

t-M 

tdi 

/« 


/ ? -f 

tæ^. 


^4  '4‘,rj^  *4-  8çc.  - ,‘  « 


/<^4* 


i'd'ç 


i-d^p-^Scc. 


&c. 


Qu’on  y change  les  doubles  fignes  , &c,  en  leurs 

équivalents  qu’enfuite  on  intégré  par  rapport 

i </,  & qu’on  fafle  difparoître  par  des  intégrations  par  par- 
ties tous  les  doubles  lignes  dlyd't,  &c,  fous  le'  ligne  in- 
tégral f qui  fe  rapporte  au  figne  différentiel  d\  on  aùra  une 
équation  de  cette  forme , ^ 

f(  A tx  Bty -\r  tx.c) Z '=i=  '• 

/ Ç -H  5' ^ 4 -t- CV  f &c  ; -t- Z' , 
dans  laquelle  ■! 


A 

B: 


t-x 

_£il 

ly 


f « 


Idx 

Ix 

Idy 

Ix 


C^'-^—d.  .. 

l\  tdi 

&C.  . , 


*4* 

-¥d\ 


ld*i 

Ix 


tcc. 


Id'y 

Ix 

ld‘T 


6cc. 


U'V) 

■ ' r 


— &c. 
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^ ~ n 


-f;  -nr^‘‘'-  — *“:•  - 


— &C,  .J 


. H-  --èr- 

&c. 


'*  ^ 

&C. 


(■ 


t-d‘lf 


(r^ 


■ 4k 

■ d. 

i 

-d. 


(N» 


iid'  X 

/ « 

,T7^ 

Ix 


f X r 

L 

-H  &c^  <>lyH-- 


^ « 


J. 


ia-y 
i 


di'x-‘ 
■ d S'y - 


&c. 

•&c. 


Sd^v 


+ &c.)  ^,  4-  d/l^  &C. 


&c. 

♦ 


( ■/rfV  r:^-  T^-  ■+‘.^0 

%~nr[^  "’“  ^‘^•)‘^ ^ ■ 

i-UJ  i-  'c. "...’’  , -a":i  i<  u ■<>'’•  " , ' ■ ,j 

Donc  redifRrenciant  & tranfpofânc,  on  aura  J’équacion'^ 
^ J'of-H  B.Syj\-  CS\-\~.i(.ç^  -:^A'  S^  — B' S -\, — C'Sp  — &C. 

^dZ'-^dZ,, 

, O -1-  \ - f ■ - r 4 


laquelle  doit  être  identique  & avoir  lieu  quelles  que  foienc 
les  variations  ou  différences  marquées  par  la  lettre  S. 

Ainfi  puH^e'lçr  fccond  membre  de  cette  équation  eft 
une  différentielle  exaéle  par  rapport  à la  caraftériflique  <é, 
il  faudra  que  le  premier' membre  en  foit  une  auflî  p'ar  rap- 
port .V  la  rticme  caractériftique , & indépendamment  de  la 
caraûérirjque  J';  or  c*eft  ce  qui  ne  fe  peut,  parce  que  les 
termes  de  ce  premier  membre  contiennent  Amplement  les 
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Variations /x,  &c,  J>4,  &c,  & nulleraénc  les 

diiFërentielles  de  ce$  variations. 

D’où  il  fuit  que  pour  que  l’équation  puille  fubfifter,  il 
faudra 'nécelTairement  que  les  deux  membres  foient  nuis 
chacun  en  particulier  ; ce  qui . donnërâ  ces  deux  équations 
identiques  ' 

iy  •+■  C -+■  &c } = <4^  -+■  B'  — H C &c. 

t dZ  dZ^y.,,  I ■ , 1,  ' J.  . .v'V 

lefquelles  peuvent  être  utiles  dans  différentes  occafidni' 

' iilî  1 ' V j'*  ■ . * ' " ; Il  ‘ " î . 

_ Soit^  par  exemple  *=  — (dx*’\~  dy*  -t-  ori  aura 

TT  “O  » dx~^  ^ O » , ôc  ainfi  dos  autres 

quantités'femblâbles ;*donc  ‘l’  - ' *•  * 

enfuite  comme  « nfe  contient  que  des  différences  du  pre- 


mier ordre , on  aura  fimplement  A'  ■■ 


Ll.  J 
>S\i, 


TZT’  . Tir* 


on  aura  l’équation  identique  * - . 

d' X fx (^y  fy  ...  ' \ 

(4r  - 'f + c-n  ~ fwH'»  > ■ 

- l ‘ ' *.'■.•  I • • • 

qui  s’accorde  avec  «pe.de -l’article  J. , . . . , ••  • ,.  . . 

••  7.  Il  réfüite  de-là',  que  pout  avoir  la  valeçr.idela  quan- 
tité r (art.  »,),en  fonAiondelî  4 ^ » if  de  cher- 

cher la  videur  de  la  quantité  S ^ 
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^ ion  de  ? , 4 , f , &c  , fie  de  leurs  différentielles  ; car  nom-' 
niant  T cette  fonction,  on  aura  fur  le  champ 

tT  \ , iT  IT 


ficc. 


-) 


1^.  N i 

Et  cette  transformation  aura  lieu  également , quand  même 
parmii  lés  nouvelles  variables  il  fe  trouveroit  le  tems  t , 
pourvu  qu'on  le  regarde  comme  conibinc , c’eft-à-dire , qu’on 
falle^'r  — O.  . ' ' ; 

. Au  relie , il  ell  bon  de  remarquer  que  11  l’exprelCon  de 
T renferme  un  terme  d qui  foit  la  différentielle  com- 
pletce  d’une  fonéHon  A dans  laquelle  une  des  variables 
comme  $ n’entre  que  fous  la  forme  Unie»  ce  terme  ne 
donnera  rien  dans  la  valeur  de  r relativement  à cette  va^ 

riable.  Car  faifant  T=.  dA=-  f -+•  -44-  ^ 4"+‘  &c,on  a 


AA 
Al  > 

A' A 
Ai‘ 


iT 

tl 


t. 


AA 

Al 


d^- 


T}' 


A>A 

AlAi’ 


Ai 

</4  “t*  ficc.  = d. 


/i 

AA 

Al 


-d^  -h  &C. 


Donc  d — 


idl 


IT 

tl 


■coefficient  de  deviendra 


= d. 


AA. 
Al  . 


^d. 


AA 

Al 


-•=  O. 


Il  s’enfuit  de  là  que  11  l’exprelllon  de  T contenoit  un 
terme  de  la  forme  BdA^  A étant  fonélion  de  f , 4,  &c, 
fans  d^yte  B une  fonâiion  quelconque  fans  f , ce  terme 
donneroit  Amplement  dans  la  valeur  de  r,  relativement  i 


la  variation  de  f le  terme  d B ■^4-.  Car  donnant  au  terme 

tl 

BdA  lifotme  d.  (B  A)  Ad  B t on  voit  d’abord  que  le 

terme 
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terme  d.  (B  ^ J ne  donneroit  rien  relativement  à la  varia- 
tion de  puifque  A B contient  Ç fans</|;  enfuite  comme 
d B ne  contient  point  Ç ni  d^,  & que  A contient  Ç fans 
d^  y on  voit  qu’en  faifant  T = -—  A d ByOn  aura  — - =»o, 

& =—  S^dBi  de  ^drte  que  le  coefficient  de/| 

dans  r Ce  réduira  à d B. 

S-  A l’égard  de  la  quantité  a (are.  a elle  eft  toujours 
facile  à réduire  en  fonébion  de  ^ f 4 > f > &c , puifqu’il  ne 
s’agit  que  d’y  réduire  féparément  les  ezpreffions  des  difbances 
/»,  j,r,  &c,  & des  forcés  P,  Ç,  /?,  ficc.  Mais  cette 
opération  devient  encore  plus  facile , lorlque  les  forces  font 
telles  que  la  fomme  des  momens,  c’eft-à-dire  la  quantité 
P dp -hQdq-t-Rdr-^  éCc , eft  intégrable , ce  qui , comme 
nous  l’avons  déjà  obfervé,  eft  proprement  le  cas  de  la  na- 
ture, (art.  lo,  Se(ft.  préc. }.  ^ . 

Car  fuppofant,  comme  dans  l’endroit  cité, 
dn=aPdp^  Qdq^~  Rdr-h  Sccy 
on  aura  n exprimé  par  une  fbnâion  finie  de  p,  q y r,  2cc, 
par  conféquent  on  aura  auffi  f n=s  P fp-^Qfq-i- R Jr-hScci 
donc  à = Stnmr=at,  Snniy  puifque  le  ligne  5 eft  indé- 
pendant du  ligne  A 

U n’y  aura  ainli  qu’à  chercher  la  valeur  de  la  quantité 
5 n m en  fonébion  de|,4i9*&c;ce  qui  ne  demande  que 
la  fubftitution  des  valeurs  de  en  ^,4,  ÿ,&c,  dans 

les  expreffions  de  py  q y ficc,  ( art.  8 , Seéb.  a };  fie  cette 
valeur  de  5 n m étant  nommée  P',  on  aura  immédiatement 
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De  cette  maniete  la  formule  générale  du  mouvemew: 
r ^ A = O ( art.  i ) fera  transformée  en  celle-ci , 


O» 

dans  laquelle  on  aura 

»t 

11 

tT 

i-àl 

*=Md. 

/r 

- -4-  ■ 

/<<4 

J-4 

fT 

iL  ^ 

i r 

J'àf 

'tp 

&c, 

en  fufpofant 

T^S(  Su  m , 

ic  s=3  P dp  *4*  ■+■  R dr  Scc. 

Si  donc  dans  le  choix  des  nouvelles  variables  ^ , 4 > ^ » 

on  a eu  égard  aux  équations  de  condition  données  par  la 
nature  du  fyft^me  propofé , enforte  que  ces  variables  foient 
maintenant  tout-à-fait  indépendantes  les  unes  des  autres , 
te.  que  par  conféquent  leurs  variations  /4»  » 

demeurent  abfolument  indéterminées , on  aura  fur  le  champ 
les  équations  particulières  s«=œo,  ÿ — o,  e=o,  &c, 
lefquelles  ferviront  à déterminer  le  mouvement  du  fyftême  ; 
puifque  ces  équatioos  font  en  même  nombre  que  les  variables 
1 , 4 , » > &c , d’où  dépend  la  polition  du  fyflême  à chaque 
înftant. 

Mais  quoiqu’on  puiffè  toujours  ramener  la  queftion  à cet 
état , puifqu’il  ne  s’agit  que  d’éliminer  par  les  équations  de 
condition,  autant  de  variables  qu’elles  permettent  de  le 
faire , & de  prendre  enfuite  pour  ? > 4»  ♦ t ôcc,  les  variable» 
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reftances;  il  peuc  néanmoins  y avoir  des  cas  0(1  cet(evoie 
foie  trop  pénible,  & où  il  Toit  à propos , pour  ne  pas  trop 
compliquer  le  calcul,  de  conferver  un  plus  grand  nombre 
de  variables.  Alors  les  équations  de  condition  auxquelles 
s’aura  pas  encore  fati&fait,  devront  être  employées  i élimineis 
dans  la  formule  générale,  quelques-unes  des  variations/^, 
/ ; mais  au  lieu  de  l’élimination  aftuelle,  il  fera  plus 
ümple  d'  'employer  la  méthode  expofée  dans  la  quatrième  SeC' 
tion  de  la  première  Partie. 

• * • ^ 

10.  Soient  donc  comme  dans  l’article  3 rie  la  Seâioa 
citée,  Z = O , jW  = o,  Ar=s  o , flcc , les  équations  dont  fl 
s’agit,  réduites  en  fon£bions;dç  enforte  que 

L,M  yN  t &c.  foient  des  fondions  doopéf^  Ç|ÇS  variable 
On  ajoutera  au  premier  metpbte  d<9.1^  hrinul§  ÿ^r^ie  ^f^n, 
préc.)  la  quantité  rh  r 4N  '+•  ftc.  dj^nf 

laquelle  a,  m,  , , &c , font  des  ceëffiçiens  inddcetniio^  i 
on  pourra  regarder  alors  les  variations  fs» 

comme  indépendantes  fie  arbitrfures.  -,  ' > 

On  aura  aiali  l’équation  générale  ' > '■ 


jf/f  “t-'f’ S“f*fiCC-i-  ’+‘fiCCs=sO 

laquelle  devant  être  vétiiSde  indépendamment  des  ystiatioilf 
/Ç,/l4,/s,  ficc,  donnera  ces  équations  particulières. 


♦ «+•  A 

e A 

ficc. 


lit 

-t-M 

( 

H 

IM  . 

t-N 

n 

SJL  'ju , 

i-N 

-f*  ficc  i 
H- ficc  I 

t 

-H  ficc 


Ffa 
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Eliminant  les  inconnues  x , ^ , il  reliera  les  équations 

nécelTaires  pour  la  folution  du  problème. 

On  peut  faire  d’ailleurs  fur  les  dilFérens  termes  x f Z , 
AJ' A/,  &c,  des  remarques  analogues  à celles  de  l’article  7 
de  la  Seclion^déja  citée,  & en  déduire  des  conclulions  fem- 
blables.  ’ 

Au  relié  rien  n’empêche  que  les  équations  de  condition 
Z = ojM‘=  0, 81c,  nepuilTent  contenir  aulü  la  variable  t qui 
repréfçnre  le  tems  ; feulement  il  faudra  la  regarder  comme 
oonllante  i datis  la’difiérenciation  fuivant  /,  comme  nous 
l’avons  déjà  prefcrit  plus  haut. 

• .1  I .En  employant  cette  méthode , on  peut  conferver  lî l’on 
veut  les ‘ variables  primitives  *,  y,  pourvu  que  l’on  ait 
dgard  à toutes  'les  équations  de  condition  données  par  la 
taature  du  fyllême  entre  ces  variables.  Il  n’y  aura  alors  qu’à 
ajouter  au  premier  membre  de  la  formule  générale  de  l’ar- 
ticle 7 de  Ja-' fécondé  Seélion,  la  quantité  \S'L  ■+•  fxtM 
rtN  •+■  &c , 8c  vérifier  enfuite  l’équation  par  rapport 
à chacune  des  variations  relatives  aux  dilFérens  corps  du  fyf- 
cême. 

De  cette  maniéré  on  aura  donc  pour  chaque  corps  m trois 
équations  de  cette  forme,  (art.  8,  Seft.  citée) 


_ t 'v\  **  ■ • t i' N A 

ro-f-x— -H/4  — -Hr  — 4.8CC=0, 


, J I . iM 


• -H  8cc  = O , 


de  forte  que  le  nombre  total  des  équations  fera  triple  de 
celui  des,  corps. 
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Il  faudra  enfuice  éliminer  les  indéterminées  x , , &c , 

dont  le  nombre  eft  égal  k celui  des  équations  de  condi- 
tion Z = o,  M=  O y N = O y &c , ce  qui  diminuera  d’au- 
tant le  nombre  des  équations  trouvées  ; mais  en  y ajoutant 
les  équations  mêmes  de  condition,  on  aura  de  nouveau 
autant  d’équations  que  de  variables. 

1 1.  Cette  méthode  eft  fur-tout  utile  lorfque  le  fyftême 
propofé  eft  compofé  d’une  infinité  de  particules  ou  élémens 
donc  l’aflèmblage  forme  une  malle  finie  de  figure  variable. 
On  emploiera  alors  une  analyfe  femblable  à celle  que  nous 
avons  développée  dans  la  même  Seâion  quatrième  de  la 
première  Partie  ( art.  p & fuiv.  ) ; mais  à la  place  de  la 
caraAériftique  </,  dont  nous  nous  fommes  fervis  dans  cet 
endroit  pour  défigner  les  différences  des  variables  relatives 
aux  dilférens  élémens  du  fyftême , il  conviendra  ici  de  faire 
ufage  d’une  nouvelle  caraâériftique  D pour  pouvoir  confer- 
▼er  l’autre  caraâériftique  d dans  l’emploi  auquel  nous  l’avons 
déjà  deftinée  plus  haut. 

11  y aura  ainfi  trois  forces  de  différences  indépendantes 
entr’elles;  les  unes  marquées  par  </,  & relatives  au  ligne 
intégral  f \ celles-ci  fe  rapportent  uniquement  aux  courbes 
décrites  par  chaque  corps  ou  élément  chi  fyftême  ; les  autres 
marquées  par  2>  & relatives  au  ligne  intégral  S , lefquelles 
fe  rapportent  aux  dilférens  élémens  du  fyftême , 8c  à la  po- 
lltion  inftantanée  de  ces  élémens  entr’eux  ; enfin  les  diffé- 
^ rences  ou  variations  marquées  par  J',  lefquelles  fe  rappor- 
. tent  uniquement  au  changement  arbitraire  qu’on  fuppofe  dans 
la  poficion  du  fyftême  , 8c  difparoillènt  d’elles  - mêmes  à la 
fin  du  calcul. 
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1 3 . Soit  donc  Dm  h.  maflè  de  chaque  élément  du  fyftSme , 
il  faudra  mettre  D/n  à la  place  de  m dans  les  expreffions  de 
r & A (arc.  2) , & par  conféquent  aufli  dans  celles 
(art.  9);  enfuite  il  faudra  ajouter  au  premier  membre  de  la 
formule  générale  r a = o les  termes  dûs  aux  différentes 
équations  de  condition.  Or  ces  équations  peuvent  être  de 
deux  fortes  ; les  unes  indéterminées  &c  appartenantes  égale- 
ment à tous  les  élémens  du  fyftême  ; les  autres  déterminées 
& propres  feulement  à quejques-uns  de  ces  élémens.  Soient 
2,*=  o,  M = o,  &c,  les  équations  de  condition  de  la  pre- 
mière efpece , on  aura  les  quantités  L , iVf,  &c , exprimées 
par  des  fonctions  des  coordonnées*,^,  5c  de  leurs  dif- 
férences fuivant  D,  favoir  Dx,  Dy^  D' x^  D'y^  &c; 
5c  comme  il  n’y  a que  trois  variables*,  y,  :j,  il  eft  clair 
que  les  équations  entre  ces  variables  ne  peuvent  être  qu® 
trois  au  plus.  Prenant  donc  des  cocfficiens  indéterminés 
A , /« , ôcc , on  aura  par  rapport  à chaque  élément  du  fyC- 
teme , les  termes  A^L-4-yttJ'M-+-5cc,à  ajouter  à la  formule 
générale;  donc  la  totalité  des  termes  qu’il  y faudra  ajouter, 
fera  repréfentée par 5'('A,rii-4-/*/3/-+-&c). 

1 4 • Défignons  maintenant  par  A=o  ^B  = o,C=^Oy  &c, 
les  équations  de  condition  déterminées ^ les  quantités  A,  B, 
C,  5cc,  feront  auffi  des  fonéHons  des  coordonnées  5c  de 
leurs  différences  fuivant  D , mais  feulement  pour  des  points 
déterminés  du  fyffême.  Nous  marquerons  ces  coordonnées 
par  un  ou  plulieurs  traits , 5c  en  particulier  nous  marquerons 
par  un  trait  toutes  les  quantités  qui  le  rapportent  aux  points 
où  commence  l’intégrale  repréfentée  par  le  ligne  J,  par  deux 
traits  celles  qui  fe  rapportent  aux  points  où  la  m£me  inté- 
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grale  fiait,  & par  trois  traits  ou  davantage  les  quantités  rela- 
tives à d’autres  points  déterminés  du  fyftême. 

Ainfi  les  valeurs  de  5,  C,  &c,  feront  données  en 
fonélions  de  y,  *",y',  f,  &c;  Dx',  Dy-^ 

Dx",  Dy\  &c , &c  ; & les  termes  à ajouter  à la  for- 
mule générale  en  conféquence  des  équations  de  condition 
'A  = o f JB  =aü  O , &c,  feront  «.fA  j8  <T  fi  -4-  > tC-\-  Sec  y 
en  prenant  pour  « , ^ , &c , de  nouveaux  cocfficiens  in- 

déterminés. 


I 5 • On  aura  donc  pour  le  mouvement  du  fyftême  cette 
équation  générale. 


O 


fx  •+• 


_£y_ 

dt' 


Dm 


&c  ) D m 

S M Sec) 

“4“  ai'  A -4-  li  i B -4-  y i C -4-  Sec , 


laquelle  doit  avoir  lieu  .quelles  que  foient  les  différences  ou 
variations  «Tx,  Sx! y sy  y Sec. 

Cette  équation  eft  entièrement  analogue  à celles  que  l’on 
trouve  par  la  méthode  des  variations  pour  la  déterminarion 
des  maxima  Se  minima  des  formules  intégrales  ; & il  faudra 
la  traiter  fuivant  les  mêmes  réglés.  Voyez  ce  que  nous  avons 
déjà  dit  là-defTus  dans  la  Seélion  quatrième  de  la  première 
Partie  (art.  16  Sc  fuiv.  ). 

I S.  Tout  fe  réduit  à faire  difparoître  de  delTous  le  ligne 
S les  doubles  différences  alFeélées  de^'fi,  sD\  &c. 

Soit,  par  exemple,  le  terme  S S Dx,  on  changera  d’abord 
J'DeaDiy  enfuite  on  intégrera  par  partie  relativement  i 
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la  caractcriftique  D qui  fe  rapporte  au  figne  S , & complet- 
tant  l’intégrale,  on  aura  félon  la  notation  de  l’article  14, 
X = f 3i" — nVx' — SfxDa.  On  trouvera  de 
même  en  intégrant  autant  qu’il  eft  poflible  ; par  rapport  à D , 
& completunt.,  Saf‘D'x=^a"  Dfx' — D a"  tx"  — 
yh  D a' •+■  Six  D*  ay  Sc  ainfi  des  autres. 

Par  de  femblables  réduâions , on  ramènera  donc  l’équa* 
tion  générale  de  l’article  précédent  à cette  forme , 

dans  laquelle  s , ÿ , e feront  des  fonétions  de  * , ^ , 

Dxy  Dyt  D\,  D'Xy  &c,  ainli  que  de  x,  &c,  Z?x , 
Dffy  &c  ; & où  2 fera  compofée  de  différens  termes  afiêdés 
chacun  de  quelqu’une  des  variations  ix'y  ly^y  &c, 

ou  de  leurs  différences  Dix',  D*lx!  Sic. 

On  égalera  alors  féparément  à zéro  chacune  des  quantités 
affeélées  des  différentes  variations  , comme  fi  ces  variations 
ëtoient  toutes  indépendantes  & arbitraires.  Ainù  on  aura 
d’abord  ces  trois  équations  indéfinies  SKsOj'i'cao, 
« = o pour  tous  les  ' élémens  du  fyftême;  enfuite  chaque 
terme  de  la  quantité  2 donnera  une  équation  définie  & re- 
lative à des  points  déterminés  du  même  fyflême.  Par  le 
moyen  de  ces  différentes  équations,  on  éliminera  les  indéter- 
minées &c,  » y />,  y y &c , & les  équations  réful- 

‘ tantes  étant  combinées  enfuite  avec  les  équations  de  con- 
dition 

L = o^  Mi=t  O y &c,  A = O y B sssz  O y C = o,  Scc. 
donneront  dans  chaque  cas  la  foludon  complette  du  pro- 
blème. Le  refie  ne  fera  plus  qu’une  affaire  de  pur  calcul 

CINQUIEME 
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CINQUIEME  SECTION. 

Solution  de  diffirens  problèmes  de  Dynamique. 

I 

No  U s avons  donné  dans  la  premier©  Partie  ( Se£t.  V ) , 
la  folution  de  plufîeurs  problèmes  fur  l’équilibre  des  corps. 

Rien  n’efl  plus  facile  que  d’appliquer  ati  mouvement  des 

mêmes  corps  les  formules  trouvées  pour  leur  équilibre  ; 

car  d’après  ce  qu’on  a démontré  dans  la  fécondé  Seélion  * 

(art.  4),  il  ne  faut  qu’ajouter  aux  forces  qui  font  fuppo» 

fées  .agir  fur  chaque  coijs,  les  nouvelles  forces  accélératrices 

-J7T-  » » -7i^»  dirigées  fuivant  les  lignes  x,  ea 

nommant  t le  tems  écoulé , &:  faifant  d t conftanr. 

Àinli  dans  les  problèmes  où  Xy  Y y Z défignent  les  forces 
abfolues  qui  tirent  le  corps  m regardé  comme  un  point  ~ 
fuivant  les  coordonnées  x , ^ , il  n’y  aura  qu’J  mettre 

par-tout  à la  place  de  ces  forces , celles-ci  X->r  m , 

T"  -+- m & ainfi  pour  les  forces  qui 

agiflènt  fur  chacun  des  corps  du  fyftême.  Mais  dans  les 
problèmes  où  l’on  tient  compte  de  la  made  des  corps , èc 
où  Xy  Yy  Z n’expriment  que  les  forces  qui  agident  fur 
chaque  point  de  la  made  finie  m,  & font  par  conféquent 
du  genre  des  forces  accélératrices , il  faudra  mettre  fimple- 

X 

ment  à la  place  de  JT,  Yy  Z y les  quantités  X -+-  ~j  — * 

Y , Z -f-  ; & ainfi  de  fuite. 

Gg 
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De  cette  maniéré  les  équations  trouvées  pour  l’équilibre , 
donneront  immédiatement  celles  du  mouvement,  & les 
mêmes  problèmes  fe  trouveront  réfolus  également  pour  les 
deux  états  de  repos  & de  mouvement.  Il  eft  vrai  que  dans 
le  cas  du  mouvement , les  équations  étant  différentielles  du 
fécond  ordre , elles  demandent  enfuite  des  intégrations  re- 
latives aux  différentes  variables  r , x,  ^ x',  y,  &c  ; mais 
c’eft  au  calcul  Intégral  à s’en  charger  ; & la  Dynamique  a 
fait  tout  ce  qu’on ^étoit  en  droit  d’attendre  d’elle,  en  don- 
nant les  équations  fondamentales. 

Cependant  comme  ces  équations  peuvent  avoir  différentes 
formes  plus  ou  moins  fimples , & fur-tout  plus  ou  moins 
propres  pour  l’intégration , il  n’eft  pas  indifférent  fous  quelle 
forme  elles  fe  préfentent  d’abord;  & c’eft  peut-être  un  des 
principaux  avantages  de  notre  méthode , de  fournir  toujours 
les  équations  de  chaque  problème  fous  la  forme  la  plus 
flmple  relativement  aux  variables  qu’on  y emploie,  & de 
mettre  en  état  de  juger  d’avance  quelles  font  les  variables 
dont  l’enploi  peut  en  faciliter  le  plus  l’intégration. 

Nous  allons  dopner  ici  pour  cet  objet  quelques  principes 
généraux,  dont  on  verra  enfuite  l’application  dans  la  folu- 
tion  de  différons  problèmes. 

2.  Il  eft  clair  par  les  formules  que  nous  venons  de  don- 
ner dans  la  Seeftion  précédente,  que  les  termes  différentiels 
des  équations  pour  le  mouvement  d’un  fyftême  quelconque 
de  corps,  viennent  uniquement  de  la  quantité  T qui. exprime 

la  fomma  de  cous  les  m relativement  aux 

t a t‘ 

différens  corps;  chaque  variable  finie,  comme  f , qui  en- 
trera dans  l’expreflîon  de  T donnant  le  terme  — , & 
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chaque  variable  différentielle,  comme  donnant  le 
i'T' 

terme  d.  . D’où  l’on  voit  d’abord  que  les  termes  dont 

il  s’agit  ne  pourront  contenir  d’autres  fonélions  des  varia- 
bles, que  celles  qui  fe  trouveront  dans  l’expreflion  même 
de  7’  ; par  conféquent  fî  en  employant  des  finus  & cofinus 
d’angles , ce  qui  Ce  préfente  naturellement  dans  la  folution 
de  pluüeurs  problèmes,  il  arrive  que  les  finus  8c  cofinus 
difparoiffent  de  la  fonébon  7",  elle  ne  contiendra  alors  que 
les  différentielles  de  ces  angles , 8c  les  termes  en  quefiion 
ne  contiendront  aufil  que  ces  mêmes  différentielles.  Ainfi 
il  y aura  toujours  à gagner  pour  la  fimplicité  des  équations 
du  problème  i employer  ces  fortes  de  fubfficutions. 

Par  exemple,  fi  à la  place  des  deux  coordonnées  x,  on 
emploie  le  rayon  veâeur  p mené  du  centre  des  mêmes  coor- 
données, 8c  faifantavec  l’axe  des  x l’angle  9,  onaurax  =f  cof  f, 
y = P fin  ÿ , 8c  différentiant  dx  = cof  pdp  — ffinç</^, 
dy=Cm9dp  -+-  />  cof  f donc  dx'-\-iy*  = dp* 

P*  dp*  y expreflîon  fort  fimple  qui  ne  contient  ni  finus , ni 
cofinus  de  ^ , mais  feulement  fa  différentielle  d p.  De  cette 
maniéré  la  quantité  </x*  -t*  dy*  -+- , fe  trouvera  changée 
en  -4-dp* 

On  pourroit  encore  fubftituer  au  lieu  de  p 8c  ^ , un  nou- 
veau rayon  veéleur  r avec  l’angle  4 que  ce  rayon  fait  avec 
p qui  en  eft  la  projection  ; ce  qui  donneroit  p^  r cof  4» 
fin4,  8c  par  conféquent  dp*~^  d‘^  <=i  df*-\rt* d-\*  'y 
de  forte  que  la  quantité  dx*  dy*  -4-  </  :{*  feroit  trans- 
formée en  celle-ci  r*(coC-^*  dp*  -+-  d-^*)  ■+■  dr*.  Ici  il  cft 
clair  que  r fera  le  rayon  mené  du  centre  des  coordonnées 
au  point  de  l’efpace  où  eff  le  corps  m , 4 fera  l’inclinaifon 

Gg  a 
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de  ce  rayon  fur  le  plan  des  x Sc  y , &c  p l’angle  de  la  pro- 
jection de  ce  rayon  fur  le  même  plan  avec  l’axe  des  x;  & 
l’on  aura  x — r cof  i cof  p,y  = r cof  4 fin  ? > ^ fin 

Enfin  on  pourra  employer  à volonté  d’autres  fubftitucions; 
& lorfque  le  fyftême  eft  compofé  de  plufieurs  corps,  on 
pourra  les  rapporter  immédiatement  les  uns  aux  autres  par 
des  coordonnées  relatives  ; les  circonftances  de  chaque  pro- 
blème indiqueront  toujours  celles  qui  feront  le  plus  propres. 
On  pourra  même , après  avoir  trouvé  d’après  une  fubftitu- 
tion , une  ou  quelques-unes  des  équations  du  problème , 
déduire  les  autres  d’autres  fubftitutions  ; ce  qui  fournira  de 
nouveaux  moyens  de  diverfifier  ces  équations , & de  trouver 
les  plus  fimples  & les  plus  faciles  à intégrer. 

3.  Les  autres  termes  des  équations  du  mouvement  dé- 
pendent des  forces  accélératrices  qu’on  fuppofe  agir  fur  les 
corps , 6c  des  équations  de  condition  qui  doivent  fubfifter 
entre  les  variables  relatives  à la  pofition  des  corps  dans 
l’elpace. 

Lorfque  les  forces  P,  Ç,  iî,  &c,  tendent  à des  centres 
fixes  ou  à des  corps  du  même  fvftême , 8c  font  proportion- 
nelles à des  fonébions  quelconques  des  diftances,  comme 
cela  a lieu  dans  la  nature , la  quantité  P"  qui  exprime  la 
fomme  des  quantités  mf( P dp  Qdq  -4-  Rdr-hSiCc) 

pour  tous  les  corps  m du  fyAême , fera  une  fonébion  algé- 
brique des  diftances,  & fournira  pour  chaque  variable  ê 
dont  elle  fe  trouvera  compofee,  un  terme  fini  de  la  forme 
/K 
H ■ 

De  même  les  équations  de  condition  X — o , A/=o,  &c , 
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fourniront  pour  la  même  variable  f les  termes  a 

J'i  » 

i"  M ' 

“Tj-  , 8cc , & ainfi  des  autres.  De  forte  qu’il  n’y  aura 

qu’à  ajouter  à la  v.oleur  de  les  quantités  xZ,  a*  M,  &c  ; 
en  regardant  enfuite  comme  conftantes  dans 

les  différentiations  en  /. 


Si  donc  quelques-unes  des  variables  qui  entrent  dans  la 
fonûion  T , n’entrent  point  dans  F'  ni  dans  Z,  3/,  &c; 
les  équations  relatives  à ces  variables  ne  contiendront  que 
des  termes  différentiels,  & l’intégration  n’en  fera  que  plus 
facile,  fur- tout  fi  ces  variables  ne  fe  trouvent  dans  T que 
fous  la  forme  différentielle.  C’ell:  ce  qui  aura  lieu  lorfque 
les  corps  étant  attirés  vers  des  centres , on  prendra  les  dif- 
tances  à ces  centres,  & les  angles  décrits  autour  d’eux  pour 
coordonnées. 


4-  Une  intégration  qui  aura  toujours  lieu  lorfque  les  forces 
font  des  fonébions  de  diftances , & que  les  fondions  Z,  • 
^ , Af , &c , ne  contiennent  point  la  variable  finie  / , eft 
celle  qui  donne  le  principe  de  la  confervatlon  des  forces 
vives.  Quoique  nous  ayons  déjà  montré  comment  ce  prin- 
cipe réfulte  de  notre  formule  générale  de  la  Dynamique 
(Seél.  III,  art.  lo),  il  ne  fera  pas  inutile  de  faire  voir  que 
les  équations  particulières  déduites  de  cette  formule,  ffnir- 
niffènt  toujours  une  équation  intégrable  qui  eft  celle  de  la 
confervation  des  forces  vives. 

Ces  équations  étant  chacune  de  la  forme 

d.  iX. 

id\  n ^ fi  ^rr“^'“TT  — 

fi  on  les  ajoute  enfemble  après  les  avoir  multipliées  par  les 
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différentielles  refpectives  &c,  & qu’on  falTe  attention 
que  les  quantités  T y F",  Z,  M,  &c,  font  par  l’hypothèfe 
des  fonctions  algébriques  des  variables  ^ , ôcc , fans  r , il  eff 
clair  qu’on  aura  l’équation 

mais  Z = O,  Af=o,  &c,  étant  les  équations  de  condi- 
tion, on  aura  généralement  </Z=»o,  <éAf=ao,  &Ci  pat 
conféquent  l’équation  ' précédente  fe  réduira  à 

(d.^--^)d(  + tcc  + jr  = o. 

te  comme  T ell:  une  fonâion  algébrique  des  variables  ? , &c  , 
fie  de  leurs  différentielles  ficc  , fans  r , on  aura 

dT=  -JJ-  i donc  l’équation  de- 

viendra 

laquelle  eft  évidemment  intégrable,  fie  dont  l’intégrale  efl: 
df  -h  ficc  — T-t-  V=k  une  conftante. 

Maintenant  puifque  T=S 

fible  que  quelques  variables  qu’on  fubftitue  pour  x,^,  ç, 
la  fonction  réfultante  fera  néceffairement  homogène  fie  de 
deux  dimenfions  relativement  aux  différences  de  ces  variables  ; 

donc  par  le  théorfime  connu  on  aura  1 *+•  fiée  = a T. 
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Donc  l’iniëgrale  trouvée  fera  fimplement  T V = confi. 
laquelle  contient  le  principe  de  la  confervation  des  forces 
vive»  (Se£t.  III,  art.  10). 

Si  la  quantité  V nétoit  pas  une  fonélion' algébrique , on 

n’auroit  pas  d.y  = ^ -I-  &cj  & fl  les  quantités 

T y Ly  My  Sccy  contcnoicnt  aufli  la  variable /,  alors  leurs 
différentielles  dTy  dLy  dM,  &c,  contiendroient  aufli  les 

termes  dt , -^^dt  y dty  &c;’  donc  les  léduc- 

lions  qui  ont  rendu  l’équation  intégrable  n’auroient  plus 
lieu,  ni  par  conféqnent  le  principe  de  la  confervation  de» 
forces  vives. 

5 . Quoique  le  théorème  fur  les  fonébions  homogènes  dont 
nous  venons  de  faire  ufage,  foit  démontré  dans  différens 
ouvrages , & qu’on  puifle  par  conféquent  le  fuppofer  comme 
connu , la  démonftration  que  voici  eft  fi  fimple  , que  je  ne 
crois  pas  devoir  la  fupprimer.  Si  F eft  une  fonélion  homo« 
gène  de  différentes  variables  Xy  y y &c,  & qu’elle  foit  de 
la  dimenfion  /i;  il  eft  clair  qu’en  y mettant  axj  ay y &c, 
i la  place  de  x y y y &c , elle  deviendra  néceflairement 
a"  F y quelle  que  foit  la  quantité  a.  Donc  faifant  a = i -4-  «, 
& regardant  « comme  une  quantité  infiniment  petite , l’ac- 
croiflement  infiniment  petit  de  F dû  aux  accroiflèmens 
infiniment  petits  «*,  <ty  y Cic , de  x,jy,  &c,  fera  na.F, 
Mais  en  faifant  varier  x y y,  &c , de  « x.,  «y,  on  a en  gé- 

néral  pour  la  variation  de  F,  - « x -+-  a_y-+-&c. 

Donc  égalant  ces  deux  expreflîons  de  l’accroiffèment  de  F, 
& divifant  par  « on  aura , 
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nF=-^x-^~~j^y^bcc. 

(5.  L’intégrale  relative  à la  confcryation  des  forces  vives  ^ 
efl:  d’une  grande  utilité  dans  la  folution  des  problèmes  de 
Mëchanique , fur-tout  lorfque  la  fonéUon  T ne  contient  que 
la  différentielle  d’une  variable  qui  ne  fe  trouve  point  dans 
la  fonëkion  car  cette  intégrale  fervira  alors  à déter- 
miner cette  même  variable,  6c  à l'éliminer  des  équations 
différentielles. 

A l’égard  des  intégrales  qui  fe  rapportent  i là  conferva- 
tion  du  mouvement  du  centre  de  gravité.,  8c  au  principe  des  aires  , 
8c  que  nous  avons  déjà  trouvées  d’une  maniéré  générale 
dans  la  Seébion  troilîeme  , elles  fe  préfenteront  d’elles-mcmes 
dans  la  folution  de  chaque  problème , pourvu  qu’on  ait  foin 
dans  le  choix  des  variables  de  féparer  le  mouvement  abfolu 
du  fyftême  des  mouvemens  relatifs  des  corps  entr’eux , ainfi 
que  nous  l’avons  fait  dans  la  Seéiion  citée  ( art.  1 5 ). 

Mais  ces  différentes  intégrales  ne  fuffifent  pour  la  folu- 
tion complette  du  problème , que  lorfque  leur  nombre  égale 
celui  des  variables.  Dans  tous  les  autres  cas  il  faudra  cher- 
cher encore  de  nouvelles  intégrales  ; mais  on  ne  fauroie 
donner  là-deffus  de  réglé  générale.  Il  y a cependant  un  cas 
très-étendu  , qui  eft  toujours  fufceptible  d’une  folution  com- 
plette ; c’eft  celui  ou  le  fyftême  ne  fait  que  de  très-petites 
ofcillations  autour  de  fa  fîtuation  d’équilibre.  Comme  cette 
folution  fe  déduit  facilement  de  nos  formules , nous  com- 
mencerons par  la  donner  ici,  en  y joignant  différentes  re- 
marques nouvelles  6c  importantes. 


S.  I. 


f 


Digitized  by  Google 


Seconde  Partie. 


241 


§.  I. 

Solution  générale  du  Problème  des  ofcillations  très-petites 
d'un  fyflême  quelconque  de  corps. 


7.  Soient  a , 3 , c les  valeurs  des  coordonnées  reclangles 
Xy  y y de  chaque  corps ,/«  du  fyftême  propofé  dans  le  lieu 
de  fon  équilibre.  Comme  on  fuppofe  que  le  fyftême  dans 
fon  mouvement  s’éloigne  très-peu  de  fa  ficuation  d’équili- 
bre , on  aura  en  général  x = = 

les  variables  « , /3 , > étant  toujours  très-petites  ; & il  fufKra 
par  conféquent  d’avoir  égard  à la  première  dimenfion  de 
ces  quantités  dans  les  équations  différentielles  du  mouvement. 
La  même  chofe  aura  lieu  pour  les  autres  quantités  analogues, 
qu’on  diftinguera  par  un,  deux,  &c,  traits  relativement 
aux  différens  corps  m"  y &c,  du  même  fyftême. 

Confldérons  d’abord  les  équations  de  condition  qui  doivent 
avoir  lieu  parla  nature  du  f^Jlme  , & qu’on  peut  repréfenter 
par  Z = O , M—  o , &c  ; Z,  AT,  &c , étant  des  fonéUons  algé- 
briques données  des  coordonnées  &c.  Comme 

la  poütion  d’équilibre  eft  une  de  celles  que  le  fyftême  peut 
avoir,  il  s’enfuit  que  les  mêmes  équations  Z = 0,  Af=o , &c , 
devront  fubfifter , en  fuppofant  que  x,  , x'  &c , devien- 
nent Uy  b y c , a' y ficc , d’où  il  eft  facile  de  conclure  que  ces 
équations  ne  fauroient  renfermer  le  tems  t. 

Or  foient  A y B y &c,  ce  que  deviennent  Z,  M,  &c, 
lorfque  x,^,  x',  &c,  deviennent  Uy  b,  c,  a',  &c;  il  eft 

clair  qu’en  fubftituant  pour  Xy  y y x',  &c,  leurs  valeurs 
<i  H-  « , ^ -f-  /ï , c û'  -H  •'y  Secy  on  aura  i caufe  ^ de 
la  petitelfe  de  « , ^ , r , &c , 

Hh 
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L ==A-\- 

M = B-h 

& ainfi  de  fuite. 


dA 

du 

A 

^ dk 

fl  -4- 

dA 

de 

dB 

dà 

^ « n 

dB 

d a 

de 

Donc  1°,  on  aura  ><  = o,  5 = o,  &c,  relativement  i 
l’équilibre  ; 1°  on  aura  le?  équatipns 


JA 

da 
dB 
d a 


JAL  a. 

dk 

JB 

dk 


JA 
d c 
dB 


JA 

da' 

dB 

d a' 


*4“  8CC  I 
-4-  &c  ; 


&c, 

lefquelles  donneront  la  relation  qui  doit  fubriHer  entre  les 
variables  « , fl , v , &c. 

En  négligeant  d’abord  les  quantités  très-petites  du  fécond  • 
ordre  & des  ordres  fupérieurs , on  aura  des  équations  linéaires 
par  lefquelles  on  déterminera  W valeurs  de  quelques-unes 
de  ces  variables  par  les  autre* enfuite  par  ces  premières 
valeurs  on  en  trouvera  de  plus  exa£kes,  en  tenant  compte 
des  fécondés  puilTances , & des  puiflànces  plus  hautes  comme 
on  voudra.  On  aura  ainfi  les  valeurs  de  quelques-unes  des 
variables  <t,  fl,  y ^ &c.  exprimées  par  des  fonctions  en 

férié  des  autres  variables!  & ces  variables  reliantes  feront 
alors  abfolument  indépendantes  entr’elles. 

Au  relie,  on  pourra  fouvent  aullî,  en  ayant  égard  aux 
conditions  du  problème , réduire  les  coordonnées  immédiat 
tement  par  des  fubllitutions,  en  fonélions  rationelles  & en- 
tières d’autres  variables  indépendantes  entr’elles,  & très- 
petites  , donc  la  valeur  foit  nulle  dans  l’état  d’équilibre. 
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Ainfi  nous  fuppo(erons  en  général  que  l’on  ait 

H-  a'  I I*  -t-  &c , 

f.  t 

y — h •^h  I ç-+-i  i4“4-  h 3?-+-  &c  -+-  I -f-  6cc, 

î ‘+-C  I f -t-'c  1 4-+- <•  3 9-4- &c-f-c' I Ç‘-t- &c, 

& ain/î  des  autres  coordonnées  Scc , les  quantités 

a.,byCyai,hi  &c,  font  conftantes , & les  quantités  H 4,  P , &c , 
font  variables , très-petites , & nulles  dans  l’équilibre. 

8-  Il  ne  s’agira  donc  que  de  faire  ces  fubftitutions  dans 
les  valeurs  de  T & (art.  t , 3 ) ; & il  fuffira  de  tenir  compte 
des  fécondés  dimenfions,  pour  avoir  des  équations  différen- 
tielles linéaires.  Et  d’abord  il  eft  clair  que  la  valeur  de  T fera 
de  cette  forme , 


(x)  d -4-  ( flcc 
xdV^ 


-t-  , 

en  fuppofant  pour  abréger 

( = «S  û 1 * -+-  b -+-  c J nt 

(i)  ■=  S ( a b i*  c i')  m 

(ij  = S (a  Ÿ b Ÿ c Ÿ)  m 

&c, 

( = S (a  \ ai^-bibi-\-cicx)m 
(\il)  — S (a  i a y b \ b I Cl  c y)  m 
( i,}J  — SCaiay-t-biby-^czcyJm 

«te,  ' ; . 

Hh  a 
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où  le  ligne  S dénote  des  intégrations  ou  fommacions  rehatives 
ù tous  les  dilFérens  corps  m du  fyftême,  & en  même-tems 
indépendantes  des  variables  ? , 4 » »,  &c . ainfi  que  du 
tems  r.  . ‘ ' • ' 

^fuite  fi  on  dénote  par  F la  fonâion  algébrique 
f C P dp-\-  Q d q -i-  Rdr-\-  kcj,  en  y mettant  a,  By  Cy  k 
la  place  de  x,  il  eft  clair  que  la  valeur  générale  de 

yfPdp  -P  Qdq  Rd  &c^ , fera  repréfentée  ainfi , 

F -h  tac)  -4-  f 

•4“  h 1 -f-  ^ 3 » ”4“  &c J — f-  (c  \ ^ “4"  f a 4 *4“  c 3 ^ "4"  tcc  } 

«3^  fais 

-f"Ui4-4-û3»  -4-  tac)  (h  1 t -i-  B 1 i -|-’5  3 ^ -4-  &c^ 

H-  I f -4-  ^ 1 4 ^ 3 » -♦-  &c  / -t-  &c , où 

ii  fuffit  d’avoir  égard  aux  fécondés  dimenfions  de  4.  » , &c. 

Multipliant  donc  cette  fonébion  par  ot  , & intégrant  avec 
le  figne  5,  on  aura  en  général 

• tcc. 

. [Q  t‘  + [t]  4*  •*-  [?]  »*  •+■  Ac 


•+■  [ï>ï]?4-4-[«»3]f  »-4-[i,3]4»  &c  , 

« 

en  fuppofant  j > 

H = SFm 


m 
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Hi  = s(^ 

\ d <i 


a Z -+- 


dF 


dF 


) 


c X]  m 


dû.  ' dh  d ( 

'■  ■ ^3-t-47  ^3) 

&c.'  : ^ : 


m 


C3  = i(4f  + 


c l 


a ~^r-  a I 3-1  *f>  Z ^ 


dadi 


<II  CI-+-Z 


dadc  *•*•■*  ^ - dhdc 

hxci'^my 


h\ci^m\  .' 


de' 

iu  -r  ^ , Â . F </■  F 

.*+*  3T  û Z A 2 + 2 — __  <j  1 f 2 J 


d ad6 


dadc 


i/>F 

~db^ 


^3* 


rf*F 


didc 
<FF  ' ' 

— ^3 
d‘  F 


^ ‘*3^3-+-2'-^J- Û3C3  Z ^3C3) /n. 


8cc. 


— «S* a I a Z H-  b i h 2-^ 


d'Fi 


"*■  "CT 7^  ('i ICZ-+- 5zf  ) m , 

' [i.3]  = «S  (-~  aia3  -t-  Bib^^  ci  C3 

i ' ' ' '•  f » , 

’^-hdî(^^h-*-<ii^^J-h-^Caici-¥-aiCjJ-^-^fbic}-i-bycij')my 
[z,3]  = 5 (-^  a2â3  -h  ^ bib  CIC} 


d*Fl 
d £* 

«/>F 


C I c Z 


(^az^3+a3^z;-t-  (^azc3+ a3cz>4-^‘  f^2C3H-^3Cz;) 

&c. 
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9.  Ayant  ainfi  les  valeurs  de  T &c  ^exprimées  en  fonc- 
tions tfês  variables  Ç,  4,  (p,  &c,  indépendantes  entr’elles, 
on  n’aura  plus  aucune  équation  'dé  'condiçion  à employer , 
& comme  la  quantité  T ne  contient  que  les  différ^tielles 
des  variables , on  aura  fur  le  champ  pour  le  mouvement 
du  fyftême  , les  équations  fuivantes,  _ , ' • 


!0,i. 


IT 


^■4 


i-T 


= 0,  8cc, 


dont  le  nombre  fera , comme  l’pn.  voit , égal  à celui  des 
variables. 

‘ ' <ies  équations  doivent  avoir  lieu  auïfi  dans  l’état  d’équilibre , 
puifque  le  fyftême  y étant  une  fois  y reftcrpit  ,tovyours  de 
lui-même;  or  dans  l’équilibre  on  a conftammentx  = a — 

^ *='c , x'  = a\  Scc,  par  l’hypothèfe  ; donc  I = o,  4 = 

^ = O,  &c,  ainfi  que  -^  = O,  -^  = O , &c,  fie  =°>.8cc- 


Donc  les  termes  d.  , d.  » &c,  feront  nuis,  Sc 

les  termes  y , fe  réduiront  à U ijHif 

H 3 , Sec.  Par  conféquént  on  aura  Hi  = 0,  Hi=o, 
H}  =0,  Scc;  ce  font  Jçs  conditions  néceflaires  pour  que 
a,b,c,  a'y  ficc,  foient les  valeurs  de  x,^,  ï»  x' ficc,  pour 
■ l'état  d’équilibre,  comme  on  le  fuppofe. 

En  effet,  il eft  viliblequed^ =S('Pdp-k-Qdq-\-Rdr-i-6CcJ>n 
exprime  la  fomfne  des  momens  de  toutes  les  forces  P m<,  Ç ^ , 
Aot  , &c,  appliquées  à tous  les  Corps '/n  du  fyftême,  Sc  qui 
' doivent  le  détruire  mutuellement  dans  1 état  d équilibre , 
donc  par  la  formule  générale  donnée  dans  la  fécondé  Seébon 
de  la  première  Partie,  il  faudra  que  l’on  aitd^=»o,  par 
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rapport  à chacune  des  variables  iï^dçpendaotes  ; par  confé-  , 

ty  ty  ^y  «r  *i 

quent  -jr|-  = o , = o , = o , &c , feront  les  con- 

ditions de  l’équilibre , lequel  étant  fuppofé  répondre  à f = o , 

4 = 0,  ^ = o,  &c,onauraiî I =»o, o , 1/3 ,s=o&c-'  ^ 
De  forte  que  les  premières  dimenfions  des  variables  | , -i, 
f , &c,  dans  l’expreffion  de  V difparoîtront  toujours. 

SublUtuant  donc  dans  les  équations  générales 'lès  valeurs 
de  r & de  Vy  Sc  faifant  H i y fl  H 3 , 6cc , nuis , on 
aura  pour  le  mouvement  du  fyftême  , 


° = fO  7^  -+-&C 

/ 

M -7}- 

7+-  &c;  . : .i . 

■ o = &c; 

j)f;  . * .*1  . 


"îi 


“♦*  C3]  ♦ “+*  [i>33  C^>3] 'l- 


&c. 


t 'j  U • 


t r J» 


équations  qui  étant  fous  une' formé  linéaire' avec  des  coëffi- 
ciens  conftans , peuvent  être  intégrées  rigottreufeméiit . fl£ 
généralement  pat  les  méthodes  connues. 

— , ^ *l«  I »"’i'  ( * • ' * 

I 0._On  peut  fujipofer.  d’abord  que,  les  variableS(  dans 
ces  fortes"  d’équations  ayent  entr’elles  des  rapports  conftans  ; 
c’eft-à-dire  ÿ que  l’on  ait4  = fly  ^ ~ 

(Htutions  elles  deviendront  . ’ 


'■i 

J 
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• I 

{N  + Mê  2^0  -èr  -+-  [i,0-+-[x>3]^+  ^ . 

(C3]^+  CM3-+-[^,3]/-t  ,s^_c)  ^ = O 

&c,  ' ‘ 

lefquelles  donnent  _j_  Xf  =*«  o,  en  faifant  ' '■ 

: '•  ’jr  _L.  [']  •***î^*]/~*~  r*»îl  g~*~  ' 

^ fij  ' ■ • 

_ [a]/+[i.*]  + 

[3k+['.3]  -<-[».}]/+ 

("s^f  + f w33  + f ‘*3;/t- e« 


Le  nombre  de  ces  équations  eft , comme  l’on  voit , égal 
à celui  des  inconnues  /,  &c,  X;  par  conféquent  elles 

déterminent  exadbement  ces  inconnues;  8C  comme  en  rete- 
nant pour  premier  membre  le  terme  X , & le  multipliant 
refpeébivement  par  le  dénominateur  du  fécond,  on  a des 
équations  linéaires  en  y,^,  &c,  il  fera  facile  de  les  élinûner 
par  les  méthodes  connues , & il  n’eft  pas  difficile  de  voir 
par  les  formules  générales  d’élimination , que  la  réfultante 
en  X fera  d’un  degré  égal  à celui  des  équations , & par  con- 
féquent égal  ^ celui  des  équations  différentielles  propofées  ; 
de  forte  que  l’on  aura  pour  X-  un  pareil  nombre  de  diffé- 
rentes valeurs , dont  chacune  étant  fubftituée  dans  les  ex- 
preffions  de  g j‘  &c  , donnera  lès  valeurs  correfpondantes 

h ^ ^ J . t , 

de  ces  quantités. 

Maintenant  l’équation  K ^ = 0 , donne  par  l’in- 

tégration 
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tégration  ^ E C\n  ( t y' K ^ *) y £,i  étant  des  conftantes 
arbitraires  ; ainfi  comme  on  a fuppofé  4 =*,^>  > &c» 

on  aaufll  les  valeurs  de  4>  &c.  Cette  folution  n’eft  que 

particulière , mais  elle  eft  en  même-tems  double,  triple,  &c, 
félon  le  nombre  des  valeurs  de  K ; par  conféquent  en  les  joi- 
gnant enfemblo,  on  aura  la  folution  générale , puifque  d’un 
côté  la  fomme  des  valeurs  particulières  de  4,  &c, 

fatisfera  également  aux  équations  difFérenticlles , à caufe  de 
leur  forme  linéaire,  6c  que  de  l’autre  cette  fomme  contien- 
dra deux  fois  autant  de  conftantes  arbitraires  qu’il  y a d’é- 
quations, Sc  par  conféquent  autant  que  les  intégrajes  com- 
plettes  peuvent  en  admettre. 

Dénotant  donc  par  K\  K",  K'"^  8cc , les  différentes  va- 
leurs de  Jf,  c’eft-à-dire,  les  racines  de  l’équation  en  AT,  8c 
par/',  Scc,f",g\  &c,/"',  g"',  &c,  &c,  les  valeurs 
correfpondantes  de  /,  gf  &c;  Sc  prenant  un  pareil  nombre 
de  coëfficiens  ‘arbitraires  E\  E"y  E"'y  &c,  & d’angles  audi 
arbitraires  1",  &c  ; on  aura  ces  valeurs  complettes  de  ' 

Ç, 


^^E'ünftv^X'^>';-h  -h  &c 

4 =/£'  fin  •'J+/"E"  fin  fi  finfi/ &c 

pcy.gErmfiy^X'~h>y-i^g''E'rinfri^K''+iy+g'''E''rinfep^KW^ 

&C, 

dans  lefquelles  les  arbitraires  E'y  £",  &c,  /",&c, 

dépendront  des  valeurs  initiales  de  f,4,  e,  6cc, 

rf4  O,- 

4t  y dt  > 

I i 
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I 1 . Comme  U folution  précédente  e(^  fondée  fur  la 
ruppoiîtion  que  les  variables  | , 4 » » > &c,  foient  très-p;etites  , 
il  faut  pour  quelle  foie  légitime , que  cette  fuppofition  ait 
lieu  en  effet  ; ce  qui  demande  .que  les  racines  JC',  JC",  &c, 
foient  toutes  réelles,  poütives  ôc  inégales,  afin  que  le  tems  e 
qui  croit  à l’infini , foie  toujours  renfermé  4bus  les  fignes 
de  finus.  Si  quelques-unes  de  ces  racines  devenoient  néga- 
tives ou  imaginaires , elles  introduiroient  dam  les  finus  cor- 
refpondans  des  exponentielles  réelles  , & fi  elles  devenoient 
fimplement  égales,  elles  y introduiroient  des  puiffances  al- 
gébrique^ de  Tare  ; c’eft  de  quoi  on  peut  s’alTurer  en  met- 
tant dans  le  premier  cas , à la  place  des  finus , leurs  ex- 
prefiions  exponentielles  imaginaires , 8c  en  fuppofant  dans 
le  fécond  que  les  racines  égales  different  entr’elles  de  quan- 
tités infiniment  petites  indéterminées  ÿ mais  comme  le  déve- 
loppement de  ces  cas  efi  inutile  pour  l’objet  préfent , nous 
ne  nous  y arrêterons  point. 

Si  la  condition  de  la  réalité  8c  de  l’inégalité  des  coëffi- 
ciens  de  r a lieu , il  efl  vifible  que  les  plus  grandes  valeur» 
de  I , de  , 8cc , feront  moindres  que  les  fommes  de 
£',  £"i  8cc,  de  /'F,/"  E\  /'"  F",  8cc  , 
en  prenant  toutes  ces  quantités  pofitivement  ; par  confé- 
quent  fi  elles  font  fort  petites,  on  fera  alluré  que  les  valeurs 
des  variables  le  feront  toujours  aufli. 

Mais  comme  les  coëfficiens  F',  F’,  F",  Sec , font  arbi- 
traires 8c  dépendent  uniquement  du  déplacement  primitif 
du  fyftême,  il  eft  poflîble  que  les  variables ê,  4’,  8cc,  relient 
fort  petites , quand  même  parmi  les  quantités  8cc, 

il  y en  auroit  d’imaginaires  ou  d’égales;  car  il  fufEt  pour  cela 
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que  les  quantités  correfpondantes  E\E'\  6cc,  foiencouHes, 
ce  qui  fera  difparoître  les  termes  qui  croîtroient  avec  le  tems 
t.  Alors  la  folution,  fans  êcrCf  éxaûe  en  général,  le  fera 
néanmoins  dans  le  cas  particulier  où  la  condition  précédente 
aura  lieu. 

I 2.  Quant  à la  détermination  des  confiantes  arbitraires 
E'y  E'\  Ôcc,  »"&c,  elle  dépend,  comme  nous  l’avons 
déjà  dit,  de  l’état  initial  du  fyftême.  En  effet,  fi  dans  les 
expreflions  trouvées  de  f,  4>  &c,  on  fait  r = o’,  & 

qu’on  fuppofe  données  les  valeurs  def,4y«»&c,on  aura 
des  équations  linéaires  entre  les  inconnues  iE'fint',i?"fim",&c, 
par  lefquelles  on  pouira  déterminer  chacune  de  ces  inconnues. 
De  même  fi  on  fait  r = o dans  les  différentielles  des  mêmes 
expreflions , ôc  qu’on  regarde  auffi  comme  données  les  valeursde 

, &c , on  aura  un  fécond  fyflême  d’équa- 

lions  linéaires  entre  E'  cof  E"  cof  /'y  <kc , lefquelles  fer- 
vlront  à leur  détermination.  Dedà  on  tirera  aifémenc^lés 
valeurs  de  E'\  &c,  ainfi  que  de  rang tang  &c  ; & 
enfin  celles  des  angles  mêmes  i^,  Scc. 

Mais  voici  un  moyen  fort  (Impie  de  déter/niner  ces  üx- 
^connues  direfbement  8c  fins  les  embarras  de  l’éliminatiobi 

Je  remarque  qu’en  ajoutant  enfemblc  les  équations  dif- 
férentielles de  l’article  9 ,’  après  avoir  multiplié  la  fécondé 
par  la  troifieme  par  ôc  ainfi  de  fuite  ; ÔC  faifant  pour 
abréger  - . . • ■ - I ‘ ^ 

■p  =.  (i)  Ôcc,  ' «. 

P=[i]  + • ' ‘ 

î*(î)/H“  (1,1)  *4- c»»3) 
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r <={3)g iUl)  -4- (i,3)/*^ 

^=C3]5'"*'  Ci>3]  H- C»»3]/’4“&c» 

' 8cc. 


on  a l’équation 


..  ‘'’î  I , 

*/  -77- 


-hr 


<p  f 

TF" 


&c. 


P f -+■  Q 4 “+■  R P "+"  8cc. 


Mais  par  les  équations  de  condition  de  l’article  10 , on  a 
P=s  Kfy  Q^Kqt  R=sK  Ky  ôcc.  Donc  fubftituant  dans 
l’équation  précédente , elle  deviendra  de  la  forme 


dont  l’intégrale  eft 

/Ç-f>y4-HripH-&Ca=XCn^/Ï^K 

Z & X étant  deux  confiantes  arbitraires. 

Cette  équation  doit  avoir  lieu  également  pour  toutes  les 
différentes  valeurs  de  X qui  réfultent  des  mêmes  équations 
de  condition , Sc  que  nous  avons  dénotées  par  K\  K" y icc. 
Ainfi,  défignant  de  même  par  />',  êcc  , ç",  8cc , &c, 

les  valeurs  correfppndantes  de  py  qy  &c,  & prenant  diffé- 
rentes confiantes  arbitraires  L\  Z",  &c , x',  x",  ficc , on  aura 
les  équations  fuivantes» 

pf  f «4-  4^  4 ■+*  ^ ♦ ■+■  Scc  ^ U fin  ( *4“ 

Ç -4-  q"  4 *4“  &c  = L" fin  (t}/"  K"  -4“ ^")y 

&c. 
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•Ces  équations  ferviroienc  également  à déterminer  les  va- 
leurs de  I,  ^ il  eft  clair  que  ces  valeurs  devroient 

coïncider  avec  celles  qu’on  a trouvées  çi-delTus  ( art.  10), 
puifqu’elles  réfultent  les  unes  Sc  les  autres  des  mêmes  équa- 
tions différentielles.  Ainll  en  fubltituant  ces  mêmes  valeurs 
de  l’article  cité  dans  les  équations  précédentes,  elles  de-  ' 
vront  devenir  entièrement  identiques. 

D’où  il  eft  facile  de  conclure  que  pour  la  première  équa- 
tion , on  aura 

a'  = r = c/  -H  ^ / -H  &c;  E\  &C  j/ -h 
•4-  ^V-4-  ÿc  « o,  ^ -i-  f'"q'  ■4*^'V-+-  &c  =»  o , &c;  que 
l’on  aura  de  même  pour  la  fécondé  équation 

a"  = L"  = (f  +/"  r " -H  &c;  -4-/'  y" 

4.  / /'  &c  =3  o y fl'  H-  ficc  = O,  &c  ; & ainfi 

des  autres. 

Donc  fubftituant  dans  les  équations  ci-deffus  pour  a'.  L'y 
x"y  L'y  a'",  L"y  ôcc , Ics  valcurs  qu’on  vient  de  trouver , on 
aura  celles-ci. 


E' 


Gn(ep^K'  = 


f'  i -h  f'  ~1- r'  f -h  Ice 
p‘  s' -t- acc 


B'  b.  (,yr  K" + .»;  = 


E"'Çm 


J>'' 


qui  font  les  réciproques  de  celles  de  l’article  10. 

Maintenant  la  détermination  des  arbitraires  E'y  £'',  &c,  * 
l'y  n’a  plus  de  difficulté j car,  i®.  en  fuppofant  r = a. 
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les  premiers  membres  des  équations  précédentes  deviennent 
E‘  fin  E"  fin  i",  8cc,  & les  féconds  font  tous  connus, 
en  fuppolànt  les  valeurs  de  données  dans  le 

premier  inftant.  i°.  En  diflPérentiant  les  mêmes  équations , 
ôc  fuppofant  enfui  te  r « ô , les  premiers' membres' feront 
y K*.E'  co(  t\y~K"  .E'f  cof  &c,  & les  féconds  feront 
aulfi  tous  connus , en  regardant  comme  données  les  quantités 

Aî—  &c,  lorfque  /=o.  Donc,  &c. 

dt  f dt  > dt  ’ ^ 

I 3 . La  folution  du  problème  eft  donc  réduite  ynique- 
ment  à la  détermination  des  quantités  K , f,  gy  h y Scc;  Sc 
nous  avons  vu  dans  l’article  lo  que  cette  déterfhination  dé- 
pend de  la  réfolution  des  équations p K — P =o,qK  — Q = c‘, 
rX  — R=^Oy  &c en  confervant  les  expreflions  de  , y , 
r,  &c,  Py  Qy  Ri  &c,  de  l’article  12.'  . 

Or  fi  on  repréfente  par  A ce  que  devient  la  quantité  T 

en  y changeant  &c,  en  Cyfygy  8cc, 

&'  par  B,  ce  que  devient  la  partie  de  la  quantité  où  les 

variables  f , 4,  f , &c,  forment  cnfemble  deux  dimenfions, 

en  changeant  de  même  ces  variables  en  Cyfygy  êcc;  il 

eft  aifé  de  voir,  Sc  on  pourroit  même  s’en  convaincre  à 

. . „ ^ - dA  dÀ-  : ')  ■ «r, 

pnoTi  que  1 on  aura  p = —,  q = r = , &c, 

= -77  » 

e = I. 

Donc  en  1 général  fi  on  fait  AK  — leS  équations 

• pour  la  détermination  des  inconnues  K,  f y g,  lèront 

=0,  3=0»  = o,  &c  , en  fuppofant «=  I. 

üt  mj  • O 
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Ainfi  comme  la  quantité  a fs  forme  immédiatement  des 
quantités  T &c  K ^ on  pourra  auflî  trouver  dire^ment  les 
équations  dont  il  s’agit,  fans  avo.ir  befoin  de  les  déduire 
des  équations  difFérentielles  du  mouvement  du  fyftême.  - 
Je  remarque  maintenant  que  püifque  a eft  une  fonélion 
homogène  de  deux  dimenfions  de  e,  f-,  g-,  &c,on  aura  par' 
la  propriété  de  ces  fortes  de  fonâitns  démontrée  dans  l’ar- 
tkle  J,  ' . . 


ii.  -h/  Ü-  — 

dt  df  dg 


-t-  &c. 


Donc  on  aura  auflî  a *=  o ; par  conféquent  les  Inconnues 
/»  8fc,  doivent  être  telles,  que  non-feulement  la 

quantité  a,  foit  nulle,  mais  que  chacune  de  fes  différen- 
tielles^ relatives  à ces  inconnues  le  foit  auflî  ; d’où  il  s’enfuit 
que  la  quantité  K regardée  comme  une  fonélion  de  ces  in- 
connues dépendante  de  l’équation  a = o,, devra  être  un 
maximum  ou  un  minimum. 

• Si  on  fait  d’abord  e = i , & qu’on  remplace  par  a = 0 
l’équation  =.  o‘,  on  aura  pour  la  détermination  des  in- 
connues  /,  A,  &c,  les  équations  a =»  o,  ==  o, 
=0  , &c  ; fi  doncon  tire  d’abord  la  valeur  de/" de  l’équa- 
tion = O , & qu’en  la  fublUtuant  dans  a = o , on 
change  cette  équation  en  a'  = o , il  n’y  aura  qu’à  faire 
enfuite  -=  o,  & fublUtuer  de  même  la  valeur  de  g 

tirée  de  cette  derniere  équation  dans 'a'  =0;  alors  nom- 
mant a'^  S3  o l’équation  réfuitante,  00  fera  de  nouveau 
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— O , & ainfi  de  fuite.  Par  ce  moyen  on  parviendra 
d k 

à une  équation  finale  *qui  ne  contiendra  plus  les  inconnues 
A,  &c,  mais  feulement  la  quantité  &C  qui  fera 
l’équation  cherchée  en  K , donc  les  racines  ont  été  nom- 
mées A'',  A",  A'",  &c. 

On  peut  meme  rédu^e  cette  équation  en  une  formule 
générale,  en  co;\fidérant  que  puifque  les  quantités/,^.  A, &c, 
ne  forment  enfemble  dans  la  valeur  de  a que  deux  tümen- 

fions , la  quantité  fera  néceflairement  fans/, 

fa  différentielle  relative  à /étant  & par  conféquent 

_ , r • ! i&d'  A — d à'  , a. 

nulle.  De  forte  qu  on  pourra  faire  a = — > 

comme  dans  cette  quantité  a'  les  inconnues  reftautes^.  A,  &c, 
ne  montent  auffi  qu’à  la  fécondé  ’dimenfion , on  pourra  faire 

de  même  a"  =*  î & fuite- 

niere  des  quantités  a,  a',  a",  &c,  étant  égalée  à zéro,  • 
fera  l’équation  cherchée  en  A.  Il  eft  vrai  que  cette  équa- 
tion pourra  monter  à un  degré  plus  haut  quil  ne  faut,  à 
caufe  des  facteurs  étrangers  introduits  dans  les  équations 
a"  = O,  a'"  = o,  &c;  mais  fi  en  développant  ces  équa- 
tions , on  a foin  de  les  débarraffer  fucceffivement  de  ces 
mêmes  fadeurs,  & de  ne  prendre  enfuite  pour  les  valeurs 
de  a",  a"',  Scc,  que  leurs  premiers  membres  ainfi  fimplifiés, 
l’équation  finale  le  trouvera  rabaiffée  d’elle-même  à la  forme 
ftC  au  degré  dont  elle  doit  être. 

Quant  aux  valeurs  de/,  gt  &c,  on  les  déterminera  en- 

f^ite  par  les  équations  -jy  =s“  o , — ^ ==*  o , &c , en  com- 
mençant 
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mentant  par  la  derniere , & remontant  à la  première  par  la 
fubltitution  fucceffive  des  valeurs  trouvées. 

1 4>  On  a vu  dans  l’article  1 1 que  la  folutien  n’eH:  bonne 
en  général  que  lorfque  les  racines  de  l’équation  en  K font 
toutes  réelles , polltives  & inégales.  Or  on  a des  méthodes 
pour  reconnoître  fi  une  équation  donnée  de  quelque  degré 
qu’elle  foit  a toutes  fes  racines  réelles  ou  non,  & poitr 
juger  dans  le  cas  de  la  réalité,  de  leur  figne  &:  de  leur  iné- 
galité , mais  l’application  de  ces  méthodes  étant  toujours  un 
peu  pénible,  voici  quelques  caraâeres  fimples  8c  généraux 
qui  ferviront  à juger  de  la  forme  des  racines  dont  il  s'agit 
dans  un  grand  nombre  de  cas. 

En  prenant  l’équation  a = o,ou  AK  — 5 = 0,  ( art. 
préc.  ) on  z K — -j-  ; or  il  eft  facile  de  fe  convaincre 

que  la  quantité  A a toujours  nécelTairement  une  valeur  pofi- 
tive , tant  que  fy  g,  8cc , font  des  quantités  réelles  ; car  la 

fonélion  T d’où  elle  réfulte  en  changeant  , &c, 

en  i,fi  gt  &c,  eft  compofée  de  la  fomme  de  plufieurs 
carrés  multipliés  par  des  cocfficiens  néceffairement  pofitifs. 
Donc  fi  la  quantité  B eft  aufii  toujours  pofitive , ce  qui  a 
lieu  lorfque  la  partie  de  la  fonélion  V,  où  les  variables 
Ç,4,  &c,  forment  enfèmble  deux  dimenfions,  eft  ré- 

duétible  à la  même  forme  que  la  fonâion  7';  on  eft  aftiiré 
que  les  valeurs  de  iC,  c’eft-à-dire,  les  racines  de  l’équation 
en  K feront  toujours  pofitives  toutes  les  fois  qu’elles  feront 
réelles.  Au  contraire,  fi  la  quantité  B eft  toujours  néga- 
tive , ce  qui  arrivera  quand  elle  fera  compofée  de  plufieurs 
carrés  multipliés  par  des  coëfficiens  négatifs , les  valeurs  de 
K feront  toutes  négatives.  Dans  ce  dernier  cas  la  folution 

Kk 
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ne  pourra  pas-  être  bonne,  parce  que  les  racines  de  l’équa- 
tion en  A'  ne  peuvent  être  qu’imaginaires  ou  réelles  négatives  ; 
& qu’ainfi  les  expreflîons  des  variables^,  4,  &c,  contiendront 
néceiïai rement  le  tems  t hors  des  fignes  de  finus  fie  cofuius. 

Dans  le  premier  cas  on  voit  feulement  que  li  les  racines 
font  réelles , elles  font  néceflairement  pofitives  ; fie  il  feroic 
peut-être  difficile  de  démontrer  direâement  qu’elles  doi- 
vent en  même-temS  être  réelles;  mais  on  peut  fe  convaincre 
d’une  autre  maniéré  que  cela  doit -être  ainfi.  £n  effet, 
l’intégrale  T ^ V ■*=  conft , ayant  néceffairement  lieu , puif- 
que  T fie  f^font  fonélions  fans  r ; fi  on  déligne  par  V la  partie 
de  qui  contient  les  termes  de  deux  dimenfîons , enforte 
que  V = if  A ' à caufe  de  H 1=0,  H 1 = o,  if}  — o,  ficc 
(art.  8,  9),  on  aura  T-\-H  -t-  F"'  = con{l:.=  (T)  H -^(V) 
en  dénotant  par  (T)  8c  les  valeurs  de  T fie  ^'au  premier 
inflant;  donc  7’-+-  F' = (TJ  -+•  fVJ.  Donc,  T étant  par 
fà  forme  une  quantité  toujours  pofitive , fit  l’étant  auflî 
par  l’hypothèfe , il  s’enfuit  qu’on  aura  néceffairement  o , 
fie  (T)  (y ) ; donc  la  valeur  de  F',  fic  conféquem- 

ment  auflî  celles  des  variables  f , 4,  ^ , ficc,  feront  renfermées 
dans  des  limites  données  fic  dépendantes  uniquement  de 
l’état  initial.  Ces  variables  ne  pourront  donc  pas  contenir 
le  tems  t Imrs  des  fignes  de  Anus  fic  coflnus , parce  qu’alors 
elles  pourroienttaller  en  croiffant  à l’infini.  Donc  les  racines 
de  l’équation  en  K feront  néceffairement  toutes  réelles,  po- 
fitiws  fic  inégales  ( art.  1 1 ). 

i 5 • C’eft  de  cette  manière  que  nous  avons  démontré 
à la  fin  de  la  trolfieme  Seéllon  de  la  Statique , que  lorfque 
la  fonction  «>  eft  un  mlnimam  dans  l’état  d’équilibre,  cet  état 
cft  ftable , c’eft -à-dire , que  le  fyftême  en  étant  tant  foit  peu 
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dérangé,  ne  peut  faire  que  cte  petites  ofcillations.  Il  eft  vi- 
lible,  en  effet,  que  la  fonélion  nommée  ® dans  l’article 
13  de  la  SeéUon  citée,  eft  la  même  que  nous  repréfentons 
ici  par  V , puifque  l’une  ÔC  l’autre  eft  l’intégrale  de  la  tota- 
lité des  momens  des  forces  agilTlintes  fur  les  difïerens  corps 
du  fyftême , totalité  qui  doit  être  nulle  dans  l’équikhre.  Ainfi 
comme  l’on  a H & que  ne  contient  les 

variables  |,  4,  a,  &c,  qu’‘à  la  fécondé  dimenfton,  il  s’en- 
fuit que  fera  un  minimum  ou  un  maximum , feloi)  que 
la  valeur  de  fera  pofitive  ou  négative  en  donnant  à ces 
variables  des  valeurs  quelconques.  Or  faifant4— 
la  valeur  de  V devient  S ( art.  1 3 ) , fi  étant  = i 
donc  K o\x  ^ fera  un  minimum  lorfque  B fera  une  quantité 
toujours  pofitive  , & un  maximum  lorfque  B fera  toujours  une 
quantité  négative.  Par  conféquent  dans  lé  premier  cas  les 
expreffions  des  variables  ne  contiendront  le  tems  t que  fous 
les  fignes  de  finus  & de  cofinus,  & l’équilibre  fera  ftable’; 
dans  le  fécond  elles  contiendront  néceflairement  des  termes 
ou  t fera  hors  de  ces  fignes,  & l’équilibre  ne  pourra  pas 
être  ftable,  mais  le  fyftêmé  en  étant  tant  foit  peu  déplacé, 
s’en  éloignera  toujours  davantage.  Cette  fécondé  partie  du 
théorème  énoncé  dans  l’endroit  cité  de  la  Statique , n’auroit 
pu  y être  démontrée  faute  des  principes  néc.eftaires  ; nous 
en  avions  remis  la  démonftration  à la  Dynamique,  & celle 
que  nous  venons  de  donner  ne  laifTe  plus  rien  à defirer. 

Au  refte , entre  ces  deux  états  de  ftabilité  & de  non  ftabilitë 
abfolue,  danslefquels  l’équilibre  étant  tant  foit  peu  dérangé 
d’une  maniéré  quelconque,  tend  à fe  rétablir  de  lui-même, 
ou  à fe  déranger  de  plus  en  plus , il  peut  y avoir  des  états  de 
ftabilité  conditionnelle  & relative , dans  lefquels  le  rétablif- 

Kka 
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fement  de  l’équilibre  dépendra  du  déplacement  initial  du 
fyftême.  Car  fi  quelques-unes  des  valeurs  de  K font  ima- 
ginaires, les  termes  correfpondans  dans  les  valeurs  des  va- 
riables contiendront  des  arcs  de  cercle  , & l’équilibre  ne 
fera  pas  ftable  en  général  ; mais  fi  les  coëfficiens  de  ces  ter- 
mes deviennent  nuis , ce  qui  dépend  de  l’état  initial  du  fyf- 
tême , les  arcs  de  cercle  difparoîtront , & l’équilibre  pourra 
encore  être  regardé  comme  ftable , du  moins  par  rapport  à 
cet  état  particulier. 

I‘6.La  folution  que  nous  venons  de  donner , demande  que 
les  coordonnées  puiflent  être  exprimées  par  des  fonétioas  en 
férié  de  variables  très-petites  , & qui  foient  nulles  dans  l’état 
d’équilibre , aiofi  que  nous  l’avons  fuppofé  dans  l’article  7. 

Or  c’eft  ce  qui  eft  toujours  polfible  , comme  nous  l’avons 
vu  , lorfque  les  équations  de  condition  réduites  en  férié  con- 
tiennent les  premières  puiftances  des  variables  fuppofées  très- 
petites,  parce  que  ces  termes  donnent  d’abord  des  équa- 
’tions  réfolubles  rationellement , &.  qu’enfuite  on  peut  tou- 
jours, parla  méthode  des  fériés,  avoir  des  folutions  ratio:- 
nelles  de  plus  en  plus  exaâes. 

11  peut  néanmoins  arriver  que  les  termes  de  la  première 
dimenfion  manquent  dans  une  ou  plufieurs  des  équations 
de  condition  ,* ce  qui  aura  lieu  , par  exemple,  fi  dans  l’équa- 
tion Z =a  O,  les  valeurs  des  coordonnées  pour  l’équilibre 
font  telles , qu’elles  rendent  non-feulement  L nulle , mais 
auflî  chacune  de  fes  différences  premières  ; car  on  aura  alors 

= o , = O , &c , & l’équation  Z = o , ne  con- 

tiendra que  lès  lêcondes  puiflànees  & les  ultérieures  dfe  «, 
ü,  >,  «'  &c,  (art.  7).  Dans  ce  cas  fi  on  réduit  les  coor- 
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données  en  fonétions  de  variables  indépendantes  , ces  fonc- 
tions ne  pourront  plus  être  rationelles,  & les  équations  dif- 
férentielles ne.feront  ni  linéaires,  ni  même  rationelles.  Ainfi 
la  fuppofition  des  mouvemens  très-petits  du  fyftême  ne  fer- 
vira  pas  alors  à llmplifier  la  folution  du  problème,  ou  du 
moins  ne  la  rendra  pas  fufceptible  de  la  méthode  générale 
que  nous  avons  expofée. 

Pour  réfoudre  ces  fortes  de  queftions  de  la  maniéré  la 
plus  fimple,  on  fera  d'abord  abllraébion  des  équation»  de 
condition,  où  les  premières  dimenfions  des  variables  ne  fe 
trouveroient  pas  ; on  parviendra  ainfi  à des  expreflirns  de  T 
&c  de  de  la  forme  de  celles  de  l’article  8.  Enfuite  on 
ajoutera  à cette  valeur  de  ^les  premiers  membres  des  équa- 
tions de  condition  auxquelles  on  n’aura  pas  encore  eu  égard  , 
multipliés  chacun  par  un  coefficient  indéterminé  , & qu’on 
fuppofera  confiant  dans  les  différentiations  par  <T  ; & il  fuf. 
fira  dans  ce»  termes  dûs  aux  équations  de  condition , de 
tenir  compte  des  plus  baffes  dimenfions  des  variables  très- 
petites.  De-là  on  .trouvera  les  équations  différentielles  à 
l’ordinaire,  fie  il  s’agira  d’en  éliminer  les  cocfficiens  infléter- 
minés. 

Si  les  équations  de  condition  étoient  du  fécond  degré , 
fie  que  les  coefficiens  indéterminés  puflent  être  fuppofés 
conftans,  la  valeur  de  feroit  encore  de  la  même  forme 
que  dans  la  folution  générale  ; par  conféquènt  on  pourroic 
l’appliquer  auflî  à ce  cas;  on  détermineroit  enfuite  les 
coëfikiens,  enforte  que  les  équations  de  condition  fufïenc 
fatisfaites.  On  pourra  donc  toujours  commencer  par  adopter 
cette  fuppofition , on  verra  enfuite  fi  les  valeurs  qui  en  ré- 
fultent  pour  les  variables , peuvent  fatisfaire  aux  équations 


a<)a  MécHANiQüE  analitique. 

de  condition , auquel  cas  la  fuppofitlon  fera  légitime , & la 
folution  exaéVe;  finon  il  faudra  chercher  à intégrer  les 
équations  différentielles  par  des  méthodes  particulières. 

§.  II. 


Du  mouvement  d’un  corps  attiré  vers  un  ou  plujieurs  centres. 

1 7.  Suppofons  en  premier  lieu  'que  le  corps  foit  attiré 
vers  un  feul  centre  fixe , par  une  force  R , fonéHon  de  la 
diflance  r du  corps  au  centre.  Prenons  ce  centre  pour 
l'origine  des  coordonnées,  & la  droite  r pour  le  rayon  vec- 
teur j foit  de  plus  4 l’inclinaifon  de  r fur  le  plan  des  x Sc 
y y 6c  P l’angle  de  la  projecUon  de  r fur  ce  plan , avec  l’axe 
des  X ; on  aura  donc , comme  on  l’a  déjà  vu  plus  haut , (art.  1) , 
x = r cof  4 cof  p.,y=rr  cof  4 fin  ^ ^ = r lin  4 ; & de  la 

d X*  -f-  dy*  -t-  d = r'  ^ cof  4*  d p*  -4-  <^4*^1  ■+■  d r*. 

Ainfi  n’y  ayant  qu’un  feul  corps , dont  la  mafl^peut  être  prile 
pou%  l’unité  ,*  la  quantité  T fera  fimplelnent  égale  à . . . 

r'  ( tof4*  <lP'  <^4*  J -i-dr'- 

■ rjp  • 

A l’égard  de  la  quantité  elle  fe  réduira  ü fRdr, 

Donc  puifqu’il  n’y  a aucune  condition  particulière  à tem> 
plir,  6c  que  les  trois  vatiables  4y  Pt  r font  indépendantes  , 
on  aura  pour  chacune  de  ces  variables  une  équation  de  la 

forme  d.  -7;^ — f-  -7^  = o;  ce  qui  donnera  les 

trois  équations  ( d t étant  confiant  ) 
r' fin  4- cof.  4 d . r' CoC  4' d P 

H jp, =P,  =0, 


■<>v 

\ 
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y <•  rf' cofij.*  -1- </4»;  ^ 

dt'  77 hA  = o. 


a^3 


La  fécondé  cft 
grale  eft 


intégrable  par  dle-mcme,  & fon  inté- 

^ cof4’rff  > . 

d. 


d’où  l’on  tire  -~ 

d t 


A 

r'  cof4* 


cette  valeur  étant  fubftituée.  dans  la  première , elle  devient 
auflî  intégrable  fi  on  la  multiplie  par  & l’intégrale 


dt'  ^ cof4~  — » 

A Sc  B font  deux  conftantes  arbitraires. 

Je  remarque  d’abord  fur  cette  intégrale,  que  lî  on  fup- 
pofe  que  4 & foient  à la  fois  nuis  dans  un  inftant , 

ils  leront  nëçeilàirement  toujours  nuis  ; cat  faifant  4 = o , 
^ ‘^4=  O,  on  aura  .5*  = ./i*;  fic  l’équation  deviendra  alors 

77  ^ 4*  — O , qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’en 

faifant  4 nuis.  Or  la  fuppofition-  dont  il  s’agit  re- 

vient a faire  enforce  que  le  corps  fe  meuve  dans  un  inftant 
dans  le  plan  des  x ce  qui  eft  toujours  poflible,  puifque 
la  polîtion  de  ce  plan  eft  arbitraire.  Alors  donc  le  corps 
continuera  a fe  mouvoir  dans  ce  plan;  par  conféquent  il 
décrira  nécelTairement  une  orbite  plane  ou  ligne  ii  fimple 
courbure.  C’eft  ce  qu’on  peut  démontrer  auffi  direétement 
par  l’intégration  même  de  l’équation  dont  il  s’agit. 

En  efièt,  li  on  y fubftitue  pour  Jt  £a  valeur 
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tirëc  de  li  précédente  y on  Aur&  celle-ci  y 

cof  -ir*  J , cof  4'  * 

Soit  lorfque  4=0 , = tang on  aura  B*=A*-^A  tang  « , 

& l’équation  deviendra  — =tang** — tang 4‘, d’où 

l’on  tire  dv  , laquelle  à caufe  de 

. cof 4*^  tang»’  — uog  4’ 

s=s  d.  tang 4,  aiira  pour  intégrale  ^ = arc.  fin 

— "Sjl - favoir , ■ snfinf'f  — /gJ,|ï  étant  la  valeur 

tang»  * ^ tang»  \ y y 

arbitraire  de  9 lorfque  4 = 0. 

Cette  équation  fait  voir  que  p — |8  & 4 font  les  deux 
côtés  d’un  triangle  fphérique  reâangle , dans  lequel  « eft 
l’angle  oppofé  au  côté  4.  Ainfi,  puifque  l’arc  p — /*  efipris 
fur  le  plan  des  ac  & ^ & que  l’arc  4 eft  toujours  perpen- 
diculaire à ce  même  plan , il  s’enfuit  que  l’arc  qui  joint  ces 
deux-ci,  & qui  forme  l’hypotbénufe  du  triangle,  fera  avec 
la  baTe  v — un  angle  confiant  » ; par  conféquent  le  qiême 
arc  pafièra  par'  les  exrrémités  de  tous  les  arcs  4 , & tous 
les  rayons  r fe  trouveront  d^s  lo  plan  de  cet  arc , lequel 
fera  ainfi  le  plan  même  de  l’orbite  du  corps , dont  l'incli- 
oaifon  fur  le  plan  des  x U y fera  exprimée  par  l’angle 
confiant  «. 

I 8.  L’équation  finie  qu’on  vient  de  trouver  entre  # & 4 , 
pourroit  fervir  à éliminer  une  de  ces  inconnues  des  autres 
équations;  mais  puifqu’on  efi  alTuré  que  l’orbite  du  corps 
efi  toMte  dans  un  plan  fixe , on  fimplifiera  beaucoup  le  calcul 

•en 
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,^i)-.|>renant  ce  plat)  pour  celi)i  des.jc  6c\ÿy  ce  qui'dot^era 
4 s=  O & </4  = O"  • . -- 

Alors  la  troifieme  équation  deviendra  — r -f- i? = o; 

Biais  l’intégralè  dtîa  fécondé  donne  ; doiK  fub- 

flituant  cette  valeur  de  </?,  & tnaltiplianc  enfuite  par  </r, 
on  aura  une  équation  intégrable  , donc  "'l’intégrale  fera 

C;  d’où  l’on  tir©  ’-  — ^ - 

d i ■= ■ ■■ — n ri  > ijuü 

- ^ C-fRdr-.^' 

2c  enfuite 

~ ' ’ 

Vc—fRdr— 

■ \ 

équations  féparées,  2c  dont  l’intégration  fera  connoître  les 
valeurs  de  ? 2c  r en  r.  La  fécondé  de  ces  équations  donnera 
la  figure  de  l’orbite , 2c  la  première  la  pofitlon  du  corps  i 
chaque  inlbuit. 

19.  Pour  appliquer  cette  folution  au  mouvement  des 
Planètes  autour  du  Soleil,  on  fera  R = — , F étant  la 
force  attraéHve  du  foleil  fur  la  Planete  i la  diftance  ij'ce 
qui  donnera'/'/? dr  — — ^ 

Subftituant  cette  valeur  dans  les  équations  précédentes, 
on  voit  que  la  quantité  fous  le  figne  deviendra  C 

qu’on  peut  mettre  fous  la  'forme  C -*- 

LJ 


trouvera 
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^ valeur  de  fe 

dgale  à la  difFërentielle  de  l’angle , dont  le  coHnus  fera 


F 
1 A 


; de  forte  qu’on  aura  en  intégrant  fic 


introduifant  une  conftance  arbitraire  >,  ^ 

(c-h  -£r)  «“f  r»  - iv»; 

d’où  en  faifant  gour  abréger 


on  aura  r=  » 

On  voit  par  cette  formule  que  les  plus  grandes  & pli» 
petites  valeurs  de  r répondent  k p = 7 Sc  ^ » = 7-+-i8o  , 
ïc  qu’ainfi  elles  font  fur  une  même  droite,  La  plus  petite 

valeur  fera  = , & la  pl“S  grande  fera  = -^£7-  , dont 

la  demi-fomme  ou  la  valeur  moyenne  fera  ~ , & la 

demi-différence  fera  forte  que  c fera  le  rapport 

de  la  demi-différence  de  ces  valeurs  k leur  demi-fomme. 
Si  on  fait  p = y ■+■  50“;  auquel  cas  la  direékion  de  r fera 
perpendiculaire  à la  ligne  des  plus  petites  & plus  grandes 
valeurs,  on  aura  alors  r=p. 

,Pour  connoître  la  nature  de  la  courbe,  il  n’y  a qu’à 
la  rapporter  à deux  coordonnées,  x ^ y •%  prifes  depuis  le 
centre  des  rayons  veéleurs , & dont  l’une  x foit  dans  la  di- 
reélion  du  plus  grand  rayon.  Oa  aura  ainG,  puifque  ? — > 
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eft  l’angle  de  r avec  ce  rayon  , x = r cof  (p  — -yj  , 
y = r Cm  & l’équation  r — er  cof  fp  — yj  p 

deviendra  y ('x*  '^y')  — e x = laquelle  étant  délivrée 
de  l’irrationalité  monte  au  fécond  degré , & donne  une  fec- 

tion  conique.  Donc  — ^ - fera  le  demi-grand  axe  de  la' 

feélion  que  nous  dénoterons  par  a , & e fera  l’excentricité 
ou  le  rapport  de  la  diftance  entre  l’un  des  foyers  6c  ‘ le 
centre  , au  demi-grand  axe,  conféquemment  V (a*  — a^e* ) 

ou  ay  Cl  —e'J  .fera  le  demi-petit  axe,  6c  *** ou 

> c’eft-à-dire , p fera  le  demi-parametre.  Mais  par 
1 équation  entre  x 6c , on  a lorfque  x — o^p^y^  donc 
1 origine  des  coordonnées  eft  dans  l’un  des  foyers  où  l’on 
fait  que  l’ordonnée  eft  égale  au  demi-parametre.  ^ 

Ainfi  les  orbites  des  Planètes  font  des  feéHons  coniques , 
qm  ont  le  Soleil  dans  l’un  de  leurs  foyers,  6c  leur  équa-. 
tion  . générale  eft  r=  “ ^ ^ ^ ^ étant  la  diftance 

moyenne, e l’excentricité,  6c  rie  rayon  veéleur, qui  fait  avec 
la  ligne  de  l’aphélie  l’angle  ^ — y. 

20.  Pour  déterminer  le  tems  employé  à décrire  un 
angle  quelconque , il  faut  intégrer  encore  l’autre  équation 

“ ~v77 ~F auparavant  nous  y 

\ r /■*  ) 


fubftituerons  pour  A ii.  C leurs  valeurs  !en  a 6c  e;  or, 
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Faifons-^-^^^=cof9,  ce  qui  donne  r=û(^i-i-ecof9^;on  aura 
Jt  = \/  -^-f-  X fl  -h  e cof  B J J ii'Sii  intégrant  t — x =* 

V-  . ' ; . 

* .'./•C.*-'  »’  J I • - 

[ Or  en  comparant  les  deux  exprellions  de  r,  on  a . ^ . . 

'-Ç.— T-  =' I H-  e cof  fl;  jJ’oùjd’bn  tire  cof*.  := 

I — coff  ^ — y ) 

cofr»  — vJ—_f  . éliminant  fl , on  aura  t en . fonc- 

tion.  de  pour  faciliter  cette  ' dimination,  on 


oUfervera  que  i + cof  9 = 


f I C « ±t<>f(»  — y)  ) 


I — t cof  Cf  — y ) 
I — cof  I 


; de' 


forte  qu’en  faifant  cette  combinaifon  rr  = — 

^ I -f-  colé  i — r 

I y)  *r  - ^ \ ^ f \ f *^y 

X on  aura  tang — —v( . 

2 I . On  appelle  en  Aftronomie  l’angle  p — 7 l’anomalie 

vraie,  l’angle  (t  — l’anomalie  moyenne,  & l’angle 

auxiliaire  fl  l’anomalie  èxcentrique  ; & le'  problème  de  déter- 
miner P — 7 par  t — a eft  connu  fous  le  nom,  de  problème 
de  Kepler.  On  voit  par  les  formules  précédentes,  qu’il  ne 
peut  être  réfolu  rigoureufcment  ; mais  en  fuppofant 
l’eïCentricité  e fort  petite , comme  elle  l’eft  dans  les  orbites 
de  toutes  les  planètes  , on  peut  aiVoir  des  folutîonS  aulfi 
approchées  que  l’on  voudra..,  ' 7 

On  commencera  par  tirer  de'  l’équation  tang 


P — y ^ 
1 
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Vi-^  rang  la  valeur  de  p — ^ en  8;  ce  qu’on  ob- 
tiendra aifément  par  le  moyen  des  • exprelïîons  exponen- 
tielles imaginaires  Connues.  En  elFet , tn  faifant  pour  abréger 

-^  = ky  & prenant" /.“pour  le  nombre  dont  le 

logarithme  hyperbolique  eft'l'unitti,  on  aura  cette  trans- 
formée • • ; ■ ■-'•q  - — - om  ■.  . . 7 , , t 


9 — y 


y'  — I 


= kJ- 


^ — V , ■ . . ^rrry  _ v . ..  * / . 

^ I — I . I ir  — Il  ' y'  — î 

/ *>  .1  — I ^ • - * 2 *■ 


laquelle  fe 'réduit  à.  ceHe^ci  , 


UO  ü!>  •Jlipr.c'-'L!;-; 


ficnyiu. 


• 1 i,.  .1/— I 

^ t ^ - — I 1.  . I, 

= h ; d OU  Ion  tire 


. 'Cf— , 

I -4-1 


V—  I 


I 


/ 


f \ ' ■ ’à 

--.cl 


, ou  bien  en  faifant 


( ' ~i-  t -h  A _ 


'^  = Eyi 
1 A 


. » — I I -f-  E I 

1 X — 


f f — y;  ✓ — 

4’où  prenant  Tes  logarithmes , on  aura 


I 


.♦y  — 1 


V .1  I 


9 — >'=  ° •+•  'v  _T  ^ ’) 7ZT  ^ ^ ' 

réduifan^t  ces  logarithmes  en  férié , & fubftituant  enfuite  X 
la  place  des  exponentielles  imaginaires  î les  liuus  réels  quT 
y répondent V“On  aura  enfin  • . — ...  ■; 


f — î =9—  zE fin  9 fin  1 9 -1-' 

1 


fin  3 f -4-  6cc  y 


I 

»/—! 

% 
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•expre/Tion  fort  fimple,  dans  laquelle 
r r I -t-O—  ✓ ( » 

Æ lera  = ✓ f O > 


ou  bien  = 


, + Vf  i-»’)* 


- Il  ne  s’agira  plus  maintenant  que  de  fubftituer  a la  place 
de  » fa  valeur  en  r — a donnée  par  l’équation  . ... 

' Or  par  le  théorème  que  j’ai  d^ontré  ailleurs,  fi  l’on 
a une  équation  de  la  forme  « = » ■+•/•«»/•* 
fonaion  quelconque  de  9 , on  aura  réciproquement 

^ d.(f.u)'  v.f/.«;> 

6 -/.  « -t-  — rfTïî  ^ * 

8c  fi  * . 9 dénote  une  fonélion  quelconque  de  9 , & qu  on 

fafle  «-'.*=-^771^»  ^ . 

* y,  d.(f. 

« , 9 =ï=  « . U — /.  a X * . a H- 


' _ ^ 8cc. 

. i.idu' 


^ ^ c — * 

Ainfi  il  n’y  aura  qu’à  fuppofer  a = ^ » 

9 = e fin  9 , 8c  ® . 8 = « — a £ fin  9 -+-  * f' “ f»n  » * 


^ £' 


— fin  3 8 -J-  &c  ; par  conféquent  en  changeant  8 en  a , 

y.  a = efina,4>,a  — u — x£finaH 1 fin  x a 

^ fin}  a-H&c;  & fubftituant  ces  valeurs  dans  la  for- 
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xnule  précédente,  on  aura  i’expreffion  de  «.J,  c’eft-à-dire, 
celle  de  P — y en'  u. 

Faifant  pour  abréger 

■ cof  cof  1 K — 1 £•  cof  3 a -+^  &c , 


on  aura  donc 


f“>=a— “z£fina“f*  — - — fin  i a — -î — fin  3 a -4-  &c. 
— c^fina-4-‘e*  «’>'  , 

» x.idu'  -+*  «C , 


OÙ  il  n’y  aura  plus  qu’à  exécuter  les  difFérenciations  in- 
diquées. * ■ ' ■ 


\ * ' 

2 a.  Suppofons  en  fécond  lieu  quelle  corps  foie  attiré 
à la  fois  vers  deux  centres  fixes  par  des  forces  proportion- 
nelles à des  fon£Uons  quelconques  des  difiances 

Soit  conune  dans  le  problème  précédent,  l’un  des  centres 
dans  l’origine  des  coordonnées , & iî  la  force  attraéUve  ; ôc 
pour  l’autre  centre  fuppofons  que  fa  pofition  foit  déterminée 
par  les  coordonnées  <z,  3,  c,  parallèles  aux  x,  _y,  foit 
de  plus  Q fa  force  attractive  , 6c  ^ la  difiance  du  corps  à 
ce  centre,  il  eft  clair  qu’on  aura 

c’eft-à-dire  , en  fubftituant  pour  x , y , X valeurs  en 

r,  4,  ç)  (art.  13),  ’ 

^ = (r*  — 1 r f fa  cof  p b CmpJ  cof  4 -4*  c fin  4^1  *+•  A'J , 

en  faifant  h = fa‘  b'  -i-c' J,  diftance  des  deux  centres. 
Il  eft  clair  que  la  valeur  de  T fera  la  même  que  dans  le  por- 
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^)lÈnie.'pi3écrfd^t  (afi.  t^j'maisja  valeur <ie^i«  Crt)iVwacdugt 
mentée  du  terme  fQdq\6i.  comme  Q eft  fou^tion  de  ■ iCsq 
foncUon  de  r,  ? , 4 ,ce  terme  donnera  dans  les  diff'^rentieilles 

qu’il  faudra  par  conféquent  ajouter  refpecüvemeM  auj^ 
premiers  membres  des  équations  différentielles  de  l’article 


cite.  • 


ImI  — - 


On  aura* 'donc  pour.  le_mouven»ent  du  corps  attiré  vers 
deu.x  centres  par  lés  forces  R &0>  équations  fuivantes. 


•'rf.-r*  rfj- 
dt' 


-zr  = ° • 


rft' 


</r» 

</? 


a . (a)  ui'  ?. 


r*  cofx^*  ^ < 

rr—  rh  Vf 

■JiT = ° • • ■ «• 


; I,.  / 


!.- 


; , Et  fl  le  corps  étoit  attiré  en  même-tems- vers' d’autres 
centres,  il  n’y  auroit  qu’à  ajouter  àices  équations  des  termes 
femblables  i>fiur  chacun  de  c«  centrer,  ii  - • 

’ Nous  avons  déjà  fait  voir  en  général  ( art.  4 ) , que  lorfque 
7’  & ^ ne  contiennent  point  r , on  a toujours  l’intégrale 
T V = conjl  ^ laquelle  renferme  la  confervation  des  forces 
vives.  I 

Elle  fera  donc,  dans  le  cas  préfent, 


C cofil-*  d d r' 

% dy 


-i-  fRdr  -4-  fQdq  =^x  A 


(4)i 


& il  eft:  vifible,  en  effet,  que  les  trois  équations  précé- 
dentes ét.int  multipliées  rcfpeékivement  par  </4,  dp^  dr,  & 
ajoutées  enfemble,  donnent  une  équation  intégrable  , & dont 
Pintégrale  eft:  celle  que  nous  venons  de  prcfenter. 

On 
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On  tire  de  cette  équation 


273 


dt* 


= 4^  — xfRdr—'xfQdq’~- 


dr^ 
dt*  J 


valeur  qui  étant  fublHtuée  dans  l'équation  (3),  multipliée 
par  r , la  réduit  i 


■^^•^Rr+ifRdr-^Qr-^  -4-  xfQdq=^j^A. 
Or,  puifque  q*  = A h'  — ^ f ( (o.co(<f  -I-  b Cm  p) 
C0C4  -h  c fin  on  aura,  en  faifanc  varier  r,  q ■^—t=ar— 

( a cof?  -+-  ^ fin  f 1 cof  4 — c fin  4 = r — . 

' ' ir 

= — — ^ ~ — : donc  fublHtuant  cette  valeur  de  % on 

»r  ,“'■•1  , 

aura  enfin 

■Ÿdt~  dr-\-Q  — \-xfQdq=^A  Cy). 

Cette  équation  a l’avantage  qu’elle  ne  contient  que  les 
deux  variables  r ic  q y 6c  indique  en  même  tems  qu’il  doit 
y avoir  une  pareille  équation  entre  q 6c  r y en  changeant 
Amplement  r 6c  q , ainfi  que  R 6c  Q entr’elles;  car  il  eft  in- 
diiîérent  de  rapporter  le  mouvement  du  corps  à l’un  ou  à 
l’autre  des  deux  centres  fixes,  6c  il  eft  clair  qu’en  le  rap- 
portant au  centre  des  forces  V?  » on  trouveroit  par  une  ana- 
lyfe  femblable  k la  précédente, 

+0î+>/e‘/j+* 

* 

ainfi  ou  pourra,  par. ces  deux  équations,  déterminer  direâ:e- 
ment  les  deux  rayons  r6Cq.'- 


M m 


* ay4  MicHANiQUE  analitique. 

Je  remarque  maintenant  qu’on  peut  fans  rien  ôter  à la 
généralité , fuppofer  les  deux  coordonnées  <z  & ^ du  centre 
des  forces  Q,  nulles,  ce  qui  revient  à placer  l’axe  des  coor- 
données Q dans  la  ligne  qui  joint  les  deux  centres.  Par  cette 
ruppofltion,  on  aura  c = â,  Sc  la  quantité  ^ deviendra  > 
v^^r* — laquelle  ne  contenant  plus  »,  on 

aura  donc-^  =»  ç.  Par  conféquent  l’équation  (ij  fe  réduira  à 
=o,  dont  l’intégrale  eft  =B;  d’où  l’on 

tire-^  =s  ■ f..-"  ; mais  on  a fin  4 = ; donc 

r,  ✓r4*v— fr* -t- r>  r t. 

cor4=  — — ; pat  confequent  en  lub- 

Aituant  cette  valeur,  on  aura 

. 

— 4*»r»  — — l'J*  • • • • U)* 

P 

de  forte  que  connoHIànt  r ôc  ^ en  /,  on  aura  aulTi  » en  t. 

Or,  paifqoe  fin  4 ^ <i^ja>  données  en  r & ^ , 

il  e^  clair  qu’on  peut  réduire  féquation  (4)  à ne  contenir 
que  r & g,  0c  alors  elle  fera  néceflairement , il  raifon  de 
la  confiante  arbitraire  Æ , une  intégrale  coroplette  des  deux 
équations  (5)  ôc  (6).  £n  effet,  on  aura 

r»  J — . 

r a-f  f 

ajoutant  dr*  ^ te.  réduifant,  il  viendra 

r*</4*-WrW  ~ 

^ ^ 4*V(r*1r'V-VJl’ 
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De  plu,  on  anr.  ==  d„„^ 

falfant  ces  fubftitutions  dans  l'équation  (4) , Sc  ôtant  lé  dé- 
nominateur, on  aura 


2 


dr*  + f'dq'  —(  h'  ) r^dtdq 

d?  “ 


+-i£* 


-q')*)  (fRdr^fqd(i-^xA)^Q.  . («)' 

£t  il  eft  facile  de  voir  maintenant  d’après  la  forme  de  cette 
équation,  qu’elle  réfulte  des  équations  (5)  ■&  (^  multipliées 
rerpeélivemenc  par  2 </ . r*  — (r*  -+-  y*  — k*)  d.q'  ^ 

2 r*  d.  q*~-( r’-+-ÿ*—  h*)  d.r* y ajoutées  enfemble  intégrées 

enfuite  ; mais  il  auroit  été  allez  difficile  de  découvrir  cette 
intégrale  h priori. 

m 

2 3 • Pour  achever  la  folution , il  faut  avoir  encore  une 
autre  intégrale  des  mêmes  équations;  mais  on  ne  iauroit 
y parvenir  que  pour  des  valeurs  particulières  de  8c 


Si  on  fuppofè,  ce  qui  eft  le  cas  de  la  nature  , ,R  =»» 

Ç = y on  trouve  alon  que  l’équation  {5)  multipliée  par 

d.q*y  8c  ajoutée  i l’équation  (6)  multipliée  par  d.  r*  donne 
uiie  fomme  intégrale , 8c  dont  l’intégrale  eft 


d.i^xd.q'  »(  }r*  -t-  y»  — A'  ) ^ } g'  + r'  — A'  J 

* tdt'  r J 

= dfA(r*^q')-Jrxc  . . . . (9) 

Cette  équation  étant  multipliée  par  r*  -+-  y*  --  A*,  8c  ajoutée 
k l’intégrale  (8). trouvée  précédemment , donne  dans  l’bypoi- 
thèfe  préfente  une  réduite  de  la  forme  ^ 


M m 1 
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,^(d.r^  y+r^(d.q')^_ ^ 3 _ h') 

Ï7Ï*  ‘ ’ '■ 

^zdq(q^-h  ir'—h*)=^A  fr*-^'q*-^  6 r*  h*J 

4-iC(^r*-Hÿ’ — A*;— (lo) 

Et  la  même  équation  étant  multipliée  par  xrq^Sc  enfuite 
ajoutée  à celle-ci  ou  retranchée,  donnera  cette  double 
équation  « 

S^±.I±£Z  -~c.ffr±qj^—k^(r±qj) 
’-!^((q±  0’—^’  (q±r))=^‘^((r±q)*--  AV 

1 •^C(r±q)'-B^ (llj. 

De  forte  qu’en  faifant  r -+-  q = J , r q — ^ t aura 
ces  deux-ci , . 


d’où  l’on  tire  d’abord  cette  équation  féparée,  , 

d s 

V ( As'-^-(  «-+-/»  — h'  ( m-f-fiJJ — 

du  • 

’^~T(Âü^+(u  — f)u'-rCu'—h'(u  — fi)ii—'Ak*—B‘J  > 


enfuite 


s'ds 


«•  du  . 

enfin  l’équation  (7)  deviendra,  en  employant  les  même» 
fublUtutions , 
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4 B A»  _ aBH'  / t i_N  . 

di  fx*— — A*;  X*— \ X*  — A‘  u‘—h'J» 

& par  confëqnent  elle  donnera  • • 

\ Bh'ds 

Jh'^du 

(h — A*)  |/  {Au*-i-  {m  — fi)u>  -t-  C«* — A-  («  — f)u — A h* — * 

Si  on  pouvoir  intégrer  ces  différentes  différentielles,  on 
auroit  d’abord  une  équation  entre  j 8c  h , enfuite  on  aurolc 
r & ÿ en  fonéUons  de  s &c  u;  donc  on  auroit  ^ & de-là  i , 

& 9 en  fonéfions  de  r;  & comme  fin  4 = /•-«-  h —q 

auroit  aufli  4 en  r.  Mais  ces  difliérentielles  fe  rapportent  à la 
reélification  des  feélions  coniques, on  ne  fauroit  les  intégrer 
que  par  approximation,  & la  meilleure  méthode  pour  cela 
eft  celle  que  j’ai  donnée  ailleurs  pour  l’intégration  de  toutes 
les  difi'crentielles  qui  renferment  un  radical  carré  où  la  va- 
riable monte  à la  quatrième  dimenfion  fous  le  figne. 

Si  outre  les  deux  forces  qui  attirent  le  corps 

vers  les  deux  centres  fixes,  il  y avoir  une  troifieme  force 
proportionnelle  à la  diftance  qui  Tattirât  vers  le  point  placé 
au  milieu  de  la  ligne  qui  joint  les  deux  centres,  il  efl  vi. 
fible  que  cette  force  pourroit  fe  d'écompofer  en  deux  tendan- 
tes aux  mêmes  points,  & proportionnelles  aufli  aux  difiances. 

Dans  ce  cas  donc  on  auroit /?=-^ — h x yf,  Q=-^^ — 

& l’on  trouvcroit  que  l’intégrale  (jr)  auroit  aufli  lieu  dans 
ce  cas  ; feulement  il  faudroit  ajouter  à fon  premier  membre 
les  teimes 
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enfuice  il  y auroic  à ajouter  au  premier  membre  de  l’é<)ua- 
tion  (lo),  les  termes 

"T  •+■  *5 — h*(r^-{~q*~\r6t^q'))^ 

ic  par  conféquent,  au  premier  membre  de  l’équatioQ  (ii)* 
les  termes 

De  forte  qu’il  n’y  aura  qu’à  augmenter  les  polynômes  en 
s Sl  U fous  te  ligne  radical  des  termes  relpeâifs 

('s*’^k's*J  èc  — fu^  •— -A*  U*)  i 

ce  qui  ne  rend  gueres  la  folurion  plus  compliquée. 

a 4.  Quoiqu’il  fuit  impoHible  d’intégrer  en  général  l’équa- 
tion trouvée  entre  s & u , 6c  d’avoir  par  conféquent  une 
relation  finie  entre  ces  deux  variables,  on  peut  néanmoins 
en  avoir  deux  intégrales  particulières  repréfentées  par  j=ce«yî, 
6c  a xc  cottjl.  En  effet , fi  on  reprëiente  en  général  cette 

équation  par  4t  = W» 

en  faifant  ds  oa  du  nuis,  pourvu  que  les  dénominateurs 
f/"  5 ou  U foient  aullî  nuis  en  même  tems , fie  du  même 
ordre.  Pour  déterminer  les  conditions  néceffaires  dans  ce 
cas,  on  fera  r =/-+-«,/ étant  une  confiante,  fie  « une 
quantité  infiniment  petite,  fie  défîgnanr  par  F ce  que  de- 
vient 5 lorfqu’on  change  s en  /*,  1e  membre -^redeviendra 
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^/7p  . dF  ri  pour 

K C 7^ -*  4- acc) 

qu’iJ  y ait  le  même  nombre  de  dimenfions  de  « en  haut  &; 

en  bas,  que  l’on  ait*/'  = o,  & -^=.0;  alors  à caufe  de 

• infiniment  petit,  la  différentielle  dont  il  s’agit  fe  réduira  à 

l’intégrale  ^ ^ T 

«ne  confiante  arbitraire.  Si  donc  on  fait  **  '=»  o,  & qu’on 
prenne  en  même-tems  aulü  A = o,  il  eft  vifible  que  la  va- 
leur de  / deviendra  indéterminée  j & l’équation  pourra 
toujours  fubfifier , quelque  valeur  que  puillè  avoir  l'autre 
membre  y* Or  on  fait,  & il  ^ vifîbie  par  foi-même 

que  F=a  O fie  -JJ-  » O,  £bm  k&  conditœns  qui  tendent^ 

«ne  racine  double  de  1 équation  F o.  O’où  il  s’enluit  en 
général  que  fi  le  polynôme  S a une  ou  plufieurs  racines 
doubles , chacune  de  ces  racines  fournira  une  valeur  parti- 
culière de  s ; il  en  fera  de  même  pour  le  polynôme  ü. 
Maintenant  il  efi  vifible  que  l’équadon  s = f ou  r-l-j  — y* 
repréfente  une  ellipfe , dont  les  deux  foyers  font  dans  les 
deux  centres  des  ray«ns  r & fie  dont  le  grand  axe  eft 
égal  i / De  même  l’équation  u = g o\x  r~~  g repré- 
fente  une  hyperbole  dont  les  foyers  £bnt  dans  le  même 
centre,  & dont  le  premier  axe  efi  g. 

Ainfi  les  folutions  particulières  dont  nous  venons  de 
parler , donnent  des  ellipfes  ou  des  hyperboles  décrites 
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autour  des  centres  des  forces  pris  pour  foyers. 

Et  comme  les  polynômes  S ic  contiennent  les  trois 
confiantes  arbitraires  A,  B ^ C dépendantes  de  la  direélion 
& de  la  vîtefTe  initiale  du  corps , il  eû  vifible  qu'on  pourra 
toujours  prendre  ces  élémens , tels  que  le  corps  décrive  une 
• ellipfe  ou  une  hyperbole  donnée  autour  des  foyers  donnés. 
Aind  la  même  feckion  conique  qui  peut  être  décrite  en  vertu 
d’une  force  tendante  l’un  des  foyers  en  raifon  inverfe  des 
carrés  des  diftances , ou  tendante  an  centre  en  raifon  di- 
recte des  diftances,  peut  l’être  enpore  en  vertu  de  trois 
forces  pareilles  tendantes  aux  deux  foyers  & au  centre  ; ce' 
qui  eft  très-remarquable,  n..  ; . . . - 

a J.  Si 'le -ceiltte  d^s  fikfdéÿ  Ç [dont  là-po(ition  a été 
déterminée,  en  général  par  les  coordonnées  a,  é,  c(art.  ax), 
n’étoit  pas  fixe,  mais  qu’il  eût  un, mouvement  connu,  alors 
ces  quanticés'(X,.é ,ic  ne  feéoienc  plus  confiantes,  mais  de- 
viendroient  des  fonctions  du  tems  /.  Cependant  il  eft  vi- 
fible  que  les  équations  (i) , (x),  (3)  auroiént  lieu  de  même, 
puifquc  la  quantité  refteroit  la  même,  ainfi  que  fes  dif- 
férentielles relatives  à r,  4 , P ; mais  l’intégrale  (4';  n’auroit 
point  lieu , comme  nous  l’avons  déjà  remarqué  en  général  dans 
l’article  4.'  ' * . 

Il  n’en  feroit  pas  de  niême  fi  on  smuloit  que  le  centre 
des  forces  R,  auquel  nous  rapportons  le  mouvement  du 
corps,  fut  lui- même 'en  mouvement.  Alors  pour  avoir  les 
coordonnées  rectangles  du  mouvement  abfolu  du 

corps,  il  faudroft  prendre  la  fomme  de  celles  de  ce  Centre 
rapporté  à un  point  fixe  dans  l’espace  de  celles  du  corps 
rapporté  à ce'  même  centré. 

'Ainfi 
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Ainfi  nommant  Y ^ Z les  coordonnées  pour  le  centre 

des  forces  Ry  Sc  repréfentant  comme  ci-deflTus  le  mouve- 
ment du  corps  autour  de  ce  centre  par  le  rayon  r,  6c  les 
deux  angles  4 on  auroit  dans  le  C9S  préfent 

x = X-4-rcof4cof»,^  = JK-Hrcof4finç,:{=Z-j-  /-fin  4; 

d’où  l’on  tire  <éx*  -t-  </y*  -+-  = d X'  d Y*  ’h  d Z* 

•t-  Z dXd.frcoC-^  coCpJ-i-  t dYd.frcoC'i-  fin  ^ J 

-f-  X dZ d . (r fin  4yl  -f*  r*  ( cof  4’  dp*  -t-  d 4*^  •+* 

De  forte  qu’il  faudra  ajouter  à la  valeur  de  T de  l’ar- 
ticle 17,  la  quantité 

dK' dX' dZ'  , dX  d .(  ) 

Tït'  . I? 


d Yd.{rcoC-i>'6af  ) dZ  d . ( r(in  ) 

H 1 7? 

laquelle  étant  défignée  par  T' y on  aura  donc  à ajouter  aux 
trois  équations  de  l’article  cité , ou  plus  généralement  à celles 
de  l’article  xiy  les  termes 


J tT'  IT'  J IT'  IT'  J tT  ^ 

'74">‘*‘  Id^  Ip  tdr  t-r  • 

A l’égard  de  la  valeur  de  f^y  elle  demeurera  la  même , 
pourvu  qu’on  continue  à prendre  le  centre  des  forces  R pour 
l’origine  commune  des  coordonnées  a^^hy  c des  autres 
centres. 


Or  en  regardant  le  mouvement  du  centre  comme  connu , 
fes  coordonnées  Xy  Y y Z doivent- être  confidérées  comme 

des  fonéHons  données  de  t,  Ainfi  la  partie ■ ~ 

N n 
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de  l’expreflîon  de  T'  fera  une  fimple  fon£kion  de  /,  & s’éva- 
nouira dans  la  différen dation  par<T.  Il  fufEra  donc  de  prendre 
pour  T les  autres  termes  ; & d’après  la  remarque  faite  dans 
l’article  7 de  la  Seélion  quatrième , on  trouvera  facilement 
que  les  termes  à ajouter  refpeûivement  aux  premiers 
membres  des  équations  (i),  (i),(3)  de  l’article  21  feront 

rfin  4 cof»-+--^x— rfin  ^fmç-*— ^xrcof4  , 
— rcof4  fin  xrcof^cof^. 


xcof4  cof  P -h  X cof  4 fin  • -h  x fin  4. 


Si  le  mouvement  du  centre  étoit  uniforme  & reéliligne , 

,^d'X  d'Y  ' d*Z 

on  auroit  alors  =0,  = q , = o ; & les 


dt' 


termes  précédens  s’évanoui roient  d’eux-mêmes.  Dans  tous 
les  autres  cas  ces  termes  rendront  les  équations  du  mou- 
vement du  corps  plus  compliquées  8c  plus  difficiles  à inté- 
grer; ic  comme  l’expreffion  de  T renfermera  toujours  le  tems 

r , i raifon  des  quantités  , l’intégrale  T-^V 

= confi,  n’aura  jamais  lieu. 

a 5.  Nous  avons  fuppofé  jufqu’ici  que  le  corps  étoit  en- 
tièrement libre.  S’il  étoit  contraint  de  fe  mouvoir  fur  une 
furface  courbe  donnée,  le  rayon  r ferait  alors  une  fonâion 
connue  de  ^ fie  4 , qui  contiendrait  auffi  t , dans  le  cas 
où  la  furfàce  elle-même  feroit  variabk  , ou  feulement  mo- 
bile fuivant  une  loi  donnée.  11  n’y  auroit  donc  qu’à  fubfti- 
tuer-  cette  valeur  de  r dans  les  expreffions  de  T fie  de  V ^ 
fie  faire  varier  enfuite  les  deux  variables  4 & ç;  on  auroit 
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ainfi  deux  équations  qui  ferviroient  à déterminer  le  mou- 
vement du  corps. 

Si  r efl  égale  à une  ccnftante  ou  à une  Hmple  fonéHon 
de  t fans  4 ni  f ; les  variations  de  cette  quantité  relatives 
à la  caraébérilHque  t feront  nulles , & l’on  aura  alors  fim- 
plement  les  équations  (i)  & (ij  de  l’article  iz,  dans  lef- 
quelles  il  faudra  fubftituer  à r fa  valeur  donnée. 

Ce  cas  renferme  en  général  la  théorie  des  pendules  de 
longueur  confiante  ou  variable.  Imaginons  en  effet  un  pen- 
dule flmple  dont  la  longueur  foit  r,  & qui  foit  fufpendu 
au  centre  des  rayons  r.  Suppofons  les  forces  R dirigées  vers 
ce  centre,  nulles;  & les  forces  Q parallèles,  en  éloignant 
leur  centre  à l’infini.  Prenons  enfin  pour  une-  plus  grande 
fimplicité , l’axe  des  ordonnées  vertical , & dirigé  de 
haut  en  bas , & les  forces  Q dans  la  même  direélion , on 
aura  a==o,^  = o,c=A=s>  00;  donc  q = . . . . 

y (le  — Z Arfin  4H-  = A — r fin  4 ; Scies  équations(i)  fie 

(z)  de  l’article  cité  deviendront 


d.  r*  cof4’  ip 
7? 


7? 


Qr  cof  4 = 0, 


L’angle  4 exprimera  l’inclinaifon  du  pendule  11  l’horilbn; 
fie  l’angle  p fera  celui  qu’il  décrit  en  tournant  autour  de  la 
verticale. 


' La  fécondé  équation  donne  d’abord 


r’  cof  4* 
dï 


= A •,  d’où 


df  A 

dt  r^cof'l'  ’ 


fie  cette  valeur  étant  fubflituée  dans  la  première , on  a 

Nn  1 


Digitized  by  Google 


a84  Méchanique  analitique. 


i.r^  J4' 


dt' 


^^^-<)rcof4  = o. 

Si  r & Ç font  conftans  comme  dans  les  pendules  ordinaires , 
Q dëfignant  la  force  de  la  gravité,  l’équation  précédente 
devient  intégrable  étant  multipliée  par</4;  & l’on  a alors 

— Çrfin4  = £i 

idt'  tr'cof4<  ^ » 

d’oil  l’on  tire 

f X 5 r*  cof>^‘^+-  r”Qr*  cof^^  finAf-  ) ^ 


te  enfuite 

• ^J± 

“ ^ cor4>  d (A'  Br'  cof4‘  -J-  i C'’’  cof4'  fin  4 ^ * 

Mais  ces  différentielles  en  4 ne  font  point  intégrables  à 
moins  de  fuppofer  que  les  variations  de  4 ne  foient  très- 
petites.  Cependant  on  peut  démontrer  par  un  raifonnement 
femblable  à celui  de  l’article  14 , que  la  valeur  de  4 peut 
être  conftante,  pourvu  qu’elle  rende  la  quantité  fous  le  figne 
nulle , ainll  que  fa  différentielle  ; c’eft  le  cas  où  le  pendule 
décrit  la  furface  d’un  cône  droit. 

Si  le  rayon  r eft  variable , comme  lorfqu’on  demande  le 
mouvement  d’un  poids  fufpendu  par  un  fil  qui  fe  raccourcit 
ou  s’allonge  fuivant  une  loi  donnée,  l’équation  n’eff;  plus 
intégrable  en  général;  mais  elle  le  feroit  dans  le  cas  ima- 
ginaire où  la  .force  Q feroit  réciproquement  proportionnelle 
au  cube  de  la  diftance  au  plan  horifontal  qui  paffe  par  le 

point  de  fufpenfion.  Car  faifant  Q = ^ multi- 

pliant toute  l’équation  par  >*</4,  on  auroit  l’intégrale 
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(r'd^Y  A-  K g. 

dt*  cofij/*  lin4'*  ’ 

d’où  l’on  tireroic  dty  ic  enfulte  dp  en  foncHons  différen- 
cielles  de  4. 

En  général  fi  on  repréfente  par  i = o , la  furface  fur 
laquelle  le  corps  doit  fe  mouvoir,  L étant  une  fonéüon 
donnée  de  r,  4,  ^ ^ > il  n’y  aura  qu’à  regarder  cette  équa- 

tion comme  une  équation  de  condition , qui  doit  avoir  lieu 
entre  les  variables  r,  4,  ^ & ajouter  par  conféquent  aux 
premiers  membres  des  équations  (i),  (i),  (3)  de  l’article 

les  termes  ^ a j a étant  une  quantité 

indéterminée,  qu’il  faudra  éliminer,  enforte  qu’il  ne  ref- 
tera  que  deux  équations,  qui  combinées  avec  l’équation 
Z = b , ferviront  à déterminer  complf ttement  la  courbe  , 
& le  mouvement  du  corps. 

Mais  fi  la  courbe  même,  dans  laquelle  le  corps  doit  fe 
mouvoir  étoit  donnée , on  auroit  alors  deux  équatllins , 
Z = o&  Adf=o;&  il  faudroit  ! ajouter  . refpeélivemeni 
aux  premiers  membres  des  équations  différentielles , (i), 

i\/\i  Â L - 4i  -Af  ti  ^ d AI 

(z),  (3),  les  termes  x — + ^ ^ ^ ^ 

A , les  deux  quotités  a 8c  éçant  indéter- 

minées, 8c  devant  enfuite  être  éliminées. 

Lorfque  Z 8c  M ne  contiennent  point  r , on  aura  fur  le 
'champ  l’intégrale  T -4- = conft , qui  eft  en  même  tems 
■délivrée  de  a & ;*  ; 'mais  cette  intégrale  n’aura  point  lien 
lorfque  le  tems  t entrera -dans  les  équations  de  la  furface 
ou  courbé  donnée..  . • 
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De  cette  maniéré  on  trouvera  très-facilement  les  équa- 
tions pour  le  mouvement  d’un  corps  dans  un  tube  mobile 
félon  une  loi  quelconque,  problème  dont  la  folution  par 
les  méthodes  ordinaires  eft  aflez  compliquée. 


$.  III. 


Du  mouvement  de  plufieurs  corps  qui  agiffeni  les  uns  fur  Us 
■-  autres  y foit  pur  des  forces  d'attraclion  ,-foit  en  fe  tenant  par 
_des  fils  ou  par  des  leviers.. 


27.  Nous  nommerons. m,  m\  m'\  &c,  les  mafles  des 
’difFérens  corps  du  fyftème,  regardés  comme  des  points, 
les  coordonnées  reélangles  du  corps /n,x',y, 
celles  du  'corps  wz'*,  & ainfi  de  fuite,  ces  coordonnées 
étant  toutes  rapportées  aux  mêmes  axes  fixes  dans  l’efpace; 
& pour  mieux  fixer  les. idées  , nous  fuppoferons  toujours 
les  jpes  des  y horifoncaux , & les  axes  des  ^ verti- 
caux & dirigés  de  haut  en  bas.  Nous  employerons  d'abord 
ces  coordonnées  dans  les  formules  générales,  mais  nous  les 
transformerons  enfuite  en  d’autres  plus  appropriées  à la 
hature  des  fyftêmes  propofés. 

■ Ôn  aura  donc  en  général  ' 


T = m 


dx'-i-  dy'  t* 

TIF' 


m 


</y* -t- J?'* 

xdt' 


Slc. 


Nous  nommerons  de  plus  .P,  Ç,  &Q,  les  forces  accélé- 
ratrices avec  lefquelles  chac^.  poit)(  de  la  mafle  w tend  vers 
des  centres  donnés  fixes  ou  nott,  en  prenant,  fi  l’on  veut, 
la  force  accélératrice  de  la  gravité  pour  l’unité  ÿ âc  nous 
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fuppoferons  ces  forces  proportionnelles  à des  fon(fllons  quel- 
conques des  diftances  refpeÆves /,  y,  y,  &c,  du  corps  m 
à ces  centres.  Les  mêmes  lettres  marquées  d’un  trait  rcpré- 
fenteront  des  quantités  analogues  relativement  au  corps  , 
& ainli  de  fuite. 

On  aura  ainli, 

V^m  f(P  d /M-Ç  d ( f^d^-\r  Q d^-h&c^-+-&C. 

Et  fi  les  corps  font  animés  par  une  force  verticale  & conf- 
iante telle  que  celle  de  la  gravité,  alors  P,  P\  &c, 
feront  = »,  dj/y  &c  , deviendront  — — d^'y  &c,  ü 

caufe  que  les  ^ diminuent  en  montant.  Conféquemment  on 
aura  dans  ce  cas , 

y — — f m'  ^'-4-  &c^. 

Quant  aux  attrapions  mutuelles,  il  eft  clair  que  fi  R 
exprime  l’atcraPion  abfolue  ou  la  force  accélératrice  avec 
laquelle  chaque  point  de  la  malle  m eft  tiré  par  chaque  point 
de  la  malTe  né,  la  force  totale  avec  laquelle  chaque  point 
de  m tend  vers  le  corps  ou  centre  wl  fera  exprimée  par 
ni  R.  Ainfi  nommant  r la  diftance  entre  ces  deux  corps , 
on  aura  m m'J'Rdr  pour  le  terme  dû  à cette  attraPion  dans 
la  valeur  de  & ainfi  des  autres. 

Enfin  fi  après  avoi^ntroduit  dans  les  fohPions  T &C  V 
de  nouvelles  variables  ^ , 4 , &c , chacune  d'elles  ell  indé- 
pendante de  toutes  les  autres  'y  on  aura , • relativement  à 
ces  difi^érentes  variables  , des  équations  de  la  forme 

d . -îrrr r: rr-  = ° ; mais  fi  ces  variables  doivent 

encore  être  aflujecties  aux  évadons  2.»  o,M  o,  &c  ; alors 
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chaque  variable  | donnera  pour  le  mouvement  du  corps  l'équa- 
tion différentielle,  . 


d. 


iT  j-T  ty 

tdi  n 


tL 


ti 


tt 


4-&C 


O . 


les  quantités  &c  , étant  indéterminées,  & devant  être 
éliminées. 

Et  l’on  fe  fouviendra  que  fi  les  fonéUons  7’,  &c , 

ne  renferment  point  le  tems  r , on  aura  toujours  l’intégrale 
r -4-  /^  = conft , laquelle  renferme  le  principe  des  forces 
vives  ; mais  que  cette  intégrale  ceflèra  d’avoir  lieu , fi  la 
variable  finie  t entre  dans  l’une  des  fonélions  dont  il 
s’agit. 

2 g.  Cela  pofé,  confidérons  d’abord  deux  corps  m ic  ni 
qui  s’attirent  mutuellement  avec  une  force  abfolue  i?,  & 
fuppofons  qu’on  ne  demande  que  le  mouvement  du  corps  ni 
autour  du  corps  m.  Nommant  »,  Ç les  coordonnées  rec- 
tangles du  corps  ni  par  rapport  au  corps  m pris  pour  centre, 
ces  coordonnées  étant  rapportées  à des  axes  parallèles  i ceux 
des  Xy  y y ç,  & paffant  par  le  corps  w ; on  aura  x'=x-4-f , 

Donc, 

1»,  On  aura  T ^ (m-»r  m')  + Jy 

' xdl' 

idt'  "f'W 

" 1°.  On  aura  mjri fRdty  en  faifant 

r=V( (xi—  x/-i-  (y-y/-(.  (:(-i)'J  = H-  »*  H-  Cj- 

Maintenant  comme  les  variables  Xy  yy\y  font  indépen- 
dantes entr’elles  & des  autres  f,  »,  f;  chacune  de  ces  va- 
riables 
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riables  fournira  une  équation  ; & ces  équations  feront 
-h  m'J  -h  m — =o, 
fm-hrnj -h  m _ = o. 


41-  =°i 


d’où  l’on  tire , en  intégrant , 


dx  

m‘ 

f ü 

Jt 

m ^ m* 

\ dt 

Jz.  

m* 

C -ii- 

d t 

m 

V dt 

dx  

m' 

(IL 

dt  ~~~ 

m m' 

V dt 

Ces  valeurs  étant  fubltituées  dans  l’exprelHon  générale 
de  T J elle  deviendra 


r = 


m -H  /»* 


— rj7 *" 


ainfi  T Sc  F'  ne  contiennent  plus  que  les  variables  Ç , » , f 
de  l’orbite  de  m'  autour  de  m. 

Si  donc  on  nomme  r le  rayon  vefteur  de  cette  orbite , 4 
l’inclinaifon  de  ce  rayon  fur  le  plan  des  | & ÿ l’angle 

de  fa  projeâion  fur  ce  plan  avec  l’axe  des  I , on  aura , comme 
on  l’a  déjà  vu, 

Ç = rcof4cofe,»*=rcof4fin^,  f = rfin4; 

2c  de  li  {*•+•  </»’-+«  d î*  ^ r*  ^ cof4* 


Aind  faifant  T *=* 


mm' 

m-hm' 


X 


f 


( j'omets  la  conlbnte , parce  quelle difparoit  dans  les diffé- 

Oo 


» 
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renciations)  & V =mm'fRdry  les  variations  de  f 

donneront,  après  avoir  divifé  tous  les  termes  par  . 

r*  (înA^  cof'4' * 

7?  d~'  =*  O » 

r’  cof%î^*^  P ^ 


r(  +^4'*) 

“ de' 


"4”  ( ^ J R = O y 


équations  qu’on  voit  être  femblables  à celles  que  nous  avons 
déjà  trouvées  & réfolues  pour  ^le  mouvement  d’un  corps 
attiré  vers  un  centre  fixe  (art.  17);  de  forte  que  le  mou- 
vement fera  le  même  dans  les  deux  cas,  en  fuppofant  la 
force  dirigée  au  centre  fixe,  exprimée  par  (m 

1^.  Suppofons  enfuite  trois  corps  m',  m'  qui  s’atti- 
rent mutuellement;  favoir  m 6c  m'  par  la  force  accéléra- 
trice R,  m & m"  par  la  force  R',  6c  m'  6c  m'  par  la  force 
R!' \ & qu’on  ne  demande  que  le  mouvement  relatif  de 
ces  corp's. 

, Confervant  les  dénominations  de  l’article  précédent  rela- 
tives aux  corps  m 6c  ot',  foit  de  plus,  pour  le  corps 
1 1 K'  les  coordonnées  reélangles  rapportées  au  corps  m 

comme  au  centre;  on  aura  jc"  = x-i-  y"  — y l' t 

f = î4-r. 

Donc  i^.T  = (m  ^ m' 

-t-m  \-m  , , 2_ 


dt‘ 


m" 


di‘'-hd,'^+d'’' 

l dt* 
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a®.  V^m  m'fR  dr-^m  m"fR!  dr -h  m' m'^/R”  d r"  , 

en  faifant  r = + 

SC /'=yr  ((i>  - e/  -H  r*'  - ./  H-  rr  - î;*;- 

Puifque  les  variables  x,  y,  ; font  indépendantes,  tant 
encr’elles  que  des  autres  variables , leurs  variations  fotirni- 
xoQt  d’abord  des  équations  de  cette  forme, 

</**  . . , d'i  , _,/  (M'  _ O 


(m  rr^')  •+■  ni  -+- 


m 


m 


dt' 

,// 


dt'  "■  dt' 

(m -h  m'-i-  m")  -t-  tn!  /v"  = o 

' ' dt'  dt'  <f*  , 

d’où  l’on  tire,  en  intégrant 

-t-a)  •.  (m-^nl-^nl') 

: ( m m'  m" ) 

i ( m m'  m"). 

Ces  valeurs  étant  fubllituées  dans  l’exprefllon  générale  de 
r,  la  réduiront  à celle-ci , 


h-  (m' 

d t 

dV, 

dt 

di  , _// 

dn* 

dt  K'" 

dt 

Jj-  = — Cm’ 

1 m” 

dÇ 

Tt 

J 1 

dt 

dt 

n ni*  -f*  m'* 

- X 5-; ^ 

X dt^ 

m’m" 

m H-  m" 

dt' 

m"  ('m  -f-  m') 

di'>-hd,''-t-dc' 

■ m + m'-t-m'' 

X dt* 



(^) 


O 0 a 
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laquelle  ne  contient  plus  que  les  variables  Ç’,  Z,?' 

qui  entrent  dans  la  fon£lion  Sc  qui  expriment  les  mou- 
vemens  relatifs  de  m'  & m"  autour  de  m. 

Comme  ces  lix  variables  font  indépendantes  entr’elles  , 
on  pourroit  d’abord  en  les  faifant  varier  féparément,  avoir 
lîx  équations  différentielles  entre  ces  variables;  on  pourroit 
aufli  réduire  l’expreffion  T en  fonélion  des  rayons  veéfeurs 
r,  / Sc  des  angles  4,  »,  & 4',  »'  par  les  fubllitutions  de 
f = r cof  4 cof  »,  Il  = r cof4  fin  ç,  f = rfin  4 , =r  cof4^ 
cof  »'  &c  ; l’on  auroit  alors  des  équations  entre  ces  nou- 
velles variables. 

Mais  il  eft  facile  de  prévoir  que  ces  équations  ne  fe  pré- 
fenteroiept  pas  fous  la  forme  la  plus  fimple , du  moins  pour 
les  termes  différentiels,  à caufe  du  mélange  des  variables 
dans  l’cxpreflion  de  T.  Pour  féparer  ces  variables , je  don- 
nerai à T cette  forme, 

Ji  mm' 

m -f-  m'  ^ i d 

, d d fi' d y' 

. t i»  ' ^ 

m-t-rn  -i-m  \di' 


en  faifant 


r- 


m^m' 


Ainfien  fubftituantdans  r te  t"\  la  place  de^',  /,  Ç*  leurs 
valeurs 


f > H 


m-i-'m' 


*,  > 4- 


r. 
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on  aura  T Sc  V ex|.rjmées  en  fon£Hons  de  | , » , r,  « , j8 , , ; 

& ces  variables  étant  auflî  indépendantes  entr’elles , four- 
niront autant  d’équations  dilFérentielles. 

Introduirons  maintenant  au  lieu  de  f , ,,  ç le  rayon  r & 
les  angles  4 & p,  félon  les  formules  données  ci-delTus,  la 

^ ■ «le  la  valeur  de  T deviendra 

^ ( ofg.  )-hdr^  ^ ^ 

nira  des  termes  dans  les  équations  dépendantes  des  variations 
der, ■>/.&?.  Regardant  donc  auflî  ic  r"  comme  fondtions  de 
ces  memes  variables , on  aura  d’abord  ces  trois  équations , 

• 

«H-m-  H jj: ) ~ -h  m'm'  R"  — ^ o 


mm*  ^ d.r'coC^'^J^ 


'm^m* 


do 


R"  4^  = o 


771  ■*+“  *« 


m<  (n?  7? J-t-mm  R-hmm  R 


Et  pour  avoir  les  valeurs  de  f/',  S r^'  en  7-J,,  7r,  il 

n’y  a qu’à  confidérer  que  r' //==  |' ç' /f' 

- e;  (n'  -nj-^  (»'  - *;  ('c-çj 

i ^ qu’en  faifant  abftradbiou  de  la  variation  de 


ft, 


^ ~ m^m'  forte  que  l’on  aura  r'  tr'c=i — - — _ 

» 
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Or  en  fubftituant  pour  ?,»,?■  leurs  valeurs,  6c  mettant  . 
auflî  des  valeurs  femblables  à la  place  de  Ç',  c’eft-à- 

dire , en  repréfentant  pareillement  le  mouvement  du  corps 
to"  autour  de  m par  le  rayon  vecteur  & par  les  angles 
'l/  & on  trouve 

J' f if » H-  ^ /'J  = i'4  •+*  ® ^ ^ -4-  n ^ r , 

en  fuppofant  pour  abréger  ' 

4 = r/^fin4'  cof  4 — cof  4'  fin  4 cof  — p)) 

• = /•  / cof  4 cof  (ixi(p'  — p) 

n ==  /|^fin4'  fin  4 H-  cof  4'  cof  4 cof 
* 

de  forte  qu’on  aura 

^ t 'f'  / 4^  «T  ^ ^ Tl 

jfi  •+•  m'  r' 


^r"  = — 


+ <f4-t-"4  n — r)  /f 


m -4-  m' 


Ainfi  les  équations  précédentes  deviendront  en  les  divi- 

c mm' 

tant  par . 

* m -f*  m > 

r*  fin  4- 1/ / R'  R"  \ 

C-? ?r)^  = o. 


dt 

dm  r*  dp 


dt* 


d*r 

TF" 


:of4.‘  dp  ^ f,  / R*  R'*  \ ^ 


rrcof4*rf^* 


dt' 


. If  r / R'  R"  \ rR"  -1 

ih —)  n-f.— J-O. 

lefquelles  ont,  pour  les  termes  différentiels,  la  même  forme 
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que  celles  du  mouvement  d’un  corps  .ittinl  vers  un  centre 
fixe. 

On  peut  trouver  de  la  même  maniéré  trois  équations  fem- 
blables  pour  le  mouvement  du  corps  w"  autour  de  /w;  & 
même  comme  dans  les  expreffions  de  7’  & de  T',  les  quan- 
tités relatives  aux  corps  ni  & ni'  font  permutables  entr’elles , 
il  fufiira  de  changer  da*s  les  équations  précédentes,  les 
quantités  r,  4,  & /n'  en  r',  4',  K'  Sc  ni\ 

réciproquement  celles-ci  en  celles-là  ; la  quantité  r'  demeu- 
rant la  même,  puifqu’elle  appartient  également  aux  deux 
corps  dont  elle  exprime  la  diftance. 

S’il  y avoir  plus  de  trois  corps  qui  s’âttiraflènt  mutuelle- 
ment, on  réfoudroit  toujours  le  problème  de  la  meme  maniéré, 
& l’on  trouverait  des  équations  femblables  aux  précédentes  , 
mais  augmentées  des  termes  dus  aux  attraélions  de  tous  les 
autres  corps. 

En  faifânt  dans  ces  équations /î  « . 
R"  , &c,  on  a le  cas  du  mouvèment  des  Planètes, 

en  tant  qu’elles  s’attirent  mutuellement,  & font  attirées  par 
le  Soleil,  Et  fi  on  prend  m pour  la  Terre,  ni  pour  la  Lune, 
& m"  pour  le  Soleil,  ks  trois  équations  trouvées  ci-deflüs 
deviendront  celles  du  problème  connu  fous  le  nom  de  Pro- 
blème des  trois  corps , &:  dont  les  Géomètres  fc  font  tant 
occupés  dans  ces  derniers  tems.  La  circonftance  des  Orbites 
de  la  Lune  & du  Soleil  prefque  circulaires,  le^rend  fufcep- 
tible  d’être  réfolu  par  approximation  , Si  l’on  peut  voir  dans 
les  ouvrages  où  l’on  en  traite , les  artifices  qü’ûn  a imaginés 
pour  rendre  l’approximation  aulfi  exaéle  qu’il  eft  pôfiible. 


0.^6  MicHANIQUE  ANALITIQUE. 

^ O.  Imaginons  maintenant  c|ue  les  trois  corps  m , tn^tn  , 
au  lieu  de  s’attirer  entr’eux , foient  pefans  & unis  par  un  fil 
inextenfible  ; de  maniéré  que  m!  & m!'  foient  attachés  aux 
deux  bouts  du  fil , & que  m le  foit  dans  un  point  quel- 
conque intermédiaire;  & qu’ai nfi  les  dillances  entre  & ot'» 
& entre  m âc  m"y  demeurent  nécelTai rement  invariables. 


En  faifant  x'  -=  x -h  -+-J' , î'=  ? H-  ? & 

- _ y J ^ -4-  Ç',  on  trouvera  pour  T la  même  ex- 

preflion  (u)  de  l’article  précédent.  Et  la  valeur  de  F fera 
comme  dans  l’article  17 , en  exprimant  par  » la  force  accé- 
lératrice de  la  gravité 


F=  ^ -n  (m-^  rrt  m" ) ^ Ç — ■nm" 

Comme  la  feule  condition  du  problème  confifte  dans  l’in- 
variabilité des  diftances  entre  & wj',  & entre  m & m'\  ÔC 
que  ces  diftances  ne  dépendent  que  des  variables  s,  », 

/,  l^',  il  eft  clair  que  les  variables  x,  y,  ^ font  indépen- 
dantes entr’elles  6c  de  toutes  les  autres;  par  conféquent  en 
les  faifant  varier  féparément,  on  aura  d’adord  trois  équa- 
tions qui  feront  les  mêmes  que  les  équations  f^)  de  l’article 
précédent , fi  ce  n’eft  que  la  troifieme  contiendra  de  plus 
les  termes  conftans  — » H- De-la  on  tirera  pour 
Jî-  les  mêmes  expreffions  que  dans  l’endroit 

dt  t it  ^ dt  y ^ ^ 

dont  il  s’agit,  en  mettant  i la  place  de  c la  quantité 

c m m"  ) t.  Donc  on  aura  aufli  pour  T la  même 

transformée  ( c ) , en  ayant  foin  d’y  diminuer  la  quantité  c 
de  ^ n — /V  -4-  rn  ^ t. 

Préfentement  fi  on  faitf  = r cof4  cof  v,  » = r cof4fin  v , 
= r fin  4 , & de  même  / cof  4'  cof  »',»'=  / cof4'  fin  , 

Ç'== 
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Ç'  = r'  fin  4',  il  eft  clair  que  les  rayons  ve£keurs  r &c  r'  des 
orbites  de  m'  & m^'  autour  de  /w,  c’eft-à-dire,  leurs  dillances  ' 
de  nZy  devront  être  conftans  par  la  nature  du  problème  ; ainli 
en  faifant  ces  fubftitutions,  il  n’y  aura  que  quatre  variables  , 
■+>4',  fi  f'i  qui  étant  d'ailleurs  indépendantes  , fourniront 
auffi  quatre  équations. 

3 I . Comme  la  recherche  de  ces  équations  n’a  point  de 
difficulté , ne  demandant  qu’un  calcul  purement  méchanique  ; 
bornons-nous  au  cas  où  les  trois  corps  fe  meuvent  dans  un. 
même  plan  horifontal , lequel  a l’avantage  d'admettre  une 
folution  complette. 

■ On  fera  donc  dans  ce  cas  nuis  ; par  conféquent 


auffi 

Sc  K*  nuis.  Ainfi  on  aura  = 0 , & 

T— 

m*  m”  didi'~i~dnd/ 

^ xdi^  . 

' dt* 

mXm 

-f- 

m-t-m' -hm”  ^ idt' 

^ Z ( m~^m‘ ~^m”  ) * 

Soit  ^ — r cof  fi  , = r fin 

f , & f ' =a  / cof  fi  h'  = / fin  , 

puifque  4 & 4'  ^ont  nulsj  la  valeur  de  T deviendra  > à caufe 
de  dr  Sa  dd  nuis  , 

rp  + ) r' m'm"  rr*  co^(  f’—f  )df' if 

~~~  m-j-m'-i-m"  ^ lit'’  m-f-m'-t-m''  ^ dt' 


^ m"Cm-h  m'J  r''df"  a' -t-t'  ' 

m-i-tii' -i-m"  ^ ijt*  i ( m -i- m' -h  m" ) * 

Et  elle  donnera  fur  le  champ , à raifon  des  variations  de  f 
& de  ÿ' , ces  deux  équations  différentielles , d’où  dépend  la 
folution  du  problème  ' . 

Pp 


Digitized  by  Google^ 


ap8  Méchanique  analitique. 

)r  — m m rr'Q ;=»o, 

m(m-^mjr  mm  rr'^^ 1 ^=>0. 

Il  eft  vifible  que  la  fomme  de  ces  deux  équations  eft  in- 
tégrable, & que  fon  intégrale  eft 


j;./ Z'—  . _// 1 .»  „ cofC^'  — 

m m m J t •“  m m r r x 

< 

-4-  m"  ( m-\-  m' ) /*  — conft. 


D’ailleurs  puifque  T ne  renferme  point  r,  & que  K—o^ 
on  aura  l’intégrale  T — conft;  de  forte  que  par  ces  deux 
intégrales  le  problème  eft  déjà  réduit  aux  premières  diffé- 
rences. 

Mais  comme  les  indéterminées  font  encore  mêlées  en- 
tr’elles , pour  les  féparer , on  fera  = j ? = 

favoir , f'  = ■ & p = j les  deux  intégrales  de- 

viendront par  ces  fubftitutions , 


m!  (m-^  m")  r'  (ds  — du)-^m" (m-^ m')  (d s -\-du) 

— i.m'  m"  r r'  cof  u d s t=  A dt  ^ 

m'  ( m-^m")  r*  (ds  — du)'~^m"  ( m-^m')d*  (is  ->r  duY 

— 1 m!  m"  r d coi  U (ds'^  — du*  ) ~ Bdd  y 

A &lB  étant  deux  conftantes  arbitraires. 

Soit  pour  abréger 

M — ml'  m')  d* ml  (m-k-  m")  r* , 

N = m"  (m  vi')  d*  — m'  (m-+-  m")  d , 
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on  aura 


app 


(M  — 1 m' m'*  rr^  colu)  is  N du  = A dt^ 

(M.  — 2 m' nf' r d co( u) d s* m" r d co£u) du* 
•^iNdsdu=sBdd. 


La  première  donne  ds  = & cette  va- 

leur  étant  fubftituée  dans  la  fécondé , on  aura 
(Adt-~~Ndu)*-^(M*  — 4ot'*  ni'*  t*  d*  co(u*)du' 

(Adt  — Ndu)du=^  B (M —Z  m' m"  r d co(  u)  d t*  y 
favoir,  en  réduifant 

(M*-N*-^m'*m"*r*d*  co£  id)d  u*=(BM — jC-7m' m" rdco£u)dt*\ 
d’où  l’on  tire 


dt 


= du  v/c 


M»  — N*  — 4 r»  cofa* 

Bitf—  A'  — xm*  m"  rr’  coCa 


& mettant  cette  valeur  de  dr  dans  l’expreflîon  précédente 
de  d s on  aura  aulli  ds  exprimée  en  u Sc  du. 

Ainfi  le  problème  eft  réfolu,  ou  du  moins  ne  dépend 
plus  que  de  l’intégration  ou  conllruéUon  de  difFérentielles 
à une  feule  variable. 

32.  Si  le  corps  m du  milieu  pouvoit  couler  le  long  du 
fil , on  auroit  toujours  la  meme  exprellion  de  T que  dans  la 
formule  (c)  de  l’article  29;  mais  dans  les  fubfiitutions  de 
r cof  4 cof  fyd  cof  4'  cof  p'y  r cof  4 fin  ^ , &c , à la  place 
de,  I,  I',  »,  &c,  les  rayons  r ic  d qui  expriment  les  dif- 
tances  des  corps  m'  6c  ni'  au  corps  m,  ne  feroient  plus  tous 
deux  conftans,  mais  feulement  leur  fomme  r -f-  / qui  eft 
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égale  à la  longueur  du  fil  par  lequel  les  deux  corps  m'  & m" 
font  joints.  Ainfi  nommant  a cette  longueur , on  auroic 

/ û r , & il  y auroit  après  les  fubftitufions  cinq  variables 

indépendantes,  r,  4,  P,  4',?',  donc  chacune  fourniroit  une 
équation  différentielle , d’après  la  formule  générale. 

•33.  Mais  fi  oh  fuppofoit  le  corps  m fixement  arrêté , 
enforte  que  le  fil  qui  joint  les  deux  corps  m'  fie  m"  dût  paffer 
par  une  efpece  d’anneau  fixe  dans  l’cfpace;  en  prenant,  pour 
plus  de  fimplicité,  ce  point  pour  l’origine  des  coordonnées, 
on  feroit  dans  les  formules  précédentes,  x,  nuis-,  fie 

l’expreffion  (n)  T devleodroit 


r= 


m 


dV- 


■dV 


1 dt* 


m 


X dt' 


laquelle , par  les  fubftitutions  précédentes , fe  changeroit  en 
celle-ci. 

71-3  flj'  (c-r)'(coCV'd9''+d.ir'')+dr'  ^ 

Pour  la  valeur  de  on  auroic,  comme  dans  1 article  30-, 
en  fuppofant  les  corps  pefans , ) x 

ou  bien 

— » mV  fin  4 — n m" (cl  — fin 4^ 

Et  l’on  auroit  de  nouveau  cinq  équations  pour  les  cinq 
variables,  r,  4,  4^  ^ A favoir , 

m' ^ jT: 

— • w ni'  fin  4 H-  fin  4^  = * 

. t .f.(rV4)-Hr-cof4  _„;-Cof4saO  - ' 
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rf.  («  — — ' i r .1 

■ h-’Tfa— rj  col  i =0, 


</.  (r‘ cof -vl»*  ) 

7? 


O » 


</.  f a — r)* 

^ 57^^  ■ ■ ' ^ 


Les  deux  dernieres  font  intiégf^ljles,' & donnent  d’abord 


dp 

dt 


dp 


..U  . BV. 


-r'cofi}'*  * rdt,  r ^.a  — rj*  cofi}-'*  ) ^ . j\.. 

valeurs  qui  étant  fublUtuées  dans  la  fécondé  6c  la  troifieme 
les  transforment  en  celles-ci , ^ ' . 


d*  r* 

d.{a^rYd’\.* 

dt* 


A*  fin 
f*  Cof-4'* 


• » r cof  4 


(a-./cori'i  ■ "t  . 

dont  l’intégration  n’efl:  gueres  poflible'  en  général. 

Elle  le  devicndroit  fi  on'  faifoit  abftraéWon  de  la  pefan- 
teur  des  corps;  en  fuppofant  w ==  o;  alors  les  équations 
étant  multipliées , la  première  par  r*  d 4'i  & la  fécondé  par 
(a  — r)d4'y  on  auroit  les  intégrales  ‘ 

B' 


r*d4'  A'  _ 

dt*  cof4* 

d’où  l’on  tire 

dt  d-i/ 


^ 


<0l  'vj. 


dr 


dy  ' 


on  a d’ailleurs  l’intégrale  T -h  y = conft , laquelle  à caufe 
de  y = O,  devient,  après  la  fubftitution  des  valeurs  pré- 
cédentes de  dp  y dp' y d■^y^d■^'y  .!  I • 

/ / ^*  dr*\  )i  / D*  dr*  \ 

”*  ( (â-r)~  > 
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&C  par  conféquent 

drt’im'-hm") 

m' C*  m"V^ 

~ (‘'  — '■J* 

' Cette  valeur  de  dt  ^tant  ènfuice  fubftituée  dans  les  quatre 
intégrales  précédentes , on  aura  des  équations  féparées , par 
lefquelles  on  pourra,  au  moyen  des  quadratures,  déterminer 
^ > 4,  4f»  Pi  f. 

Au  refte , fi  le  même  corps  m du  milieu , au-lieu  d’être 
fixement  arrêté , comme  nous  venons  de  le  fuppofer , pou- 
voir gliffer  librement  fur  une  furface , ou  fur  une  ligne 
donnée  , alors  les  coordonnées*,^  ,ï  ne  feroient  pas  nulles  , 
mais  l’une  d’entr’elles  feroit  une  fonclion  donnée  des  deux 
autres , ou-  deux  de  ces  coordonnées  feroient  données  en 
fonéHons  de  la  troifieme;  & il  n’y  auroit  qu’à  faire  ces 
fubftitutions  dans  les  mêmes  exprellions  de  T & de  en 
ayant  enfuitc  égard  à la  variabilité  de  ces  coordonnées. 

3 4-  Si  le  fil  étant  fixement  arrêté  par  une  de  fes  exrré- 
• mités , eft  chargé  de  deux  corps  pefants  m Sc  m' , dont  le 
premier  foit  le  plus  proche  du  point  fixe , on  fera  d’abord 
x'  — X ,y  z=y  -t-  » , ç -H Ç",  & les  expreflions  de  T 
&C  de  y deviendront 

» y X dt*  '*  • dr 


r = — ^ ( m-t- m' ) î — » m'C; 


Enfuite  nommant  r la  portion  du  fil  interceptée  entre  le 
point  fixe  & le  corps  m,  & /^  la  portion  interceptée 
entre  ce  corps  & le  fuivant  m',  on  fera  x = r cof  4 cof  p , 
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r cof  4 fin  p , \-=  r fin  4 , ?=  / cof 4'  cof /,  « = r'  cof4'fin 
Ç-  = r'  fin  4',  & regardant  r & /'  comme  confiantes , on  trou- 
vera quatre  équations  pour  les  quatre  variables  4>  4^ 

Mais  ces  équations^  ne  font  pas  intégrables  en  général,  & 
il  n’y  a que  le  cas  où  les  corps  fe  meuvent  fur  un  plan 
horizontal  qui  foit  fufceptible  d’une  folution  complette.  On 
fera  dans  ce  cas  4 & 4^  nuis , ce  qui  donnera  o,  .& 


T=(m  + M' ) 


r^dp' 
X dt^ 


■77Z 


rr'cof{(p' — 


-4-Z71' 


vdO  , 


Cette  expreflion  de  T efi,  comme  l’on  voit,  de  la  même 
forme  que  celle  de  l’article  3 1 ; elle  fournira  donc  des  équa- 
tions fcmblables,  aux  cocfficiens  près,  & qui  s’intégreront 
par  conféquent  de  la  même  maniéré. 

On  trouvera  par  un  procédé  femblable , les  équations  du 
mouvement  d’un  fil  chargé  de  tant  de  corps  qu’on  voudra  ; 
mais  la  difficulté  confifiera  dans  leur  intégration;  & je  ne 
connois  qu’un  feul  cas  où  elle  puifle  réuffir  en  général;  c’eft 
celui  où  l’on  fuppofe  que  les  corps  s’éloignent  très-peu  de  la 
verticale;  car  comme  la  pofition  verticale  du  fil  efi  celle 
de  fon  équilibre , ce  cas  fera  fufceptible  de  la  méthode  gé- 
nérale donnée  dans  le  Paragraphe  premier  de  la  Seétion 

préfente.  . 

» 

3 5*  Lorfque  les  corps  s’éloignent  peu  de  la  verticale,  qui 
efi  l’axe  des  les  coordonnées  y , &c,  font  très- 

petites  ; c’efi  pourquoi  il  conviendra  de  conferver  ces  coor- 
données dans.le  calcul.  Nommant  donc  r,  r',  r",  &c,  les 
portions  du  fil  interceptées  entre  le  point  fixe  & le  pre- 
mier corps  m , entre  ce  corps  & le  fuivant  m',  entre  celui- 
ci  & le  corps  m",  & ainfi  de  fuite,  on  aura  (x'-hy’-i- 
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= K"  rr^'  - -t-  ry  -jy/  Ck'  - , &c  , doù  mn 

tire  ^ = fr^  — x*  — ^V>  K = 

— (y  —y y ) , &c  ; c eft-à-dire , à caufe  de  la  pecicede  de 

X , xV  &c , y , y &c , ' , 

j = r-  , Kc; 

ainlî  les  valeurs  de  ■(,  &c,  feront 

, ' \ 


. J *'+y‘  yj* 

— r-t-r 


^=rH-y-l-r : , 

&c.  ' 

On  les  fubflicuera  donc  dans  les  expreflîons  générales  de 
T &cV  àe  l’article  17,  enfaifant  r,  y,  r"  &Cc,  conftantes,  & 
rejettant  les  termes  ou  les  variables  x,y,  x',  y',  &c , mon- 
teroient  au-delii  de  la  fécondé  dimenllon,  on  aura 


rr dx'+ay'  ^./dx'^+dy" 

J , 7T1  J 


„ dx'"-^dy" 


&C, 


xdi'  xdt' 

- »(^«4-m'-+.m"-H&c^r-»l^/n'-4-/n''4-&c^r'-7r^/n''-4-&c^/'-&c, 

On  volt  que  dans  ces  expreflions  les  variables  x , x',  x",  &c, 
font  féparées  des  variables y,  y',  &c,  & que  les  unes 
& les  autres  y entrent  de  la  même  maniéré  ; d’où  l’on  peut 

d’abord 
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d’abord  conclure  que  l’on  aura  deux  fyftcmes  d’équations 
difFéreptielles , indépendans  6c  femblab'les  entr’eux , l’un  entre 
X ^ x',  x",  6cc , 6c  l’autre  entre  ’y  , y' y y" y 6cc  ; de  forte  qu’il 
fuffira  de  confidérer  un  feul  de  ces  fyftêmes  ; 6c  même  on 
pourra  s’en  difpenfer  , car  on  aura  immédiatement  pour  les 
valeurs  finies  de  x , x',  x",  6cc , des  exprefli<^  telles  que 
celles  de  4,  &c,  données  dans  l’article  10,  6c  les 

valeurs  de  yty\y",  8cc, -feront  aulTi  delà  même  forme, 
6c  ne  différeront  que  par  les  confiantes  arbitraires. 

L’expreflion  de  ^dans  laquelle  la  partie  variable  efl  com- 
pofée  de  carrés  tous  pofitifs  , fait  voir  d’abord  que  les  va- 
leurs de  X,  x',  x",6cc  , 6c  de  y' y y" y 6cc,  ne  fauroient 

contenir  des  arcs  de  cercle  , mais  feulement  des  finus  6c 
cofinus  réels , enforte  que  les  corps  ne  pourront  faire  que 
de  petites  ofcillations  autour  de  la  verticale,  comme  nous 
l’avons  démontré  en  général  dans  l’article  14.  Ainlî  on  efl 
déjà  afluré  que  les  v.-ileurs  des  coëfficiens  V^kyfyg , A,ôcc, 
feront  toutes  réelles;  6c  il  ne  s’agira  plus  que  de  les  déter- 
miner par  les  méthodes  de  l'article  13. 


Puifque  ces  valeurs  font  les  mêmes  pour  les  expreffions 
de  X,  x',  •x'',  6cc,  6c  de  y y y y y y 6cc  , il  fuffira  de  tenir 
compte  des  premières  de  ces  variables , dans  la  formation 
des  quantités  A Si.  B.  On  changera  donc  dans  T Si  V\es 

quantités  , 8cc,  ainfi  que  x,  x',  x",  6cc^ 


&c,  6c  rejettant  tous  les  autres  termes,  on 

aura 


A = m — h m!  — m"  , 6cc 

X X 1 ’ 

B=r’(m-\-m'-\-n^'-\-Sic)  -4-  » (m' -\-Sic) 

Qq 
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»r &C^ -4- &C, 


d’où , en  faifant  AK  — B 


■ te  enfuite 
du 


if 


dg 


O y teC  , 


on  tirera  cé^équations,  ou  il  faudra  fe  fouvenir  que  edoit 
être  = I , 


mek—7r^m-+^'-h‘m''-i-tccJ~-hv('m'-i-m"'’htccJ  - — o% 

7^ fk—x(m'-\-m"’^tCc)  -H » (m"-^ tec)  = 0 , 

m" g k—»  (wl'-Jr  tec)  tccj = o , 

&c. 

Le  nombre  de  ces  équations  fera  égal  à celui  des  variables 
X y x'y  x"  y tccy  c’eft-à'dire , à celui  des  poids  m , m\  m"y  Sec  , 
attachés  au  hl  ; £c  par  conféquent  égal  au  nombre  des  quan^ 
tirés  Cy  f y g , tcc-y  de  forfe  que  puifque  e =»  i , il  reftera 
toujours  une  équatioQ  pour  la  détermination  de  k.  Ainli  en 
faifant  d’abord  e = i , la  première  équation  donnera  /y  li 
fécondé  g y &c , en  polynômes  de  k du  premier,  fécond , &c  , • 
degré  s te  la  derniere  ne  contiendra  plus  que  i,  te  fera  d’un 
degré  égal  k fon  quantieme. 

Mais  on  facilitera  cette  détermination  en  commençant 
par  la  derniere  équation , te  remontant  fuccelCvement  k 
celles  qui  précédent.  Pour  cela  nous  défignerons  par 
ht  &c,  p'y't"y  teCy  üy  ol y (f\  tcc y Jcs  quautités 

my  m'y  m"y  tecy  F y t’y  Slc  y c y f y g y ficc  , prlfos  à re- 
bours; & les  équations  prifes  aulli  dans  l’ordre  inverfe. 
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H’  a!  k — ■H  (li 


f ^ t 

__ 


h'  a!' k — w f/!')  — — 1-  w fi' J — — 

Sec. 


Or , nommant  n le  nombre  des  poids , on  aura  c*  ~ ‘ = e = i ^ 
de  plus  on  voit  par  la  première  des  équations  ci-deflus, 
laquelle  Ce  trouve  ici  la  derniere,  que  le  terme  qui  précé- 
deroit  e dans  la  férié  f,  gy  &c , doit  être  nul  ; par  con- 
féquent  il  faudra  faire  a"  = o ; Sc  cette  condition  donnera 
l’équation  en  A.  En  effets  fi  on  tire  fuccclfivement  des  équations 
précédentes  les  valeurs  de  a',  d'y  d"y  &c,  elles  feront  de 
cette  forme,  </  = (\)ay  a'  = (x)  a yd"  = (%)  aySüc  yOVi(\)  y 
(x) y (i) y ScCy  défignent  des  polynômes  en  k du  premier, 
fécond,  troifieme  , &c,  degré.  Ainfi  la  condition  a"~v  = i , 

donnera  ('n  — 1 ) a = i . d’où  l’on  tire  a = - — - — ^ ; Sc  en- 

fuite  la  condition  a“  oss  o , donnera  = o ; c’eft  l’équa- 
tion en  ky  dont  on  fait  déjà  que  les  racines  doivent  être 
toutes  réelles,  pofitives  & inégales. 

Si  les  poids  font  tous  égaux  entr’eux,  ainfi  que  leurs  dif-  • 
tances  fur  le  fil,  on  aura  alors  f*"y  ScCy  8c 

f = p'=  f"y  Scc  = r;  donc  faifant  = c>  les  équations 
deviendront 
a (c — \)-^rd  =0, 
d l)  ^xd'  a^Oy 

Qq  1 i • 
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»a'  = o, 

&c. 

d’où  l’on  i\T&  a'  = (i)a^  a"  = (i).a,  &c,  en  faifant 
(x)^  x-c 

=.  I — 1 c -t- 

• t*  «• 


&c. 


& en  général 


Donc  l’équation  en  k fera 

1 _ n r A -4-  r* A*  — r’ A’ •4-&c,=o; 

. , 4 

mais  la  réfolution  g6iérale  de  cette  équation  n eft  pas  encore 
connue. 

Au  refte,  comme  le  dernier  terme  de  cette  équation  fe 
trouve  divifé  par  i . 1 , 3 . . . n , li  on  la  muldplie  toute  par 
ce  nombre , & . qu’on  la  difpole  dans  un  ordre  renverfe , elle 
devient  de  cette  forme  , 

h-  -t-  * ü— * _ P— * A—. -t-Scc=Oi 

X * . 3 

mais  n'en  eft  pas  plus  facile  à réfbudre. 

3 6.  Si  le  fil  étant  prolongé  au-delà  du  poids  le  plus  bas, 
paftbit enfuite  dans  un  anneau  placé  dans  la  verticale,  & qu’il 
foutînt  encore  un  poids  M attaché  à fon  extrémité , 8C 
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fervant,  pour  ainfî  dire,  à le  tendre;  il  ne  s’agiroit  que 
d’ajouter  aux  expreffions  de  T & de  les  termes  dûs  à l’ac- 
tion de  ce  nouveau  poids.  Or  comme  par  la  nature  du  pro- 
blème ce  poids  ne  peut  que  monter  ou  defcendre,en  rcftant 
toujours  dans  la  même  verticale  que  nous  prenons  pour  l’axe 
des  , il  ell  clair  qu’en  nommant  Ç fa  diHiance  au  point  fixe 
que  nous  avons  fuppofé  être  le  centre  des  coordonnées , il 

n’y  aura  qu’à  ajouter  à T le  terme  M , & à /^le  terme 

— n M Ç(art.  17);  8c  il  ' ne  s’agira  que  d’avoir  C exprimé  en 
fonéàion  de  y ■%  &c. 

Pour  cet  effet  il  n’y  a qu’à  regarder  l’anneau  8c  le  poids 
M comme  deux  nouveaux  poids  attachés  au  fil , mais  dont 
le  premier  peut  couler  le  long  du  fil , en  reliant  toujours 
à une  même  diflance  > du  point  fixe  du  fil , 8c  dans  la  même 
verticale  ; alors  > 8c  Ç"  feront  les  deux  derniers  termes  de  la 
férié  8cc , 8c  feront  par  conféquent  exprimés  par 

les  mêmes  formules , en  obfervant  que  les  termes  correfpon- 
dans  dans  les  fériés  x,  x',  x",  y , y\  y'\  8cc,  doivent 
être  nuis.  On  aura  ainfi 


> = r-^-  /H-  8cc  H-  r"-  y 

. I r ir> 


^ r»"— y*;» 


y J.  I / I // 1 _ (x'~xy-t-(y'^yy 

e -T-  -I-I  -i-ott-T-r 

(*"-x'y-i-(y'--y'y  . 

ficc — , 

( les  expofans  n — i 8c  « dénotent , comme  l’on  voit , des 
quantie.res  8c  non  des  puiflances}  a étant  le  nombre  des 
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poids  attachés  au  fil  éntre  le  point  de  fufpenfion  & l’anneau. 
Or  r *+“  / -t* /"■+•  &c  eft  la  longueur  dé  tout  le  fil 

. depuis  le  point  fixe  jufqu’au  poids  Af,  laquelle  eft  donnée 
éc  par  Cûnféquent  confiante,  & que  nous  défignôrons  par 
i ; & f -4-  / -f*  -4^  5cc  -f*  /**■'  eft  la  longueur  du  fil  depuis 

le  point  de  fufpenfion  jufqu’au  dernier  des  poids  dcc, 

m"~* , laquelle  eft  aulfi  dônnée,  8c  que  nous  défignerons 
par  Ainfi  la  première  équation  donnera  la  valeur  de  r"  por- 
tion du  fil  interceptée  entre  le  poids  m"~'  &c  l’anneau  ; & 
cette  valeur  fera , aux  quantités  très-petites  du  fécond  degré 
près,  égale  à y De  forte  qu’on  aura 

^ II-  1 r* 

. -t-  (y"  — y')'  ^ 

Or  puifqu’on  néglige  dans  T !>c  V les  termes  très-petits 
d’un  ordre  au-deftus  du  fécond , il  eft  clair  que  la  quantité 

M ■ à ajouter  à T fera  nulle  ; de  forte  que  la  valeur 

de  T y 8c  par  conféquent  aufli  celle  de  A qui  en  eft  dérivée  , 
demeurera  la  même  que  dans  l’article  précédent.  Quant  à 
la  valeur  de  V,  à,  laquelle  on  doit  ajouter  la  quantité  — 
on  voit  qu’il  n’y  aiira  qu’i  augmenter  de  n M les  coëfficiens 

de  .**~*~y  _ — &c  , dans  l’expreflion  de 

V du  même  article,  8c  y ajouter  de  plus  les  termes  — vMl^ 

-4-w  Af  ' ..  Ainfi  la  quantité  B deviendra,  en 

nommant  i le  dernier . terme  de  la  férié , Cyfyg^  8cc , 
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ni'  4- 8cc;  SM.-  f l]  -t- 

^ » ( y—  A J 

Défignons , comme  ci-de£Tus  , par  &c , , , /,  &c  , 

üy  a',  a"y  &c,  les  quantités  m,  m',  m'',  &c,  r,  /,  &c, 

« > /j  &c , /■  prifes  à rebours  , il  eft  clair  que  les  valeurs 
àt  A ic  B exprimées  par  ces  quantités , feront 


s 


&c , 


Ainfi  les  équations  entre  a,  a',  &c , feront 


= O,  &c , en  faifant  ^ = Ak  — By  favoir. 


u.ak’—vM  ■ ^ V {M ~h fx ) -■  ^ **»  = Q J 

fx' a! k-^n  ( M.-^ n)  -y- ^(M-^fxri*fx'J  — — = o , 

&c, 

dans  lefquelles  a*“*  devra  être  = i , & a"  = o. 

On  procédera  pour  la  réfolution  de  ces  équations,  cipn)mo 
on  l’a  dit  pour  celles  de  l’article  précédent , & il  n’y  aura 
plus  qu’à  fubftituer  les  valeots  qu’on  aura  trouvées  dans  les 
formules  générale^e  i’artitje  lo.  Mais  comme  ces  équa- 
tions font  enco^^Ius  compliquées  que  celles-là,  on  nç 
fauroit  fe  flatter  d’en  avoir  une  réfolution  générale,  fi  ce 
n eft  dafis  le  cas  ou  l’on  fuppofe  le  poids  M.  qui  tend  le  fil 
infiniment  plus  grand  que  tous  les  poids  ot,  m'y  &c,  dont  le 

fil  eft  chargé;  dans  ce  cas  les  équations  fe  Amplifient,  fie 
deviennent 


Méchaniqui 

f^ak  — 7>M  -+- 

&c. 


ANALITIQUE. 


Suppofant  de  plus  les  diftances  (> , f\  ôcc,  encre  lés 
poids  égales,  ainfi  que  les  poids  /*,  /j>-\  /«",  &c,  6c  faifanc 

■ * - P k =*c,  on  aura 

w M 

‘ - -7^) 

a' ^c-^ij  + a-h  a"  x=o, 
a'Yc— i;-l-û'-4i«'"=o, 

&c, 

où  l’on  voit  que  les  quantités  a',  a",  a'",  6cc;  forment  une 
férié  récurrente , dont  le  terme  général  a’  fera  de  la  forme 
^ a*  -4-  iBC' , en  nommant  » Sc/i  les  deux  racines  de  l’équa- 
tion x’ -4- — *i^x-4-i=o. 

Soit  I ^ racines  de  l’équation  fe- 

ront cof  »+;fin*v'  — i,6c  changean^lp  conftantcs  j4,  B 
en  d’autres  C,  Z),  on  aura  a’  = C colr»  -4-  X)fin»u,ou 
bien  encore  a’  = £ fin  «*  -4-  , £ & 1 étant  deux  cqnftantes 

indéterminées. 

Il  faut  d’abord  que  cette  expreflion  fatisfafle  à la  première 
équation  qui  efl;  d’une  forme  düFérence  des  autres.  Or  faifanc 

, »=o 
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»==o  &r=:  i,onaa=Æ'fm«,a'  = £fin(^»-H,^,  & comme 
c t=ai  — 1 cof  « , la  première  équa^on  deviendra  . . . 

^ I — ")  ‘-f-fin  •J=Ot  d’où  l’on  tire 


rang.  . = 


(în  i 

cof  at I -+- 


y— A 


H faut  enfnite  que  l’on  ait  = i , & »"  œ o ; donc 
E Cm  ('fn  — = £fin^a«-+-i^  = o;  d'où  l’on 

tire 

^ — ITT? — \\  -T~r  » & «““+-•  = ! 80®  xr, 

lia  ( (n  — ’ 


S étant  un  nombre  quelconque  entier. 

Cette  derniere  équation  fervira  à déterminer  « , qui  fera 
par  conféquent  toujours  un  angle  réel  ; & faifant  fucceflîve- 
ment  j = o,  i,i,&c,r  — 1,  on  aura  n valeurs  différentes 
de  t»  qui  donneront  les  n racines,  de  â par  les  formules 


k =3  & c = 1 — a cof  «*  = 4 fin  —,  Si  on  faifoit  s 

plus  grand  que  n,  on  ne  retrouveroit  que  les  mêmes  valeurs 
de  c.  Ainfi  tout  eft  déterminé,  & on  a l’avantage  dans  ce 
cas  d’avoir  des  expreflions  générales , tant  pour  k que  pour 
û,  a' J a'\  &c,  c’eft-à-dire,  pour  les  coëfficiens  /,  g,  &c, 
= &c. 

Cette  folution  fe  fimplifie  encore  lorfque  ^ ^ — a,  c’eft- 

à-dire  ,.lorfque  la  portion  du  fil  comprife  entre  les  derniers 
des  poids  m , m',  /t/',  &c  , 6c  l’anneau  fixe  eft  égale  à l’in- 
tervalle commun  f des  mêmes  poids  ; ce  qui  a lieu  lorfque 
tous  les  'poids  divifenc  en  parties  égales  la  portion  .du  fil 

R r 


« 
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cc^prife  encre  le  point  fixe  & l’anneau.  Dans  ce  cas  on  aura 
mng.  I— tang», ficparconféquenct  =»>.  Donc»  *»=  * 

ica  ’ = l}jL  ou  bien  ( à caufe de  fn-+- 1 J«=n=  1 80®. j) 


fin  n — P 
fin  # 


, & de  là./ = 


fia  1 


fia* 


■^g= 


fin  ^ 1 
lin  m 


&C. 


Ce  dernier  cas.eft  eelui  d’une  corde  vibrante  chargée  d’un 
nombre  quelconque  n de  petits  poids  égaux  & placés  à di(^ 
tances  égales  entr’eux,  & qui  étant  Hxe  dans  une  extrémité, 
eft  tendue  par  une  force  M qui  agit  à l’autre  extrémité , foie 
que  cette  force  vienne  d’un  poids  attaché  au  fil,  ou  d’un 
relTort , ou  même  de  l’éiafticité  du  fil  fuppofé  capable  d’ex- 
tenfion  & de  contraéfion.  AufTi  la  folution  qui  réfulte  des 
formules  précédentes,  s’accorde-t-elle  entièrement  avec  celle 
que  nous  avons  donnée  autrefois  par  une  analyfe  difFérente. 

3 7-  nous  venons  de  dire  fur  l’identité  des  efFets 

de  la  tenfion  produite  par  un  poids , ou  par  l’élafUcité  même 
du  fil , paroit  évident  de  foi-même , du  'moins  tant  que  les 
ofcillations  font  très-petites.  Cependant  comme  le  problème 
du  mouvement  d’un  fil  inextenfible  eff , par  fa  nature,  diflPé- 
rent  de  celui  des  ofcillations  d’un  fil  extenfible  & élalHque^ 
nous  allons  donner  aufli  la  folution  direâe  de  ce  dernier. 

Il  n’y  a ici  aucune  équation  de  condition  i farisfaire , mais 
il  faut  tenir  compte  de  la  force  élaflique  du  fil,  dont  l’efFec 
eft  de  raccourcir  chaque  portion  r,  /,  &c.  Soient  donc  R, 

/f',  &c,  les  ëlafticités  refpeéUves  des  parties  du  fil  r,  /, 

r^,  éce,  qui  joignent  les  difFérens  corps  ,éiafUcités  qui  tendent 
à diminuer  les  lignes  r,  r',  &c,  & qu’on  peut  fuppofer 

exprimées  p^r  des  fbnébions  de  ces  mêmes  lignes;  il  en  cë- 
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•fultera  dans  la  valeur  de  V les  nouveaux  ternies  fEdr 
r^fE'  dd^fE"dr"^  &c  ; & il  ne  s’agira  que  d’y  fubfti- 
tuer  pour  r,r',  &c , leurs  valeurs  en  &c; 

& de  traiter  enfuite  toutes  ces  coordonnées  comme  des  va- 
riables indépendantes. 

Ainfi  dans  le  cas  où  le  fil  efl:  fixe  dans  l’origine  des  coor- 
données, & qu’il  eft  chargé  des  poids  wot,  wm',  w/n",  &c , 
on  aura  en  général 


-T’  dx'-trdy'-trdf'  , , 

. ^ = ™ — rii — Î--1-8CC,  . 

« 

dm 

V — — •xin-{ — — àCC-\rfRdr-\-fR'dd-^6CCy 
d*OÙ  i w (fH  î nr' J î' -+- &Cyl -H  J' r -4- iî' //-+•  &c  , 


& il  n’y  aura  qu’à  mettre  pour  «T/-,  /'r',  leurs  valeur*  cirées 
des  formules  r—  i/"  f y'  y''  '=  ((x'  — 

4-  (y — y)*  -h  (:(  — 7^'  ) y Scc\  enfuite  chacune  des  variables 
X , ^ , &c  ; donnera  une  équation  différentielle  de  la  forme 

, , , , i-r  tT  . ty 

générale  d. 


idx 


fx 


i M 


O. 


Dans  le  cas  où  les  corps  s’éloignent  très-peu  de  la  verti- 
cale qui  eft  ici  l’axe  des  coordonnées  ;( , les  valeur*  des  autres 
coordonnées  x y y , x',  y' y &c , font  très-petites , 6c  celles 
des  quantités  r,  /,  6cc,  6cc , different  très-peu  de  ce 

qu’elles  font  darüiilètat  d’équilibre  où  x,^,  x', y,  6cc,  font 
nulles. 


Supposons  qu’alors  on  ait  r =>  p y /=/>',  /'= p"  y &c  ; 
\ — qy  ■(=(][  y-('  y Su  y Sc  foie  en  général 
r'==y-4-()',6cc;^«=ç-+-f,  Ç',  6Cc.  On  aura  donc 

d’abord  y , ÿ =0  ^ , y'  a=  q" — &c  ; enfuite 

R r 1 
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= = V((x'—Jx* 

^(y'—y)'~^(q'  _ y + f'  — Ç’/;,  &c,d’oîi  l’on  tire  en 
négligeant  les  dimenfions  des  quantités  très-petites 
x',y,  ôcc,  au-deffus  du  fécond  degré. 


»? 


(x'—x)'  -t-  Cy'— y;* 
*?' 


Soient  maintenant  P,f',&c,  les  valeurs  de  /? , /?',  &c, 
lorfquer,  r',  ôCc,  font  p-,p\  &c,  c’eft-à-dire,  les  élafticités 
des  fils  lorfque  leurs  longueurs  font  réduites  à/>,  p\  &c  ; 
on  aura  par  les  formules  i^nnues , en  mettant  ^ -t-  p au  lieu 

de  r,  fRdr=fP  dp-^Pf+-  p‘  -H  &c , & ainft  deS 

autres  fonéHons  fR'ddy  Sec.  Donc  faifant  ces  fubftitutions, 
& rejettant  les  termes  où 'les  quantités  très-petites,  monte- 
roient  au-déffùs  du  fécond  degré,  on  aura 


Sec  y 


idt'  \dt' 

V = fPdp  — -nmq^fP'df/-^-xm'q'  -^fP"  » m"  q"  -4-  &C  , 


(P  — ^ m)  P'  fC  - Kj  — ^ ?'  -h  P"  V)  — ^ Ç"  -H  &c , 


» P 


dP 


»?' 


X dp  ^ 


»? 


Or  pour  que  l’équilibre  ait  lieu  dans  la  lituation  où  les 
quantités  très-petites  x,^,Ç',x',  nulles,  il 

faut , comme  nous  l’avons  vu  dans  l’article  9 , que  les  pre- 
mières dimenfions  de  ces  quantités  difparoiflent  dans  lex- 
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preiTion  de  V ; ainfi  égalant  à zéro  les  coëfHcicns  de 
r,  y ^c,  on  aura  ces  équations 

P—^m—F=o,  F—  ^ m'—F'=.o , F'-  ^ m"-P  '’=o,  &c, 

lefquelles  donnent 

F=.P—^  m,P"=P-^(m-^-m%F"=P—  » (m-^ 

. En  comparant  maintenant  ces  expreflions  de  T & de  F- 
avec  celles  qui  conviennent  a||  problème  de  l’article  36,  on 
voit  qu’elles  font  de  la  même  forme,  du  moins  pour  la  partie 
qui  contient  les  variables  x,  y y x\  y' , &c , & qu’elles  de- 
viennent même  identiques  de  part  & d’autre  en  faifant 
P — m -i-m'  -f-  m" -+-  &c J •,  de  forte  que  les  valeurs 

de  ces  variables  feront  néceflairement  les  mêmes  dans  les 
deux  problèmes.  Quant  aux  autres  variables  Ç,  &c , elles 
auront  auffi  des  valeurs  fembLibles,  en  changeant  feulement 

• PP*  dp'  dP*  » 

les  quantités , -p- y &c,  en  —jpy  comme 

on  le  voit  d’abord  par  les  expreflions  précédentes  de  T&c  V. 
Ainft  nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  fur  ce  problème. 

38-  Ees  cas  que  nous  venons  d’examiner,  font  tous  fut- 
cepiibles  de  folutions  complettes,  parce  que  la  fuppofition 
des  mouvemens  très-petits  rend  les  équations  différentielles  , 
fimplement  linéaires , & par  conféquent  intégrables,  comme 
nous  l’avons  vu  dans  le  paragraphe  fécond.  Il  peut  cependant 
y avoir  des  circonftances  qui  détruifent  les  avantages  de  cette 
fuppofition.  Par  exemple , lî  le  fil  étoit  fixe  par  fes  deux  ex- 
trémités, ôc  qu’il  fût  pn  même-tems  inextenfible , incapable 
de  contraélion,  ou  plutôt  fi  les  corps  étoient  unis  par  des 
verges  droites  jointes  enfemble  par  des  charnières , & dont 
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la  première  fie  la  derniere  fullent  adtijetcies  à tourner  autour 
de  deux  points  lîxes  ; alors  en  fuppoTant  tou}oi|rs  que  les 
corps  s’éloignent  très-peu  de  la  verticale , on  auroit  d’abord 
pour  r fie  les  mêmes  valeurs  que  dans  l’article  3 y , mais 
avec  cette  difFérence  que  les  variables  x,  y,  x',  fiée,  au 
lieu  d’être  entr’elles  tout-à-fait  indépendantes , devroient  fa- 
tisfâire  à l’équation  réfultante  de  la  condition  que  l’extrémité 
inférieure  du  fil  foit  aufli  fixe.  Or  nommant  > la  diftance 
verticale  entre  ce  point  fixd®Be  le  point  fixe  fupérieur,  on 
aura,  comme  dans  l’article  3^, 


. r -H  -H  -t-  fiée  -t-  r"  — 


(x"—x>  y 4-  (y"— y' y 
%r“ 


— &CC- 


-h  ( y—')' 

tr’  > 


OÙ  toutes  les  quantités  r , /,  r" , fiée , r“  font  données , puifque 
ce  font  les  longueurs  des  difFérens  fils  ou  verges,  qui  unif- 
fent  les  corps,  de  maniéré  que  leur  fomme  r-f- 
ficc  -t-  r"  exprime  la  longueur  totale  du  fil  entre  les  deux 
points  fixes , & par  conféquent  r -+-  /•+-  r"  fitc  r"  — y 
eft  l’excès  de  la  longueur  du  fil  fur  la  partie  de  l’axe  à 
laquelle  il  répond.  Nommant  donc  c*  cet  excès  qui  eft  connu  , 
on  aura  l’équation 

. («'-«;’+ ry’- y)*  . r*’'-*'/-r-ry'-y';* 

.C  , 1 

(x•‘'y-^^ry-')‘ 


1 r" 


dans  laquelle  on  voit  que  les  variables  forment  par-tout  deux 
dimenfions , enforte  qu’il  eft  impoffible  d’en  déterminer  une 
quelconque  , fans  employer  les  radicaux. 

On  a donc  ici  le  cas  dont  on  a parlé  en  général  dans  l’article 
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16  f Sc  qui  échappe  à La  méthode  générale  pour  la  décerml- 
nation  des  mouvemens  très-petits;  ce  qui  e(l  d'autant  plus 
hngulier  qu’en  fuppofant  les  fils  ou  les  verges  tant  foit  peu 
extenfibles  & contraftibles , le  problème  redevient  fufcep-' 
tible  d’une  folution  complecte,  comme  nous  l’avons  vu  ci- 
delTus.  C’eft  une  remarque  curieufe , & qui  n’avoit  pas  en- 
core été  faite. 


Pour  rendre  encore  pJus  feofible  celte  vérité , nous  allons 
réfoudre  le  cas  précédent  dans  la  fuppofition  qu’il  n’y  ait 
que  deux  poids  m , m'  attachés  au  fil , & que  les  mouvemens 
fe  falTent  dans  un  même  plan.  On  n’aura  ainfi  qu’à  déter- 
miner deux  variables  x & x',  toutes  les  autres  étant  nulles 
par  l’hypothcfe. 

L’équation  de  condition  fera  donc  dans  ce  cas 

^ xr  ^ ^ xr"  > 

/ 

&.  les  valeurs  àc  T ii.  V feront  comme  dans  l’article  3 ; , 


T=m 


xdl"^ 


■m 


dx" 
xdl'  > 


.V= — T(m-\-m')r — -xwl 


X / 


On  peut,  pour  plus  de  facilité  y employer  l’intégrale  géné- 
rale T y = confty  laquelle  a lieu  aulfi  dans  ce  cas,  puif- 
que  l’équacicn  de  condition^ne  renferme  point  t (art.  4).  On 
aura  donc 


dx'  / ix"  , _/)  **  I A» 

b étant  une  confiante  arbitraire  ; éc  cette  équation  combinée 
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avec  l’équation  de  condition  ci-deflus,  fervira  à déterminer 
X-  6c  x'. 

Suppofons,  pour  limplifier  davantage , les  deux  poids 
égaux,  ainfi  que  les  longueurs  r,  /'  des  trois  verges,  6c 
T s=>  I ; 6c  faifons  x=?fin  v,  x'  = f cof  v , l’équation  de 
condition  donnera 

rc*  r r fin  i • 

-jr-  ==  I — fin  ^ cof  f <=»  I — , 

6c  l’équation  difFérentielle  deviendra 

rV  -^r  H-  1 fin  -H  ('fin  P — coCfJ'  = — , 

d’où  l’on  rire  en  fubftituant  pour  fa  valeur  tirée  de  l’équa- 
tion précédente 

dt  ==  — J 

( (^  — i)r»-finif;-^cof2ç)  ’ 

différentielle  dont  l’intégration  dépend  de  la  reérification  des 
ferions  coniques.  De  forte  que , même  dans  le  cas  le  plus 
fimple,  le  problème  eft  d’un  ordre  fupérieur  aux  fonétions 
logarithmiques  6c  circulaires. 

39.  En  confervant  la  fuppofition  des  corps  unis  par  des 
verges  droites  6c  inflexibles,  imaginons  maintenant  que  les 
charnières  par  lefquelles  ces  verges  font  jointes , foient  élaf- 
tiques,  c’eft-à  dire  , douées  de  forces  qui  tendent  à remettre 
tous  ces  côtés  du  polygone  en  ligne  droite  les  uns  avec  les 
autres;  il  ne  s’agira  que  d’introduire  dans  l’expreffion  de 
les  termes  dûs  à ces  différentes  foj|ces , dont  l’effet  conftfle 
à diminuer  les  angles  de  contingence  du  polygone. 

Soient 
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Soient  E , £",  &c , les  forces  ékftiques  qui  agifTent 

dans  les  angles  ou  jointures  des  verges  r" 

& &c  , dans  lefquels  font  placés  les  corps  ot,  m',  m'\  &c; 
& foient  c,  c',  e",  &c,  les  complémens  de  ces  angles  à 180”, 
c ’eft-à-dire , les  angles  de  contingence  du  polygone , dont 
r»  /,  &c,  font  les  côtés  fucceflifs;  les  termes  à ajouter 

à y feront  fEde  fE' d e'  fE"  d e"  -4-  &c  , en  regar- 

dant, ce  qui  eft  toujours  permis,  £,  £',  £",  &c,  comme 
des  fonctions  données  de  c,  d , e",  ôcc.  On  déterminera  ces 
angles  en  fondlions  des  coordonnées , comme  nous  l’avons 
fait  dans  le  paragraphe  fécond  de  la'  Section  cinquième  de 
la  première  Partie  ; en  efièt,  il  eft  clair  que  fi  on  imagine 
une  droite  />  qui  joigne  les  extrémités  des  deux  côtés  con- 
tigus r & /,  on  aura  dans  le  triangle , dont  r,  /,  p font 
les  trois  côtés,  & dont  180° — t eft  l’angle  oppofé  au  côté 
/>,  on  aura,  dis  je,  cof  e ^ gc  jg  même 

on  aura  col  c = — ÎTvî > prenant  p'  pour  le 

troifieme  côté  du  triangle,  dont  / & /'  font  les  deux  pre- 
miers, & ainfi  de  fuite.  De  plus  il  eft  aifé  de  voir  qu’on 
aura  />  = (V*  -f-y*  -+■  ^p' = \r( (x!'—  x)*  + fy"—y}* 

p"  = rr*'"  *“  ty  -yr 

Donc  puifque  r = -f-y 
/ = r"  = x'/ 

on  aura 

cof  e = 

r/  > 

=»  »;  ( «"-«'J  + (y'-ÿ)  (y"-y')-^(^< ri”-?') 

> 


cof  e' 
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col  e prpr. — : » 

&c. 

On  fuppofe  communément  que  la  force  élaftique  dans  les 
lames  à reffbrts  eft  proportionnelle  à l’angle  même  de  contin- 
gence, mais  on  peut  la  fuppofer  également  proportionnelle 
au  finus  de  cet  angle , parce  que  dans  1 infiniment  petit , le 
finus  fe  confond  avec  l’angle  mêmej  il  paroit  meme  que  cette 
fuppofition  eft  plus  conforme  à la  maniéré  dont  on  peut  con- 
cevoir que  la  force  élaftique  eft  produite  dans  la  courbure 
des  reflbrts.  Quoi  qu’il  en  foit , fi  on  fait 

H fin  e",  &c , ' 


If  étant  un  coefficient  confiant,  on  aura 

fEde  = H(\-  co(e),fE'de!  ^H(i  — co(e'Jy  &c; 

& il  n’y  aura  qu’à  fubftituer  pour  e,  cof  e,  cof  e',  &c,  les 
valeurs  précédentes^  & procéder  enfulte  comme  à l’ordi- 
naire. 


Lorfque  les  coordonnées  x,x',  x",  &c,  y',  y",  &c  , 

font  très-petites , comme  nous  l’avçns  fuppofé  dans  l’article 
3 J & fuiv.  alors  on  a,  ainfi  qu’on  l’a  vu  dans  cet  article , 


ï 


r — 


/ ^ (*'  —*  y 

Tr  ^ ^ »r>  * 


= & ainfi 'de  fuite; 


donc  fubftituant  ces  valeurs  dans  les  expreffions  de  cofe , 
cof  d , cofe",  &c , & négligeant  les  termes  où  x , x',  x",  &c, 
yt  y i y 'y  ÔCc , formeroient  enfemble  des  dimenfions  plus 


1 
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hautes  que  la  fécondé , on  aura 


cofe  t 


x'+y' 
t r> 


fx'~xy-h{y'-yj' 

ir'‘ 


x(  x)-^y(y'-y) 
ri> 


r,  (x’-x)'+(y'-y)'  (x"-x')'-i-(y".y'y  , (x'-  x)fx"— «'>4-  (y'-y)  Cy"-^) 

coi<r=i »-v'  >■ 

&c. 


Ainfi  les  termes  dûs  à l’élafticité  dans  l’expreffion  de  Vy 
feront 


Ajoutant  donc  ces  termes  à la  valeur  de  V de  l’ar- 
ticle 3 ^ & achevant  enfuiee  le  calcul  de  la  même  maniéré , 
on  aura  le  mouvement  d’un  fil  élaftique  fixe  par  une  de  fes 
extrémités , & chargé  d’un  nombre  quelcdbque  de  poids. 

Tous  les  problèmes  qu’on  pourroit  encore  propofer  fur  le 
mouvement  de  plufieurs  corps  qui  fe  tiennent  par  des  fils 
ou  par  des  verges,  fe  réfoudront  toujours  facilement  par 
l’application  de  nos  formules  générales,  & oous  ne  croyons 
pas  devoir  nous  étendre  davantage  fur  cette  matière , qui 
n’eft  au  fond  que  de  pure  curiofité. 

40.  Au  relie,  la  folution  de  ces  fortes  de  problèmes  le 
fimplifie  beaucoup , lorfqu’on  regarde  le  fil  ou  la  verge  qui  . 
joint  les  différens  corps , comme  inflexible  & d’une  figure 
donnée.  Alors  il  n’y  a de  variables  que  celles  qui  dépendent 

Ss  1 
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du  mouvement  du  fil  dans  l’efpace  , & du  mouvement  des 
corps  le  long  du  fil  ; & l’on  aura  les  formules  les  plus  fimples  , 
en  exprimant  par  ces  variables  mêmes  les  valeurs  des  coor- 
données, Sc  introduifant  ces  valeurs  dans  les  exprellions 
générales  de  T’  & de^V^  car  chaque  variable  f donnera  tou- 

ê T r y 

jours  une  équation  de  la  forme  d . 
comme  nous  l’avons  démontré. 

Suppofons,  pour  donner  un  exepiple  des  plus  fimples, 
qu’une  verge  droite  mobile  autour  d’un  point  fixe,  foit 
chargée  de  tant  de  poids  m , wî',  m",  &c , qu’on  voudra , 
Sc  qui  foient  ou  fixement  attachés , ou  libres  de  couler  le 
long  de  la  verge.  Prenant  le  point  fixe  pour  l’origine  des 
coordonnées,  on  nommera  r,  r*,  r",  &c,  les  diftances  va- 
riables ou  conftantes  des  corps  m , m',  m'\  &c , à ce  point , 
&.  4y  angles  de  la  verge  avec  le  plan  horifontal  des 

X Sc  y y Sc  de  fa  projeétion  fur  ce  plan  avec  l’axe  des  * ; 
il  eft  clair  que  les  coordonnées  Xy  y,  ^ , feront  exprimées 
comme  dans  l’arficle  17,  par  r cof^cof?,  rcof4fin^, 
r fin  4 , & que  les  autres  coordonnées  jc',  x",  y'\  &c  , 
feront  exprimées  de  la  même  maniéré  , en  changeant  feule- 
ment r en  /,  r",  &c , puifque  les  angles  4 & font  les 
mêmes  pour  tous  les  rayons  r,  dy  &c;  par  conféquent  on 
aura  dx'  -H  dy'  d:^  =■  r*  ( cof  4’  -i-  ■{* ) -f-  r*, 

dx'^  -4-  dy'*  d r '*  ( cof  4*  -H 4V  -H  d/*  &c,  en 

fuppofant  tous  les  corps  m , m',  &c , mobiles  à la  fois. 
Ainfi  en  ayant  égard  à leur  pefanteur  ou  force  confiante  Sc 
verticale  w,  on  aura  (art.  17) 


r = r*  -H  otV’  -t-  m'V'*  -f-  SccJ  x 


cof 

f do 


• : y Google 


ütlZt  ' 


' m 
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dr' 


S^S 


I dr^'  , ,,  dr"- 

m rr h m"  


&c  , 


xdt* 

y s= ■71  f m r -i- m' H m" /' &CC  J (in  i -, 

& comme  les  variables  r,  /,  r",  &c,  ç,  4 font  indépen- 
dantes , chacune  d’elles  donnera  une  équation  diiTéren- 
tielle. 

En  faifant  d’abord  varier  9,  on  aura  l’équation  différen- 
tielle 

d,(  IB  r*  -H  m'  r**  H-  m"  r"*  4cc  ) cof d 9 


dt' 


dont  l’intégrale  eft 


( mr'  m' r'*  r"*  &c  J cof  d 9 

d t 


= O. 


Â. 


En  faifant  enfuite  varier  4>  on  aura  cette  autre  équation 
différentielle , 

’d,  ( m r'  + m’  + m"  r'‘  -f-  &C  J 
dt' 


( mr'  *"  &c _)  (in  4»  cof4 

dt- 


w^mr-f-inV-4-  ot'V'  -4-  &ccj  cof  4 *=  o, 

laquelle  en  fubfUtuant  pour  fa  valeur  tirée  de  l’intégrale 
précédente,  devient 

d,  C m r'-t-m' m"  r*'' -t"  &c  ) d^ff  ^ 

7?  ^ 

^*fin4 

ib'j-'* H-ib" &c^cof+* 

* I 

» ^ « r •+- /nV -K  jb'V' •+•  &c^  cof  4 »s  O. 
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Celle-ci  feroit intégrable,  étant  multipliée  par  ( m r’-+-mV* 
-4-  m"  /'*-H  &c^<f  4,  fi  la  quantité  r"*-^r  hic) 

(mr-V"  m' r'  m!'  hic)  étoit  confiante  ou  nulle , ou  une 
fonction  de  4- 

Le  premier  cas  a lieu  en  général  quand  toutes  les  quan- 
tités r,  r",  &c,  font  confiantes,  c’ell-à-dire , lorfque  les 
corps  font  fixement  attachés  i la  verge.  Dans  ce  cas  il  eft 
vifible  que  les  deux  équations  en  ^ & 4 , & par  conféquent 
aufli  les  ofcillations  de  la  verge  feront  les  mêmes  que  s’il 
n’y  avoit  qu’un  feul  corps  M placé  i une  diflance  R du 
point  fixe  , enforte  que  l’on  eût 

MR*  ~ mr*  -k-  m'  /’  -t-  m"  t"'  H-  &c , 

MR  — m r m' r'  -t-  m"  r"  -+-  hic. 

La  valeur  de  R fera  donc  la  diflance  du  centre  d’ofcilla- 
tion , & celle  de  M fera  la  maffe  placer  dans  ce  centre , 
pour  que  la  même  impulfion  produife  le  même  mouvement 
• dans  le  pendule  fimple  que  dans  le  compofé. 

Le  cas  où  » (^/n  r^-\rm" f''*-^-hic)(m  r-i-m'r'-^m"i^'-k-hCc), 

feroit  une  fonélion  de  4,  efl  purement  imaginaire,  & nous 
nous  dirpenferons  de  l’examiner.  Nous  nous  contenterons 
donc  de  difcuter  l’autre  cas , où  cette  quantité  efl  nulle , 
ou  du  moins  difparoît  par  la  fuppofition  de  ? = o , ce  qui 
arrive  lorfqu’on  fait  abflraâion  de  la  pefanteur  des  corps, 
ii  que  par  conféquent  la  valeur  de  V efl  nulle. 

Rejettant  donc  dans  la  derniere  équation  en  4 les  termes 
» r -t-  mV  -+•  m"  r"  -h  &c^  cof  4 , & multipliant  toute  l’é- 
quation par  -+-  mV*  -t-  m"  r''*  -i-  &c^  4 , elle  devient 
intégrable , êc  l’intégrale  efl 
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fmr*  + m' -i-  m"  r"‘  + icc}'  _ « 

dt'  cofij'* 

Soie 

r* -4- OT V* -4- -+■  Sec)  di^ 
on  aura  = -B  , <i’où  l’on  tire  .... 

dl'  cofi}"* 

J J cof4'<^4’  «/.fin  4' 

'Vck^BToWl  y {A' +£  —Bûai')  f 

& intégrant , on  aura 

~A'^T  ^ fin  4 =a  fin  V’’  5 + , 

« étant  une  confiante  arbitraire , ainfi  que  A èc  B. 

On  aura  enfuite  dp  c=  j de  forte  que  comme  on  a 

déjà  Cn  4 en  fonélion  de  on  aura  aufli , en  fubllicuant 
& intégrant,  9 en  fonélion  de  «. 

Il  refte  encore  il  déterminer  les  valeurs  des  didances 
r,  &c.  Pour  embraflèr  toute  la  généralité  po/üble, 

nousfuppolêrons  que  parmi  lés  corps  dont  la  verge  eft  chargée, 
il  y en  ait  un  ou  plulieurs  de  fixes,  enforte  que  leurs  dif- 
tances  au  centre  demeurent  confiantes  ; fie  nous  défigne* 
rons  par  MR*  la-fomme  des  produits  des  maflès  de  ces 
corps  par  les  carrés  de  leurs  diflances.  Ainfl  regardant  les 
maflès  m , /»',  m'\  fiée,  comme  mobiles,  il  n’y  aura  qu’à  ajouter 
à la  fomme  des  termes  mi*  ni d*  ^ wl'd'*  -H  fiée , la  conf- 
tante  MB^. 

De  cette  maniéré  donc  la  valeur  de  T deviendra , en 
faifant  pour  abréger  ^°^4  ^ 
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T = (MR"  H-  OT  /•*  -+-  m'  -+■  m''r""  -+-  Sicjy 


• m 


dr'  . , dr''  , dr'' 


m 


m 


6cc , 


^dt‘  ' ' idt'  ‘ idi^ 

6c  la  variabilité  de  r,  r''»  &c , donnera  { à caufe  de  o ) 
ces  équations 


d‘  r 


dt' 


■TU 


* = 0,47-  —'"“’  = ° *-7?*  -r"tt’=o,&c. 


d-r>< 


lefquelles  donnent  d’abord  en  chalTant  u" 

rd'r'  — r'd'r  _ rd'r"—r“d^r . 

- = O , O , «C  , 


dt' 

. , rdr'  — r'dr 

& intégrant 


rdr‘—r"dr  r . 

a, =6,  &c. 


a , i , &c , étant  des  confiantes  arbitraires. 

Soit  =pTy  r^'=p'r,  &c,  on  aura  doncr*dp  = aJty 

i*dp’  =^hdt,  &c;  àoRcdp'=  ,p'  ~ “7 h 4,  & de 

même  r"  = &c  , /3,  r,  8cc , étant  d’autres  conf- 

* A 

tantes  arbitraires. 

Maintenant  je  prends  l’intégrale  générale  T-^  V = co'njl , 
laquelle  à caufe  de  ^ = o , fe  réduit  ici  à la  forme 

(MR*-^mr"  m'  /*-+•  m"  d'"  •+•  &c;  a* 

dr*  . _./  „ dr"'  /^. 

-+-m  -7777- H-n*  tïT^  ^ ^ » 

& fubftituant  par  r*  u" u\  d'"  u"  y &c  , les  valeurs  . . . 

, '"f'I-  , &c , tirées  des  équations  . . 

il»  i di'  > dt'  ^ ^ 

™ — ra*  = 0 , 4;^ / a*  = O 8cc , je  la  réduis  à la 

forme 

d". 
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3^9 

4 «/«*  ~ ^ ’ 

laquelle  donne , par  une  double  intégration , 

-+-  &c=2CV-f-  Dt-^E, 

D Sc  E étant  deux  nouvelles  conftantes.  - 
Soit  pour  abréger 

MR* -4-  m r* -f- m' r'* -4-  m'V'*  -t-  Scc  — 

on  aura  ^=iC*£‘-t-Dr-4-iS’,  d’où  l’on  tire  r en  fonébion 
de  nous  dénoterons  cette  fonébion  par  Z,  enforte  que 
^ ^ différentiant  = dZ\  mois  nous  avions  fuppofé 

<ér  = ^ </8,  (en  ajoutant  MR*  aux  termes  m r‘-t-  mV-f^&c, 
comme  nous  l’avons  prefcrit  d-delTus)  donc  — dZ  ^ 

» & intégrant  9 = ^ Ayant  ainfi  9 en*onc- 

tion  de  , on  aura  réciproquement  ^ en  fonébion  de  9 , ôc 
nous  défignerons  par  e cette  fonébion , enforte  que  = e. 
Par  conféquent  on  aura  d’abord  dt  — e</9,  & intégrant 
t—f<èd6-,  de  forte  que  l’on  aura  auffi  par-ii  t en  fonc- 
tion de  9. 

Or  fi  dans  la  valeur  de  { on  fublbicue  pour  , /'*,  6cc, 
leurs  valeurs/r*,  /»V,  Scc,&  enfuite  -+-j8,  &c,  à la 

place  de /;  &c,  il  eft  clair  qu’on  aura  \=:MR*  r* P , 
P étant  une  fonébion  de/>,  rationelle,  entière  8c  du  fécond 

degré.  Donc  r*  — — - p ? 8c  fublbtuant  cette  valeur  ainfi 
que  celle  de  d r dans  l’équation  différentielle  r*  dp  = ad  t ^ 
trouvée  plus  haut,  on  aura  ^ ~ — dp  — a e</9  favoir, 

T t 
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~r  = — jtfïF  = » équation  fépa#»  dont  lin- 

téjjratioii  donnera  p en  foncîlion  de  #.  Et  cette  valeur  de  p 
étant  enfuice  fubftituée  dans  la  précédente  de  r’,  favoir, 

^ — = -p , on  aura  aum  r en  roncbon 

de  9 ; ôc  de  là  à caufe  de  r*  = p r y r'*  = p'  r = . . 

r y Scc  y on  aura  encore  /y  r"y  &c , en  fondions 

de  9. 

Ainfi  toutes  les  variables  ip,  4,  t,  r,  r',  r",  &c , feront 
connues  en  fondions  de  8 , & cbalTant  9 , au  moyen  de  la 
valeur  de  r en  9 , on  aura»,  4,  r,  r',  &c , en  fondions 
de  t;  ce  qui  donnera  la  pofition  de  la  verge,  ôc  celle  de 
chacun  des  corps  mobiles,  à chaque  inftant. 

PulR^ue  le  terme  confiant  MR*  exprime  la  fomme  des 
mafTes  des  corps  attachés  à la  verge,  multipliées  par  les 
carrés  de  leurs  dillances  au  centre  de  rotation , il  eft  clair 
que  û on  veut  avoir  égard  à la  malle  même  de  la  verge , il 
n’y  a qu’à  fuppofer  le  nombre  de  ces  corps  infini , & alors 
ilf  R*  fera  la  fomme  des  produits  de  chaque  particule  de  la 
verge  par  le  carré  de  fa  dillance  au  centre  de  rotation. 
Ainfi  le  problème  n’ell-  pas  plus  compliqué  dans  ce  cas  que 
quand  on  fait  abllraélion  de  la  malTe  de  la  verge. 

4 I . En  général  quand  on  veut  avoir  égard. à la  mallè 
& à la  figure  des  corps  mobiles,  il  n’y  a qu’à  confidérer 
chaque  corps  comme  l’allèmblage  d’une  infinité  de  par- 
ticules qui  confervent  entr’elles  la  même  fituation  fi  le  corps 
eft  fol i Je,  ou  qui  peuvent  la  varier,  fuivant  certaines  loix, 
lorfque  le  corps  eft  flexible  ou  fluide;  &nous  avons  montré 
à la  fin  de  la  Seélion  précédente  (art.  ii  & fuiv. ) comment 
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on  peut  réduire  cette  confid^ation  en  calcul , par  des  dif- 
férentiations & intégrations  relatives  à la  figure  du  corps. 
Nous  traiterons  dans  des  Seélions  particulières  du  mouve- 
ment des  corps  folides  & fluides , parce  que  cette  matière 
donne  lieu  à des  recherches  importantes  fie  curieufes;  fie 
nous  nous  contenterons  , en  finiflant  celle-ci , de  donner  un 
exemple  de  la  méthode  dont  il  s’agit  fur  le  mouvement  des 
cordes  vibrantes. 

Suppofons  le  cas  de  l’article  37,  dans  lequel  le  fil  eft 
pefant  fie  extenfible,  fie  défignons  par  D/n  la  malle  d’un 
élément  quelconque  du  fil  dont  la  longueur  foit  D j;  en  pre- 
nant la  cara£tériftique  S pour  repréfènter  les  intégrations 
relatives  aux  différences  marquées  par  la  caraélériftique  D , 
fie  retenant  d’ailleurs  les  autres  dénominations  du  même  arti- 
cle, il  eft  vifible  que  les  valeurs  de  7*  fie  de  fe  réduiront 
à la  formé 

R étant  l’élafticité  ou  la  force  de  contradlion  de  l’élément  Ds , 
laquelle  peut  toujours  être  fuppofée  une  fonéUon  de  ce  même 
élément. 

Ainft  cftnmc  il  n’y  a Ici  aucune  équation  de  condition  à 
fatisfaire,  on  aura,  félon  la  formule  de  l’article  15  de  la 
Seétion  citée,  cette  équation  générale  pour  le  mouvement 
du  fil  ou  de  la  corde. 


-^(-7^  ^0 

— ■*  S f ■[D  m S R t D s 


O. 


Or  il  eft  clair  que  Ds  élément  de  la  courbe  du  fil  eft 

Tta 
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^ ^ • 

rcpréfenté  par  V CD  x'  ->rD-^)\  donc  difFéremiant 


fclon  <?,  on  aura  iD  s 


DxiDx 

Ds 


Dy^Dy  , D^tDx 
~~D~s  ^ lit  9 


&parconfcquent5iîi'Iî5=5iJ  -i-SR 

5 /J  ^ - f où  il  faudra  encore  faire  difparoître  les 

doubles  diffcrences  marquées  par  <r  D fous  le  figne  S , comme 
nous  l’avons  enfcigné  dans  l’article  i é de  la  même  Seclion. 

Ainfi  on  changera  le  terme  SR  en  . . . 


R" 


Dx"J^x“l 

Dt" 


— R' 


Dx't'x' 

Ds' 


R X 

— S^xD.  y en  mar- 


quant  par  un  trait  les  quantités  qui  fe  rapportent  au  com- 
mencement de  l’intégrale,  c’eft-à-dire,  à l’extrémité  fupé- 
rieure  du  fil , & par  deux  traits  celles  qui  fe  rapportent  au 
dernier  point  de  l’intégrale,  c’eft-à-dire,  à l’extrémité  infé- 
rieure du  fil. 


On  opérera  de  la  même  maniéré  fur  les  termes  femblables , 
& l’on  aura  cette  transformée,  dans  laquelle  il  ne  fe  trouve 
fous  le  figne  S que  les  fimples  variations  f Xf  t'y  y <^5. 


^[( 


X T\  ^ ^ 


V 

</x* 


Dm  - D.- 


hDy 

Di 


)ty 


^(ClL 

K df- 

-Dm 

* D , 

m — 

<1 

-U  ( 

Dx" 

•Dy" 

— T-t-ir  . 

D<' 

“T“  /t  l 

Di" 

4 ^ "•T* 

Ds" 

— 0y  mufm 

Ds" 

Jj 

-R'  ( 

f Dk< 
^ Di' 

rrrTï’<**r’' 

Dy' 

Ds' 

- 1 y - 

Dx' 

Ds' 

<Tî')  =0. 

Comme  ccs  variations 

font 

indépendantes 

entr’elles,  on 

} 
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aura  d’abord! ces  crois  équations  indéfinies  pour  tous  les 
points  du  fil 


i‘  X' 
dt^ 


D m D . 


Dm-D. 


RDx 

Di 

RDy 

Di 


= o, 

B3  O , 


Dm -^Dm-D. 

Quant  aux  termes  alFeftés  de  Jx',  fy',  t tx",  fy"ySl\ 
on  remarquera  que  fi  le  fil  eft  fuppofé  fixe  à Tes  deux  ex- 
trémités , ces  variations  feront  nulles  d’elles-mêmcs , & les 
termes  dont  il  s’agit  difparoîtront;  de  forte  que  dans  ce  cas 
la  folution  du  problème  dépendra  uniquement  des  trois  équa- 
tions précédentes. 

Mais  fi  le  fil  étant  fixe  dans  fon  extrémité  fupérieure , a 
l’extrémité  inférieure  libre , alors  il  n’y  aura  que  les  trois  va- 
riations qui  feront  nulles,  & pour  faire  difpa- 

roître  les  trois  autres,  il  faudra  fuppofer  R"  = o.  Ainfi  dans 
ce  cas  il  faudra  encore  fatisfaire  i la  condition  que  R foit 
nul  à l’extrémité  inférieure  du  fil. 

A l’égard  des  valeurs  de  Üs  & de  Z?/«,  il  eft  clair  que 
D J,  élément  de  la  courbe  du  fil  ,eft  —V'(Dx*-^Dy*-\-D-[')  y 
& que  Dm,  mafî'e de  cet  élément , eft  = • Z3 J , • étant  i’épaif- 
feur  de  cet  élément. 

42.  Si  on  fuppofeque  le  fil  s’éloigne  très-peu  de  la  figure 
reélilignci  c’eft-à-dire  de  l’axe  des  enforre  que  x Sx.  y 
foienc  toujours  très-petites  vis-à-vis  de  & par  conféquenc 
aufîi  Dxy  Dy  vis-à-vis  de  on  aura  aux  quantités  du 

fccond  ordre  près  D s = D\.  Et  fi  on  fuppofe  de  plus  que 
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le  fil  foie  crès-pea  excenfibie,  enforte  que  les  longueurs 
s foient  prefque  confiantes  relativement  au  tems,  on  aura 
& par  conféquent  aufli  • prefque  nuis.  La  der- 
nière équation  fe  réduira  donc  à /?  = o,  d’où 

l’on  tire  en  intégrant,  R — conll  — irS^Ds^  puifque 
D m ocs  t Ds. 

Dans  la  théorie  ordinaire  des  cordes  vibrantes,  on  fait 
abdraclion  de  la  pefanteur  de  leurs  particules , & on  les 
fuppofe  fixes  par  les  deux  extrémités.  Faifant  donc  dans  ce 
cas  w nul , on  aura  R confiante  , & prenant  auHi  l’élément  D s 
ou  pour  confiant,  on  aura  ces  deux  équations  âux dif- 
férences partielles 

d' X R D' X d'y  R D'y 

~7?  7~  • ~ ° » ~7t'  T • ““7“  ' 

dont  l’intégrale  complette  efl , d.ans  le  ca§  de  » confiante , 

* . y =/(ï+ ' v^4-)  — fO  - ‘ V-f) . 

fyicF  dénotant  deux  fonctions  arbitraires. 

Cette  formule  contient  toute  la  théorie  des  vibrations  des. 
cordes  fonores , comme  on  peut  le  voir  dans  les  Mémoires 
des  Académies  de  Berlin , de  Pétersbourg  & de  Turin. 

Dans  le  cas  d’une  chaîne  pefante  vibrante , l’extrémité  in- 
férieure étant'libre , il  faut  que  R y foit  nul  j par  confé- 
quent fi  on  fait  commencer  les  intégrations  repréfentées  par 
la  caraélériflique  5 au  bout  fupérieur  de  la  chaîne  où  :[  = o , 
on  aura  R—t(â  — S*  D s)  y A étant  la  valeur  de  l’inté- 
grale 5i  Dr  pour  toute  la  longueur  de  la  chaîne. 

Faifant  donc  cette  fubflitution  dans  les  deux  premières 
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équations,  on  aura,  à caufe  de  Dm  = *Dsy  en  prenant 
U s pour  confiante , 


</*  X 

'de* 

de* 


D.(A-^SiDs)Dx 

= o. 


D.(j4  — S,Ds)Dy 

* 77)s' 


Lorfque  la  chaîne  eft  uniformément  épaifle,  alors  » eft 
Tunité , S*Ds—Sy  A — l longueur  de  la  chaîne,  & 
les  équations  deviennent 


d*  X 
at* 


^ ^ PCI— s)  Dx  


P 

Pn—t)  Dy 

Pt' 


Oy 


mais  elles  ne  font  intégrables  par  aucune  méthode  connue 
jufqu'ici. 

4 3 - Si  on  vouloir  regarder  le  fil  comme  inextenfible,  il 
faudroit  eflacer  dans  l’exprefCon  de  V le  terme  SfRd  ü Sy 
& par  conféquent  dans  l’équation  générale  le  terme  R^Ds'y 
mais  il  faudroit  d’un  autre  coté  tenir  compte  de  l’invariabi- 
lité des  élémens  Dsy  laquelle  donne  l’équation  de  condi- 
tion Ds  — conft  — O 'y  d’où  réfultera  le  ternie  S>-tDs  i 
ajouter  au  premier  membre  de  la  même  équation  ( art.  13, 
Se£l.  précéd.).  De  forte  que  comme  ce  nouveau  terme  eft 
entièrement  femblable  à celui  qui  doit  être  eff  acé , en  pre- 
nant X à la  place  de  ü , on  aura  toujours  les  mêmes  for- 
mules. 

Mais  il  faut  remarquer  k l’égard  des  cordes  vibrantes , que 
dans  le  cas  de  l’inextenfibilité , on  ne  peut  pas  fuppoferles 
deux  extrémités  fixes  comme  dans  celui  de  l’extenfibi- 
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licé;  car  pour  que  la  corde  foit  tendue,  il  faut  que  l’une  des 
extrémités  foit  cirée  par  une  force  qui  tende  a la  mouvoir;  & la 
fuppofition  la  plus  funpleell d’imaginer,  comme  dans  l’art.  36, 
que  la  corde  palTe  dans  un  anneau  fixe,  & foutienne  enfuitc  un 
poids  donné  ^ A/.  De  cette  maniéré  on  aura  pour  l’extrémité  in- 
férieure de  la  corde  x"  &:y"nu!s,  & par  conféquent  p , 
ly'zxaoi  mais  y fera  variable,  & exprimera  la  diftance 
verticale  du  poids  ■nM,  depuis  l’origine  des  coordonnées 
Et  il  faudra  pour  avoir  égard  à l’aclion  de  ce  poids,  ajouter 
À la  valeur  de  K le  terme  — parce  que  l’acbidn  du 
poids  tend  à augmenter  & par  conféquent  au  premier 
membre  del’équation  générale,  le  terme  difFérentiel  — ■nMty. 
Orpuifque  u’eft  pas  nul  ici  comme  dans  le  cas  de  l’ar- 
ticle 41 , il  doit  relier  dans  l’équation  générale  le  terme 

^ -I#  ^ , 1 ■ / ! 

x"  en  mettant  x aii  lieu  de  R dans  la  formule  de 

l’art.  41.  Ce  terme,  étant  ajouté  au  précédent , donne. _ . . 
(y  ^ — wM J y.f  quantité  qui  doit  être  nulle  indépen- 

damment  de  t:('  ; d’où  l’on  tire  x"  Af  = o , ou 

bien , à caufe  de  D^"  = D s"  à très-peu  près , x"  = , M. 
Ainfit  comme  R , & par  conféquent  aulC  x efl:  une  quantité 
confiance  dans  le  cas  des  ofcillations  très-petites , & en  fai- 
fant  abllracHon  de  lapefanteur  de  la  corde , on  aura  en  général 
X = w Af.  D’où  l’on  voit  que  la  force  de  tenfion  » M efl  dans 
le  cas  de  l’incxtenfibilité  égale  à la  force  de  contraélion  R 
du  fil  fuppofé  cxtenfible.  , 

44-  Ces  difFérens  exemples  renferment  k peu-près  tous 
les  problèmes  que  les  Géomètres  ont  réfolus  fur  le  mou- 
vement d’un  corps  ou  d’un  fyllcme  de  corps;  nous  les 

avons 
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avons  choifis  à de(Tein , pour  qu’on  puifle  mieux  juger  des 
avantages  de  notre  méthode , en  comparant  nos  folutions  avec 
celles  que  l’on  trouve  dans  les  ouvrages  de  MM.  Euler , Clai- 
raut,  d’Alembert,  &c,  &c  dans  lefquelles  on  ne  parvient  aux 
équations  différentielles  que  par  des  railonnemens,  des  conf- 
truthions  & des  analyfes  fouvent  afièz  longues  & compliquées. 
L’uniformité,  & la  rapidité  de  la  marche  de  cette  méthode 
font  ce  qui  doit  la  diftinguer  principalement  de  toutes  les  au- 
tres , & ce  que  nous  voulions  fur-tout  faire  voir  dans  ces  ap- 
plications. 


SIXIEME  SECTION. 

Sur  la  rotation  des  Corps,' 

L’ IMPORTANCE  & la  difficulté  de  cette  queflion  m’en- 
gagent à y deftiner  uneSeélion  i part , & à la  traiter  à fond. 
Je  donnerai  d’abord  les  formules  les  plus  générales,  & en 
même-tems  les  plus  fïmples  pour  repréfenter  le  mouvement 
de  rotation  d’un  corps  ou  d’un  fyllême  de  corps  autour  d’un 
point.  Je  déduirai  enfuite  de  ces  formules , par  les  méthodes 
de  la  Seétion  quatrième,  les  équations  néceffaires  pour  dé- 
terminer le  mouvement  de  rotation  d’un  corps  animé  par 
des  forces  quelconques.  Enfin  je  donnerai  différentes  appli- 
cations de  ces  équations. 

Quoique  ce  fujet  ait  déjà  été  traité  par  plufieurs  Géomè- 
tres, la  théorie  que  nous  allons  en  donner,  n’en  fera  pas 
moins  utile.  D’un  côté  elle  fournira  de  nouveaux  moyens  de 

Vv 
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réfoutire  le  problème  célèbre  de  la  rotation  des  corps  de 
figure  quelconque;  de  l’autre  elle  fervira  k rapprocher  SC 
réunir  fous  un  meme  point  de  vue  , les  folutions  qu  on  a 
déjà  données  de  ce  problème , & qui  font  toutes  fondées 
fur  des  principes  différens  , & p.réfentées  fous  diverfes  formes. 
Ces  forces  de  rapprochemens  font  toujours  inftruétifs,  & ne 
peuvent  qu’être  très-utiles  aux  progrès  de  l’analyfe  ; on  p>eut 
même  dire  qu’ils  y font  néceflaires  dans  l’état  où  elle  eft  au- 
jourd’hui ; car  à raefure  que  cette  fcience  s’étend  fie  s’enri- 
chit de  nouvelles  méthodes , elle  en  devient  auffi  plus  com- 
pliquée ; Ôc  on  ne  fauroit  la  fimphfier  qu’en  généralifant  6c 
réduifant  tout-à-la-fois  les  méthodes  qui  peuvent  être  fuf- 
ccptibles  de  ces  avantages; 


S-  I. 


Formules  générales , relatives  au  Mouvement  de  rotation, 

J . Les  formules  différentielles  trouvées  dans  la  première 
Partie  (art.  55,  Seél.  cinquième)  pour  exprimer  les  varia- 
tions que  peuvent  recevoir  les  coordonnées  d’un  fyftême 
quelconque  de  points , dont  les  diftances  font  invariables , 
s’appliquent  naturellément  à la  recherche  donc  il  s’agit  ici. 

• Car  cette  fuppofitioa  ne  fait  qu’anéantir  les  termes  qui  ré- 

fulteroient  des.  variations  des  diftances  entre  les  différens 
points  ; enforte  que  les  terme?  reftans  expriment  ce  que  dans 
le  mouvement  du  fyftême,  il  y a de  général  6c  de  commun 
à tous  les  points,  abftraéHon  faite  de  leurs  mouvemens  rela- 
tifs; or  c’eft  précifément  ce  mouvement  commun  fie  abfolu 
que  nous  nous  propofons  ici  d’examiner. 
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2.  En  changeant  dans  les  formules  donc  nous  venons  de 
parler,  la  caractériftique  <Ten  </,  on  aura  pour  le  mouve- 
ment abfolu  du  fyftème , ces  trois  équations 

dx  = d>^-^:idM — ydN  ^ 

dy  =i  d X dÉ \d  L 

d-[  = dt  -Jt-y  dL  — xd  My 

dans  lefquelles  x , ^ , :j  repréfencent  à l’ordinaire  les  coor- 
données de  chaque  point  du  fyftême  par  rapport  à trois  axes 
fixes .&  perpendiculaires  entr’eux;  & où</a,  dy^ , dv  ydLy 
d M,  d N font  des  quantités  indéterminées,  les  mêmes  pour 
tous  les  points , & qui  ne  dépendent  que  du  mouvement  du 
fyftême  en  général. 

3.  Soient  maintenant  V,  y,  y les  coordonnées  pour 
un  point  déterminé  du  fyftême,  on  aura  donc  aufli 

d x'  =■  d'y  d M — y'  d N 

dy' =■  d N — "(^dL 

d\'  = d r -¥y'  d L — xf  dMÿ 

par  conféquent  fi  on  retranche  ces  formules  des  précédentes, 
& qu’on  faflè  pour  plus  de  fimplicité  x — x!  — ^ ,y  — y==:>i, 
— :j'  =3  J',  on  aura  ces  équations  différentielles 

d^==ndM-~ndN  • 

d>  ==^d>N — r:dL  . . . 

dZ  = ndL—^dMy 

dans  lefquelles  les  variables  ?,»,?,  repréfenteront  les  coor- 

Vv  1 
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données  des  difTérens  points  du  fyftcme , prifes  depuis  un 
point  déterminé  du  même  fyfttme,  point  que  nous  nom- 
merons dorénavant  le  centre  du  fyftême. 

4.  Ces  équations  étant  linéaires  & du  premier  ordre  feu- 
lement, il  s’enfuit  de  la  théorie  connue  de  ces  fortes  d'équa- 
tions , que  fi  on  défigne  par  f',  f",  k'"  trois  valeurs  parti- 
culières de  0,  & par  & Ç',  Ç",  Ç"'  les  valeurs  cor- 

refpondautes.  de  <*&?■,  on  aura  les  intégrales  complettes 

'•  • ' » / -t-c 

f = aC'-+-K"-4-c?'", 

Oy  h , étant  trois  confiantes  arbitraires. 

Il  efi  clair  que  Ç',  ne  font  autre  chofe  que  les  coor- 
données d’un  point  quelconque  donné  du  fyfiême,  & 
que  de  même  ê",  K"  & fy  ”"y  K"'y  font  les  coordonnées 
de  deux  autres  points  du  fyfiême  aufii  donnés  à volonté  ; 
ces  coordonnées  ayant  leur  origine  commune  dans  le  centre 
du  -fyfiême, 

Ainfi , en  connoifiaht  les  ordonnées  pour  trois  points  don- 
nés , on  aura , par  les  formules  précédentes , les  valeurs  des 
coordonnées  pour  tout  autre  point , valeurs  qui  feront  des 
fonctions  linéaires  femblables  des  coordonnées  données. 

Mais  il  ftht  déterminer  les  confiantes  u , b y c. 

Pour  cela  je  remarque  que  puifque  dans  les  équations  dif- 
férentielles on  a regardé  comme  invariables  les  difiances 
entre  les  difFérens  points  du  fyfiême , ces  difiances  doivent 
être  des  fonélions  des  confiantes  introduites  par  l’intégra- 
tion ; ainfi  il  faudra  prendre  quelques-unes  de  ces  difiances 
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pour  données , afin  de  pouvoir  déterminer  les  confiantes  dont 
il  s’agit. 

Soit  donc 

r H-f*  ==^*, 

rk"+- r*  =^"*, 
ri  - «V*  -H  r- — «y*  -+-  (K  - çv*  “ S'* , 

~ r;*-h  - n"/ 

re  - /'/  ,:  ’• 

; — ^'7  -f-  r-'  - «V*  r?'-  ^7=<^’ , 

C^'—  r/  -h  (J—  »y + ^>')^r=c'* , 

"—  r'V’  -t-  ."y-  -»-  (^'— 

les  diftances  A',  A\  A"\  B\  B'\  &c;  étant  fuppofées 
données;  & faifant  pour  abréger 

F/ A'+A>'—B"  J.,, 

» » X f X 9 

^''-hA"‘—C‘*  _ A^-hA'"‘—C"'  Q,„  _ A"‘-h  A'"'—  C'"> 

X f X t xi 

on  aura,  à la  place  des  fîx  dernieres  équations,  celles-ci 
plus  flmples. 
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r r H- 

{'r-+-.'»'"-+-ç'r=G", 

G'". 

Or,  fl  dans  les  trois. premières  de  ces  équations  onfub- 
ftitue  les  valeurs  de  Ç,  »,  Ç de  l’afticle  précédent,  on  aura, 
en  vertu  des  autres  équations»  les  trois  fuivant», 

a h G'  -4-  C G'*  = P , 

a.G>  ’*rh'A'^^<x  G"'^P\ 

aG"^  b G'"  -4-  c ><"'•=  P" y 

d’où  l’on  tirera  aifément  les  valeurs  de  a,  e. 

J.  Si  les  trois  points  du  fyftême  que  nous  avons  pris 
pour  donnés  ( art.  3 ) font  difpofés , enforte  qu’ils  forment 
des  triangles  rettangles  autour  du  centre,  lequel  en  fera  le 
fommet  commun , c’eft-à-dire  , que  ces  points  foient  pris  • 
dans  trois  droites  paiïànt  parle  centre,  5c  formant  entr’elles 
des  angles  droits,  il  eft  vifible  qu’on  aura  alors  0'=o, 

G"  »=  O , G"'  = O ; & les  trois  équations  ci-deflùs,donneront- 
fur  le  champ  , . 

P I __  r"  ^ _ F“' 
a =»  ^ ^ A"“  • 


. 6,  Au  refte,  quoique  les  trois  points  dont  il  s’agit  foient 
à volonté , fl  on  regarde  comme  données  les  fix  quantités 
A' y A",  A'",  G’y  C'y  C'y  il  eft  clair  que  les  coordonnées 
d’un  quelconque  de  ces  points  feront  déterminées  par  celles 
des  deux  autres;  par  exemple,  les  coo^onnées  I'",  »'",  Ç"', 
feront  déterminées  par  les  trois  équatiom 
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re"'-+-  »" 


^///i  ^///.  ç/./,  ^ 

lefquelles  , dans  le  cas  de  O'  =x>.  G"  »=  o , G'*'  «=  © 
donnent 


JH^ 


j^A"  y 

A'" 


A' A"  9 

A'* 


* ' A’  A”  ‘ 

7*  Quoique  l’analyfe  précédente  Toit  très-dire£le,  on  peut 
néanmoins  parvenir  aux  mêmes  réfultats  par  une  voie  plus 
naturelle,  en  partant  de  cette  confidération  géométrique, 
que  la  pofition  d’un  point  quelconque  dans  l’efpace , «ft  en- 
tièrement déterminée  par  fes  diftances  à trois  points  donnés. 

En  effet,  fuppofons  que  les  coordonnées  'de  ces  points 
/oient  x'y  y',  pour  le  premier,  x'',  y',  :j"  pour  le  fécond, 
^ X ,y  , y pour  le  rroifieme , & que  Jc,  _y,  foient  en 
général  les  coordonnées  d’un  autre  point  quelconque  donc 
les  diftances  à ces  trois  points-là  foient  repréfentées  par 
/,  #77,  #7 J il  eft  clair  qu’on  aura  ces  trois  équations, 

- ^7 ->-/> -y7 r/ -.f  / ==  «% 

(y-  f y H_  , 

à laide  delquelles  on  pourra  déterminer  x,^,  ç en  fonc- 
tions de  x',  y,  x",  &c. 
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S.  Pour  faciliter  cette  détermination,  nous  nommerons 
de  plus  /,  A les  diftances  entre  les  trois  points  donnés , 
c’eft-à-dire , les  trois  côtés  du  triangle  formé  par  ces  points  ; 
ce  qui  donnera  ces  trois  équations, 

K ^ ry'  -y  / + rf  =/• , 

Cx"'- x'r  H-  ly'"  - y / -f-  rf  ' - 

(>!"  - x"/  -t-  (y"'  —y")'  -H  d"- i')\  =h\ 

Nous  ferons  enfuite  pour  abréger , 

X — x'  =.  ç,  ^ —y  = » , ^ = Ç , 

x"  - x'  =3  r,  y"  -y  = .' , f - = Ç' , 
x"' — x'  = r',  y"'-  y = «" , i"— 

8c  par  ces  fubftitutions  les  équations  précédentes , ainü  que 
celles  de  l’article  précédent , deviendront 

r + =/*, 

r‘ -H 

d' - 17  (•"  - »7 

r?  - ?7 -+- r»  - ^ -f- 1'?  - «y* 

rç-e7  -4-r— «‘'7+rç-  . 

lefquelles  peuvent  fe  changer  en  celles<i  plus  fimplcs , 
f'*  -t-  »'•  ç'*  =/»  ^ 

f'î" 
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çY' H- c'ç"= 

= /*, 

f I ^ 4,  ^ ^ •'■■  '■ 

l 

ç.  La  difficulté  confifte  maintenant  à trouvet'lês  incon- 
nues I,  ",  Ç dans  les  trois, dernières  élquaciens;  or  en  fai« 
fant,  pour  abréger,  . . ^ 

P -<-/•  — m»  • f*  /»— «» 

-a.  Z ~ ht  ^ , » j — 'j  ^ 

on  cirera  d’abord  des  deux  dernieres,  ' " ■ — - i j"; 

^ t' 9 . 

_ f.*"— 

" »'i"  — ,''4'  .9 

» 

& ces  valeurs  étant  fubfticuées  dans  l’équation  I*  -+«  »*  -t-  Ç*=  /* , 
on  aura,  après  avoir  ordonné  les  termes, 

ffn'  ç"  - ^ ç» 

-t-  X Cf»'  r-  r»"  Y/*’-'— 

^ r?'  ""  - »'  I"/  /*  - r^r'  - r ev*  - r/*  «"  - r 

Repréfentons  par  A le  coefficient  de  C,  par  z 5 celui  de 
Ç,  & par  C les  deux  termes  ffx^" — y^'/  -t~  , 

on  aura  à réfoudre  l’équation 

r -M -ff  ç = f ^ r/ C, 

Xx 
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laquelle  donne 

= ((^\"  — nt!')'  — AC). 

Or  on  a B^-AC=^ 

- i ç"  _ ^ n>^)  (t  k"  - r î";  r/*  *"  - ' * v - » ^') 

-+-  - 1' c"/  - ' 5'/  ~ rr»'  ?"  - ?'  •"/ 

- a Ç'  - Ç'-";  Ç'r.  — Ç";  (^^'^f.')  (t-  5"-  » 

_ _ l' ç"  / h" — r/  ; ("m  «" — ' 

_ rf7; 

= _ ,"__  /f"/  (^^/X  r Ç7  -+-  f/x  ,"_  „7h-^mÇ"—  ' çyVi 

de  forte  qu’en  faifant  encore 

r/  -t-  r^  r «7  4 r Ç'/  = I?  , 


on  aura 

i ç 4- B = rr  r ; f ’^ /•  - 2?;. 

I ■ 1 ' I . ■ 

Mais  les  valeurs  de  AyBy  D fe  réduifent  aiféraenc  aux 
expre/Iions  fuivantes, 

A^(  r*.-+--/'’-i-  rv  ft'  -4-«"*h-  ?';v — 

' '=/'«•- (^^y,  ’ 

B=i.(((t:'^  ■'  ■"  -(-  {'  f'v  ?" — f ?"•  -<-  •"’  '4-  î"-;  i) 
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- r -4- -+-  r';  î"  - rç'  ç"  *'  »"  ^ 

(-^—  0 -</'  ^ - —7=^0» 

= M ' r/’ - A*  j ; 

fî  donc  on  fubflitue  ces  valeurs , & qu’on  falTe  pour  plus 
de  fimplicité, 

P-ht-h'  ■ ■' 

. 

a 


è=^ 


y>»  . . 1 r « 

r/'-M 


p+e'-f^" 
1 


/v-(^— y ■ 

yX<pg‘!‘-(.  y -*v) 


■/■■«■-  C 


P-*-e'->''  \‘ 


) 


on  aura 

Pour  avoir  les  valeurs  de  | & de  x , il  fuffira  de  remar- 
quer que  les  équations  primitives  demeurent  les  mêmes,  en 
y changeant  à la  fois  les  quantités  Ç,-^,  Ç"  en  'n , «/',•  ou 

en  f,  V\  or  les  quantités  a,  h étant  des  fonéUons  ra- 
tionelles  de  g'^  A*,  /*,  m*,  a*  ne  peuvent  que  demeurer 
les  mêmes  audi  ; Sc  la  quantité  c étant  exprimée  par  une 
fonélion  radicale  des  mêmes  quantités/,  &c,  pourra 
changer  de  figne  j c’eft  pourquoi  ‘on  aura  en  général , 

Xx  1 
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r : r X = H" ±c(ï:  J' rrrlX!'). 

De  plus  pour  détermmer  les  lignes  de  c,  il  Tuffira  de  conCdërer 
les  'deux  équations  |"|-4-i,"if'-4-Ç"ç=r; 

2c  fubftituant  les  valeurs  précédentes  de  Ç,  on  verra 

que  pour  la  vérification  de  ces  équations , il  fera  nécelTaire 
de  prendre  les  fignes  inférieurs  de  c dans  les  exprelîîons  de 
» 2c  de  Ç. 

Donc  enfin  on  aura 

I = a fH- ^ f '4- c Y - r -V , 

Ç = Û Ç'  H-  ^ Ç"H-  c fr 

lO.  Il  eft  clair  que  dans  ces  exprefilons,  les  quantités 
a y b y c étant  des  fonéUons  des  diftances  f,g  y h yl , my  n y 
ne  dépendent  que  de  la  pofition  refpeélive  des  difFérens  points 
les  uns  par  rapport  aux  autres  ; enforte  que  fi  on  regarde 
cette  pofition  comme  invariable,  ce  qui  a lieu  à l’égard  de 
tout  corps  folide , il  faudra  que  Uy  by  c demeurent  conf- 
tantes,  pendant  que  le  corps  fe  meut;  2c  ces  quantités  fe- 
ront feulement  variables  d’un  point  du  corps  à l’autre,  au- 
lieu  que  les  quantités  Ç',  qui  (ê  rapportent 

à des  points  déterminés  du  corps , feront  les  mêmes  relati- 
vement à tous  les  autres  points , 2c  varieront  d’un  moment,  à 
l’autre  pendant  le  mouvement  du  corps. 

Pour  fe  former  une  idée  plus  nette  de  ces  différentes  quan- 
tités par  rapport  à un  corps  quelconque , on  confidérera  que 
fi  par  le  point  donné  du  corps  qui  répond  aux  coordonnées 
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y,  ij',  & que  nous  avons  nommée  ci-defTus  le  premier 
point  y mais  que  nous  nommerons  dorénavant  le  centre  du 
corps , fi  par  ce  point , dis-je , on  mene  trois  axes  parallèles 
aux  axes  des  coordonnées  x , ^ ^ , les  difFérences  x — x', 
y — y,  c’eft-à-dire,  les  quantités  »,  Ç ne  feront 

autre  chofe  que  les  coordonnées  d’un  point  quelconque  du 
corps  par  rapport  à ces  mêmes  axes;  de  même  les  quantités 
Ç',  »',  Ç',  & »' J Ç"  feront  les  coordonnées  des  deux  autres 

points  donnés  du  corps  rapportés  aux  mêmes  axes. 

Or  comme  la  pofition  de  ces  points  dans  le  corps  eft  arbi- 
traire, on  peut  fuppofer  pour  plus  de  fimplicité,  que  leurs 
diftances  au  centre  du  corps  foicnt  = i , & que  de  plus  les 
droites  menées  par  le  centre  & par  les  deux  points  dont  il 
s’agit,  forment  entr’elles  un  angle  droit;  moyennant  quoi 
on  aura  f = i,  i.  Si.  h*  = f*  = i;ce  qui  Am- 
plifiera beaucoup  les  valeur;  de  <z , b , c. 

Qu’on  Imagine  maintenant  que  le  corps  foit  placé  de  ma- 
niéré que  les  deux  droites  dont  nous  venons  de  parler,  coin- 
cident avec  les  axes  des  coordonnées  Ç & »,  enforte  que 
l’on  ait  dans  ce  cas  i , »'=  o , Ç'œ  o , ?"=  o,  »"=  i , 
Ç"  = o ; & les  formules  de  l’article  j donneront  pour  lors 
I = a,  » = i,  Ç =c. 

, D’où  il  s’enfuit  que  u , b ^ c ne  font  autre  chofe  que  les 
coordonnées  rectangles  d’un  point  quelconque  du  corps , 
rapportées  à trois  axes  pafiant  par  fon  centre,  & fixes  dans 
fon  intérieur,  dont  l’un  pafie  par  le  point  qui  répond  aux 
coordonnées  »',  Ç',  l’autre  par  le  point  relatif  aux  Ç",  »",  , 

& le  troifieme  foit  perpendiculaire  k ces  deux-là. 

I I.  Ainfi  donc  on  aura  pour  chaque  point  du  corps  ou 
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fyftême  les  coordonnées, 

x = x'-+-Ç,_y=y^-«,  î = î'-4-î, 
dans  lefquelles 

» e=9  a b n"  C J" y 

Ç = flÇ'-t-5Ç"-4-cî'", 
en  faifant  pour  abréger, 

ç'«",  = — 

mais  il  faudra  que  les  fix  quantités  Ç',  f",  »”,  C" 

fatisfalTent  à ces  trois  équations  de  condition  ( arc.  8 ) , 

= I 

f‘-h  = I , 

enforte  qu’il  n’y  aura  en  tout  que  fix  variables  dépendances 
du  changement  de  fituation  du  corps  ; favoir , les  trois 
x',  y,  qui  déterminent  la  pofition  du  centre  dans  l’efpace , 
& trois  des  Cx  Ç',  Ç",  &c.  Ces  variables  feront  les 

mêmes  relativement  à tous  les  points  ; au  contraire  les  trois 
quantités  a,  b,  c feront  différentes  pour  chaque  point,  & 
ne  dépendront  que  de  la  pofition  refpective  des  points  les 
uns  par  rapport  aux  autres. 

Il  eft  bon  de  remarquer , au  refte , que  les  trois  quantités 
f'",  Ç"'  font  aulli  telles  que 
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|///.  ^ ,///.  ç///.  ^ J ^ 

Ç"'=»  O, 

la  première  de  ces  équations  fuit  de  ce  que  ( »'ç" — Ç'  /y* 

— «'«"-f- Ç' = i;  & les  deux  autres  font  évi- 

dentes par  elles-mêmes. 

Ainfi  l’on  aura  entre  les  neuf  variables,  Ç',  ç', 

> fi*  équations  de  condition  coutes^  femblables , 
ce  qui  fait  que  ces  quantités  font  permutables  entr’elles. 

I 2 . Les  formules  qui  viennent  d’être  trouvées  par  des 
conHdérations  particulières , peuvent  Ce  déduire  aufll  immé- 
diatement de  la  fimple  confidération  des  coordonnées  rec- 
tangles. £n  effet , puifque  ^ , it , ^ font  les  coordonnées 
d’un  point  quelconque  du  corps  ou  fyftême  par  rapport  à 
trois  axes  qui  Ce  coupent  perpendiculairement  dans  le  centre, 
& que  <z,  C'font  aufli  les  coordonnées  du  même  point, 
mais  par  rapport  à trois  autres  axes  qui  Ce  coupent  pareil- 
lement dans  ce  même  centre;  il  s’enfuit,  1°.  que  f,  »,Ç 
peuvent  s’exprimer  en  fbn£lions  de  a,  b ^ c.  1°.  que  ces 
fonélions  ne  fauroicnt  être  qiie  linéaires;  car  û on  fuppofe 
entre  Ç Ç une  équation  linéaire  repréfentant  un  plan  quel- 
conque , il  faudra  que  la  transformée  en  a,  c,  foi t li- 
néaire aulli , puifqu’on  fait  que  l’équation  d’un  plan  eft  tou- 
jours du  premier  degré , quellçs  que  foient  les  coordonnées 
auxquelles  on  le  rapporte.  Ainfi  les  expreffions  de  f , * , $ 
en  a,  b,  c ne  peuvent  être  que  de  la  forme  fuivante  , 
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1 = ûÇ'-h^r-t-cr, 
n = b »'  -+-  b »"  ■+■  c 
Z — a -4-  b 

les  quantités  I"',  &c , étant  les  mêmes  pour  tous 

les  points  du  corps , 5c  dépendant  uniquement  de  la  pofl- 
tion  des  axes  des  a , é , c par  rapport  à.  ceux  des  I , Ç. 

1 3 . Or  comme  les  coordonnées  |,»,ÇôCa,^,c  ont 
la  même  origine,  Ôc  répondent  à un  même  point  quelcon- 
que , il  eft  clair  que  la  diftance  de  ce  point  à l'origine  con- 
nue des  coordonnées,  fera  exprimée  également  par  y 
-4-  »*-4- 1^')  6c  par  V ( a*-4-  b*  -4-  c' ) ; donc  il  faut  que  les  deux 
quantités  -4-  »’  -H  ^ 6c  a*-4-  b'  -H  c*  foient  identiques , 6c 
que  par  conféquent  la  première  devienne  la  fécondé  , en  y 
fublHtuant  les  valeurs  de  |,  »,  Ç en  a,  c. 

Faifant  ces  fubflitutions  , 6c  comparant  les  termes  fcm- 
blables,  on  aura  les  fix  équations  de  condition, 

{'•  -H  -t-  ç"  = 1 , 1"*  -4-  -H  =r  1 , V"*-4-  I , 

i'i/'_H»'.''-4-çr'=o,rç'"-4-»v"-v4r"===o,?T"-+-»^''^-4-rr==o, 

par  lefquelles  les  neuf  variables  ?',»',  Ç',  I",  6cc,  fe  réduiront 
à trois  indéterminées  ; 6c  ces  équations  s’accordent , comme 
l’on  voit,  avec  celles  de  l’article  ii. 

’I  4-  En  général  fi  on  confidere  deux  points  quelconques, 
dont  l’un  réponde  aux  coordonnées  I , » , Ç 6c  l’autre  aux 
coordonnées  1 1,  » i , Ç i,  8c  que  a,^,c,  ai,^i,ci  foient 
les  autres  coordonnées  répondantes  aux  mêmes  points,  il  ell 
clair  que  la  diftance  entre  ces  deux  points,  fera  exprimée 

également 
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également  par  V((^ — -t- fÇ  — Ç j/J  , & 
par  V ((a  — a — b i/-\-  (c  — c\y)\  de  forte  qu’il 

faudra  que  l’on  ait  toujours  cette  équation  identique^J — f i )* 
H- » i/H-f Ç — Ç 1/ = (^a  — a i/h- -3  i/-f- j^c— ci/. 
Mais  il  eft  vifible  que  pour  avoir  |i,  m,  Çi,  il  n’y  a qu’à  chan- 
ger a,^,cenai,  ^i,ci  dans  les  expreffions  générales 
dç  Ç,  »,  Ç;  & qu’ainfi  pour  avoir  les  valeurs  de  .f  i , 
■ —il,  Ç — ç i , il  n’y  aura  qu’à  mettre  dans  les  mêmes  ex- 
prellîons  a — ai, A — b \ y c — ci  à la  place  de  a , ^ , c. 
Subllituant  enfuite  ces  valeurs  dans  l’équation  identique  pré- 
cédente , & comparant  les  termes , on  aura  les  mêmes  équa- 
tions de  condition  trouvées  ci-deflus, 

D ’où  l'on  peut  conclure  que  ces  équations  font  les  feules 
nécelTaires  pour  faire  enforte  que  la  polltion  refpeétive  des 
diflFérens  points  du  fyftême  les  uns  par  rapport  aux  autres , 
foit  déterminée  uniquement  par  les  quantités  a , ^ c , 5c  ne 
dépende  en  aucune  maniéré  des  quantités  f',  ç",  5cc. 

I 5 • On  peut  trouver  aufli  par  la  même  méthode  d’autres 
relations  remarquables  entre  les  mêmes  quantités  ç', 

y 5cc,  Ôc  qui  peuvent  être  utiles  dans  plufleurs  occafions. 

Et  d’abord  fi  on  ajoute  enfemble  les  trois  forjnules  de 
l’article  ii,  après  les  avoir  multipliées  refpeétivement  par 
I',  n'y  Ç',  ou  par  I",  »",  Ç",  ou  par  f ",  Ç"',  on  aura , en 

vertu  des  équations  de  condition  de  l’article  précédent , ces 
formules  inverfes, 

• = -H»/ -+-ÇÇ', 

• i = II" -+-»»" -4- 

• c=ir^.»'"+çr; 

Yy 
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donc  fubftituant  ces  valeurs  de  a,  c dans  l’équation  iden- 
tique a*  ^ ' -f-  c*  = -t-  Ç* , on  aura  par  la  compa- 

raifon  des  termes , ces  nouvelles  équations  de  condition  , 

^ H-  r‘  = I , -4-  »"*  -4-  4-  »'"•==  r,  ç'*-4-  Ç"*  r*=  I , 

lefquelles  font  nécêflairement  une  fuite  de  ceHes  de  l’article 
précédent,  puifqu’elles  réfultent  de  la  même  équation  iden- 
tique. 

I 6.  Mais  lion  cherche  diredement  les  valeurs  de  a , ^ , c 
par  la  réfolution  des  équations  de  l’article  ii,  on  aura, 
d’après  les  formules  connues, 

iCi'T-  -t-  - r c"  - î"'  4 "J  -f-  ç r - •"  t'"  ; 

J- 

I _ 4('c,'"-r»';  H-  i(vr  - r'c;  -+-  ç rvr-  »’"r; 

\ k * 

c ^ 

en  fuppofant 

k=  »"  iC  — -f.  ti  »">  — î"  »'  I"'  _ 

• Ces  exprellions  doivent  donc  être  identiques  avec  celles 
de  l’article  précédent  ; ainfi  en  comparant  les  coëfHciens  des 
quantités  ^,  » , ç , on  aura  les  équations  fuirantcs , 

//  _ ,/'/  ^ h.  _ f I'/  ^kn'y  I"  »•>'  - »"  f =.  A Ç', 

,/  ç'/  _ ^ A r",  Ç'  I"  — ç"  I'  = it  ?'  »''  — f " •'  = A 
Or  fl  on  ajoute  enfemble  les  carrés  des  trois  premières  f 
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on  a ^ n"  1^'"—,  _J_  ^'h Jt 

= A*  ^1'* Ç'*^  J le  premier  membre  peut  fe  mettre 
fous  cette  forme  -h  -+-  Ç"*  j (^"'*  -j-  -t-  ç'/'> } 

( f " -t-  n"  J"  -4-  tl" y ; donc  par  les  équations  de  condi- 

tion de  l’article  1 3 , cette  équation  fe  réduit  à 1 = A* , d’où 

A = i,.- 

Pour  favoÿ-  lequel  des  deux  lignes  on  doit  prendre , il  n’y 
a qu  à confidérer  la  valeur  de  k dans  un  cas  particulier  ; or 
le  cas  le  plus  limple  eft  celui  où  les  trois  axes  des  coordon- 
nées a,  é,  c coïncideroient  avec  les  trois  axes  des  coordonnées 
f > »»  Ç»  auquel  cas  on  auroit  |s=s  a,  » = ^ , |=  c,  & par 
conféquent  par  les  formules  de  l’article  1 1 , f'=  i î=ai , 
& toutes  les  autres  quantités  Ç",  J"',  &c,  nulles.  En 
faifant  ces  fubllitutions  dans  l’exprellion  générale  de  k,  elle 
devient  = i.  Donc  on  anra^  toujours  A =»  i. 

Au  refte , on  voit  que  les  trois  dernieres  équations  ci- 
delTus  font  les  mêmes  que  celles  que  l’on  a fuppofées  dans 
1 article'  1 1 j & les  lix  autres  s’en  déduifent  naturellement 
par  analogie. 

I7-  Ainfi,  fi  on  vouloir  réduire  les  neuf  quantités 
&c,  à trois  indéterminées,  il  fuffiroit  d’y  ré- 
duire les  fix  I',  S",  ç',  Ç'',  par  le  moyen  des  ’ trois 

équations  de  condition  «'*-+-  , f"*  -4-  i, 

puifque  les  trois  autres  |"V",Ç"'font  déjà 
connues  en  fondions  de  celles-là.  ’ 

En  prenant,  par  exemple,  pour  indéterminées, 

la  première  équation  donnera  d’abord 

& il  n’y  aura  plus  qu’à  déterminer  par  les  deux  équa- 

Yya 
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tiens  h"*  -+-  = I — f'*,  & "V'-t-Ç'?"  = — Ç'e".  Or  on  a 

J'  ç'  ç"/  -+.  (J  Ç"  — Ç'  h'7  = (J'  Ç'*;  f »"*-»-  Ç"*  ; équa- 
tion identique  ; donc  ( »'  Ç"  -+-  Ç'  »'{)*  = T**  * ^ 

_ ç'  ;•=  — I'*;  (x  — {"*; — r*  e"'= I — !'•-  ?"V. 

Ainfi  en  combinant  les  deux  équations  »'»" -h  Ç' Ç"î= — 

& Ç"  _ Ç-/ — f'V  » O” 

• • 

f V + Ç"  • 

Enfuite  les  trois  dernières  formules  de  l’article  précèdent 
donneront 

' = »'  Ç"  — h"  Ç'  , J'>  = Ç'  I"  — Ç'  » *"  •” 

I 8-  Pour  réduire  toutes  ces  exprellions  à une  forme  ra- 
tlonelle  & entière,  il  n’y  aura  qu’à  faire  I'  = cof  a, 
= fin  A cof/x , Ç"  = fin  A cof» , ce  qui  donnera.?'  = fin x fin/*, 
»"  = — cof  A cof  M cof  r — fin  M fin  r,  ?"= — cof  A fin  M cof  » 
-J-  cof>*  fin  »,^'"=fin  > fia  r , = fin  ;x  cof»-—  cof  a cof/xfin  r* 

ç"'  =a  — cof  /U  cof  f — cof  A fin  A*  fin  ». 

Et  il  n'eft  pas  difficile  de  concevoir  d’après  ce  qui  a été 
dit  dans  l’article  to,  que  a fera  l’angle  que  l’axe  dés  coor- 
données a fait  avec  celui  des  Ç,  que  a»  fera  celui  que  le 
plan  , paflànt  par  ces  deux  axes , fait  avec  le  plan  des  coor- 
données f & ç,  Ôc  qu’enfin  » fera  l’angle  que  le  plan  des 
coordonnées  a , ^ fait  avec  le  plan  paCTant  par  les  axes  des 
coordonnées  | & a.  De  forte  que  fi  on  regarde  l’axe  des 
coordonnées  a , qui  ell  cenfé  palTer  toujours  par  les  mêmes 
points  du  fyftême,  comme  un  axe  de  rotatioa  du  fyftêmei, 
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A fera  rincllnaifon  de  cet  axe  à l’axe  fixe  des  coordon-. 
nées  M fera  l’angle  que  le  même  axe  de  rotation  dé- 
crit en  tournant  autour  de  cet  axe  fixe,  & A'fera  l’angle 
que  le  fyftême  lui-même  décrit  en  tournant  autour  de  fon 
axe  de  rotation.  Mais  nous  donnerons  plus  bas  une  maniéré 
plus  fimple  êc  plus  naturelle , d’employer  la  confidération  de 
ces  angles. 

1 9.  Lorfqu’il  s’agit  d’un  corps  folide , les  quantités  a , ^ , c, 
doivent  demeurer  confiantes,  tandis  que  le  corps  change 
de  fituation  dans  l’efpace  ; parce  que  la  condition  de  la  fo- 
lidité  confifie  en  ce  que  tous  les  points  du  corps  gardent 
invariablement  les  mêmes  difiances  entr’eux.  Ainfi  dans  ce 
cas  les  axes  des  coordonnées  a , 3 , c,  doivent  être  cenfés 
fixes  dans  l’intérieur  du  corps , mais  mobiles  par  rapport  aux 
axes  des  autres  coordonnées  f , » , Ç , axes  qui  font  fuppofés 
fixes  dans  l’efpace. 

Or  quel  que  puifle  être  le  changement  de  fituation  du 
corps  autour  de  fon  centre , on  peut  démontrer  qu’il  y aura 
toujours  une  ligne  droite  palTant  par  ce  centre  , laquelle 
confervera  la  mêmp  fituation , & pour  laquelle  les  coordon- 
nées ? , » , î feront  les  mêmes. 

Car  puifqu’on  a en  général,  pour  une  fituation  quel-! 
conque  du  corps , les  formules  ^ — a%'  b c , 
» =•  fl  I»'  i c Ç = fl  Ç'  -H  ^ Ç"  H-  c Ç"'  ; fi  on  fuppofe 

que  dans  une  autre  fituation  quelconque  du  corps , les  quan- 
tités «,  Ç,  f,  &c,  deviennent 
&c,  on  aura  auili  pour  cette  nouvelle  fituation  , 1 1 =s 
al'  i •+•  bl"  \ -f.,  c l'"\ ,»i  = aii'i  i » 

Çis=sfl$[i  t"  J > & s’i*  y » > 
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points  qui  ne  changent  pas  de  place,  il  eft  clair  qu’on  aura 
pour  chacun  de  ces  points  les  conditions  ^=^1,  arisNi, 
Ç=Çi. 

De  forte  que  tous  les  points  de  cette  efpece  fe  trouve- 
ront déterminés  par  ces  trois  équations  f — Çi=z=o,»— «15=0, 
Ç — Ç 1 ==  O j favoir , 

B — r I ; = O , 

a I J (^> (J"  — I ; = O , 

Ainfi  les  valeurs  de  u , 3 , c , tirées  de  ces  équations  , 
donneront  la  polition  de  ces  mêmes  points  dans  le  corps  ; 
mais  il  eft  vifible  qu’en  éliminant  deux  quelconques  des  trois 
inconnues  a,  B y c,  la  troilieme  s’en  ira  aufli;  il  faudra  donc 
que  l’équation  réfultante  ait  lieu  d’elle-même;  Sc  elle  a lieu 
en  effet , comme  on  va  le  voir. 

a O.  Pour  cela  j’ajoute  enfemble  les  trois  équations  pré- 
cédentes, après  les  avoir  multipliées  rcfpe£üvement  par 
Ç'  -h  Ç'  I , "'-H  I , ç'h-  Ç'  I ; & ayant  égard  aux  équations 
de  condition  de  l’article  13,  ainfî  qu’aux  équations  fem- 
blables  qui  doivent  avoir  lieu  entre  1,  k'  1 , &c,  on  aura 

1 -t-  ç'  I - e r 1 — n[  J'i-  ç'  ç"  1 ; 

I - fl'"  I _ ). 

Si  on  ajoute  enfemble  les  mêmes  équations,  même  après 
les  avoir  multipliées  refpedivement  par  |"  4-  |"i,  »"  H-  ,"1 , 
ç"  -+-  ^'} , on  trouvera  de  la  même  maniéré  , 
o = a(k'  fl  4.»'  I-,"»'  I— fç'  ij 

H-  f ff  " I"  I 4.  H-  f f I — f f f J, 
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Enfin  les  mêmes  équations  étant  multipliées  refpeétivement 
par  , h"' ■+•  -+-  Ç'"i , & enfuite  ajoutées  , don- 

neront 

o^afe  Ti  -+-Ç'ri  — re'i  — C'O  ) 

r'i  -H  «"  «"'i  I 

Ces  transformées  équivalent  vifiblement  aux  équations  pro- 
pofécs;  ainfi,  en  faifant  pour  abréger 

I P =.  f Y'  I -'V I -4-  r;x  I — ç" i'"i  — »"  »'"i  — ç"  , 

1 g = l' r 1 -H  »"'l  -H  ç'  r I — » — »'V  i—fK'ly 

ap=rç' 1-4-»%' I-4-Ç"  ç'i— rr  1— I— 

. ' 

on  aura  à réfoudre  ces  trois  équations, 

BR  — cÇ  = o, 
cP  — aP  = o, 

«Ç  B P=^Oy 

dont  la  troifieme  eft,  comme  l’on  voit,  une  fuite  des  deux 

premières.  Or  celles-ci  donnent  ^ D’où 

l’on  tire  a = hP y B z=. h Qy  c = h Ry  en  prenant  pour  A 
une  quantité  arbitraire. 

2 1 . Telles  font  donc  les  valeurs  des  coordonnées  a , i,  c, 
pour  tous  les  points  du  corps  qui  fe  retro.uveront  dans  la 
même  pofition  après  la  rotation  du  corps  autour  de  fon  centre 
fuppofé  immobile;  fie  il  efi;  clair  que  ces  coordonnées  ré- 
pondent à une  ligne  droite  pafiTant  par  ce  centre;  fie  faifant  * 

refpedivement  avec  leurs  axes  des  angles  dont  les  cofmus 
font 
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P Q R . 

’ v^(P’-i-G‘ -+-«*;  » ’VfP'  + Q'+iî*;  * 

Ainfi  la  rotation  du  corps,  quelque  compofée  qu’elle 
foit,  fera  en  dernier  réfultat,  équivalente  à une  rotation 
fimple’qui  fe  feroit  faite  autour  de  la  ligne  dont  il  s’agit , fup- 
pofée  fixe  ; & par  conféquent  on  pourra  appeller  cettte  même 
ligne,  l’axe  de  rotation  du  corps. 

2 2.  On  peut  donc  déterminer  la  pofition  de  cet  axe, 
relativement  aux  axes  des  coordonnées  a,  3,  e,  par  le 
moyen  des  trois  quantités  /*,  Ç,  iî,  aififi  qu’on  vient  de 
le  voir;  mais  fi  on  vouloit  rapporter  cette  pofition  aux  axes 
des  coordonnées  f,  »,  Ç,  il  n’y  auroit  qu’à  fubftituer  dans 
les  expreflions  de  ces  coordonnées  (art.  12)  à la  place  de 
a,  i,c,  leurs  valeurs  hPyhQ^hRi  ce  qui  donneroit 
^z=h  Lf  M = k My  t,  — h N y en  faifant  pour  abréger 


Ces  valeurs  de  | , , , Ç répondent  donc  à tous  les  points 
de  l’axe  de  rotation';  par  conféquent  cet  axe  fait  avec  ceux 
des  coordonnées  Ç , »,  Ç , des  angles  dont  les  cofinus  font 

repréfentés  refpefUvement  par  ^ ^ ) > • • : 

quantités  Ly  My  N font  entièrement  analogues  aux  quan- 
tités P y R>  avec  cette  différence,  que  tandis  que 
celles-ci  fe  rapportent  aux  axes  mobiles  ‘des  coordonnées 
a,  6yC,  celles-là  fe  rapportent  aux  axes  mobiles  des  coor- 
données 


Digitized  by  Google 


Secondé  Partie. 
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données  | , Ç.  Et  l’on  remarquera  que  Z’  -4-  M*  h- 
— F’ -i- Ç' -h  A‘ f ce  qui  fuit  de  ce  que  l’on  a générale- 
ment I* -+-  »*  -4-  r = û’  -t-  -H  c\ 

Au  refte , fi.  dans  les  expreflîons  de  Z,  A,  on  fub- 
ftitue  les  valeurs  de  P,  Ç,  il  (art.  lo),  & qu’on  y em- 
ploie les  réduélions  de  l’article  16  y on 'ifehi 

1 Z = h' Ç'  1 -t-  n"  Ç"  l ’+■  i — ifo'i  — I — II"  I , 

1 itf  = I -t-  Ç" *"  I -+-  J"  I — f ^ i;—  r — 1 , 

2 iV-=  I'  »'  IH-  %"*"  I -+-  %•"  I — »'!'  I — »"e"  I — ."'I'"  I. 

a 3 • Si  on  ne  confidere  que  le  mouvement  du  corps 

dans  un  inftant,  l’axe  de  rotation  dont  nous  venons  de 
parler , fera  fixe  pendant  cet  inllant , & le  corps  tournera 
réellement  8c  fpontanément  autour  de  cet  axe,  qui  fera 
par  conféquent  F axe  fpontanée  de  rotation  du  corps , comme 
dn  l’appelle  ordinairement. 

Pour  déterminer  donc  cet  axe , on  fuppofera  que  les  quan> 
tités  l'\y*’  \y  Ç'  I,  I"  I , Sccy  ne  foient  qu’infiniment  peu  dif- 
férentes de  Ç',  f ",  8cc , enforte  que  l’on  ait  1 = </ 1' , 

n'i  =»'-+- Ç'i  s=:Ç'-+-dÇ',  |"i  = 8cc;  ce  qui 

donnera  ( art.  lo  ) 

iP  = -4- 

xQ  = ^d^"  dJ" d^'i—rd’^  it y 

-^j'dy/  ^}^'di! d^"—jdn"  —iidtr. 

Mais  les  trois  dernieres  équations  de  condition  de  l’ar- 
ticle 1 3 étant  différentiées , donnent  l' d t"  -4-  J d»"  H-  ü^d 
= — l"«ir  — J'd»'  V'd^  -4-  »’"dd  -4- 

Zz 
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=*=  _ f — «'  dyl"  - Ç'  dri" , r d -+-  {'  dd''  -h  Ç"  d 
_ — ^/"dd' — »"  </»'' — i'"di^''  ; donc  fubftituantces  valeurs 
& changeant,  pour  conferver  l’homogénéité  P,  Ç,  P,  en 

dp  y dQy  d R,,On  AVLT3, 

dP  = -4-  >+'  Ç'"  di^> , 


Ainlî, 


> Ç"  d^' 

dP 


dJ 


Ç"  à Ç'. 


^ {dP'-i-dQ'^dR*  ) 


y(dP'-f-d^'-^dR')  9 

^(dP^Jd\^+dR-)-  =‘"8*“  *î"® 

fpomance  de  rotation  fera  avec  les  axes  des  coordonnées 
a y b y c { art.  1 1 ). 


2 4-  Si  on  fait  les  mêmes  fubftitutions  dans  les  expref- 
fions  de  i,  Af , iV^de  l’article  iz,  & qu’on  ait  égard  aux 
trois  dernières  équations  de  condition  de  l’article  i j , 
dilférentices,  ôn  aura,  en  changeant  .Z,  A/,  Nen  dLy  dM, 
dNy  ces  formules 


d L ==  »' d if d>  dtf>  -h  d''d}^"y 

dM^ifd^'^  K'df"-^  t"dP»y 

1 dN^l‘dd^rdd'-\-^"’dn"\ 

par  lefqiielles  on  pourra  déterminer  la  pofition  de  l’axej^eff- 
tané&  de  rotation  à l’égard  des  axes  des  coordonnées  ? , » , Ç ÿ 
car  le  premier  de  ces  axes  fera  avec  les  trois  autres  des 

angles , dont  les  cofinus  feront  exprimés  par  » 

dk  dN 

y (dL‘-t-dM‘ +dN‘ J 9 Ÿ[dL‘-i-dM‘  + dIP)  ' 
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Et  fl  l’on  veut  faire  dépendre  les  valeurs  dh^ 
d N àe  celles  lizdP^dQydRy  on  aura , comme  dans  le 
même  article  21  , les  formules 

: ..  dL==i'dP^^"dQ-\-r'dR, 

.dM=.'dP^,;'dQ~\-r,"'dR, 

dN^^  dP  -iri,»  dQ-\-i^"  d R-^ 

rlefquelles  dpiuientTur  le  champ,  en  vertu  des  équations 
de  condition  de  l'article  13, 

dD-\~dAP-\-dN^  = dP^-\-dQ^^dR\ 

'a  5*  quantités  dL^  dM,  dN  ont  encore  une  autre 
utilité  dans  la  détermination  du  mouvement  du  corps.;  elles 
fervent  i exprimer  d’une  maniéré  fort  Ample  les  diftéren- 
tielles  des  coordonnées!,  »,  ç.  En  effet,  fi  on  differenue 
les  formules  de  l’article  iz , en  y regardant  toujours  a,  c, 
comme  confiantes , par  la  nature  des  corps  folides  ; on  a 
d'abord 

d^=ad^’  ^hd%"^ciV\ 

d » = add  “f"  h d v"  -f*  c d n"' , 

dK^adi;  -^hdl^'-^cdCi 

fi  enfuite  on  fubfiitue  dans  ces  formules  les  expreffions  de 
a,  b,  c trouvées  dans  l’article  1 5 , & qu’on  ait  égard  aux 
équations  de  condition  de  ce  même  article  diâFérentiées  , 
on  aura  furTur  le  champ  (art.  14) 

d^  = KdM  — *dN, 
d n = ^ d N — Kd  L t 
dl^=ndL  — Çditf, 


Z Z 1 
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équations  entièrement  femblables  à celles  dé  l’article  3 , & 
qui  font  voir  par  conféquent  que  les  quantités  jL  , dMf 
dN  font  les  mêmes  de  part  8c  d’autre. 

2 6-  Ces  formules  font  auHi  de  la  même  forme  que  celles 
qui  ont  été  trouvées  dans  l’article  7 de  la  troifîeme  Seélion 
de  la  première  Partie,  par  la  confidération  des  rotations 
particulières  autour  des  trois  axes  des  coordonnées;  d’où 
l’on  peut  conclure  immédiatement,  i“.  que  les  qiiantités  dLy 
dM^dN  repréfentent  les  angles  élémenuires  décrits  parle 
corps  autour  des  axes  des  coordonnées  | , »,  Ç ; ôc  cemme 
les  quantités  ^/P,  àR  font  relativement  aux  axes  des 
coordonnées  a , ^,  c , ce  qu^</  L , dMy  dN  font  i Tégard 
des  axes  des  f , » , Ç j il  s’enfuit  auffî  que  dP y dQ,  dR 
font  les  angles  élémentaires  décrits  autour  des  axes  des  a , c. 
1°.  Que  ces  rotations  particulières  fe  compofent  en  une  feule 
autour  d’un  axe,  faifant  avec  ceux  des  coordonnées  |,»,  Ç, 


ou  a , i , c des  angles  dont  les  cofinus  font  > 

4M  dN  dP 

^(dL'-i-dM'^dK')  > y ^(dP'+dQ'+dR^)* 

V (dP'-^dQ^-\-dR"j  y(dP'-^dQ'-i-dJi')  f quon  la 

déjà  vu  ci-deflùs.  3°.  Que  l’angle  élémentaire  décrit  autour 
de  cet  axe,  fera  exprimé  par  , ou 

par  (d  P'^  dQ^  d R* ) -y  CCS  deux  quantités  étant  égales 

par  l’article  24.  • 


27.  Nous  venons  d’exprimer  les  différentielles  , d»y 
d’une  maniéré  fort  fimple  par  les  quantités  a'Z,  dMy  dN, 
on  peut  également  les  exprimer -par  les  quantités  analogues 
dp  y dQ  y d R ‘y  & pour  cela  il  n’y  a qu’à  fubftitucr  à la 
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place  de  ces  quantités-là  leurs  valeurs  données  par  les  der- 
nières formules  de  l’article  14. 

On  aura  ainli  ces  transformées, 

f , Ç';  dP  H-  (t, , ç"; d Ç -H H lü" )dRy 

r;  d p -h  î"—  ? rv  r—  e r ^ ’ 

dç = 1^,  f dP  -+-  ("»  f »")  dQ-h  (n  ç'"—  I / ; dP  J 

lefquelles,  en  remettant  pour  Ç,  »,  Ç,  leurs  valeurs  (art.  it), 
& ayant  égard  aux  réduéUons  de  l’article  i6,  fe  réduifent 
à cette  forme , 

d|  =(b^"'~c^")dP-^(c^'~.a^"')dQ-Jh(a^"~-  h^')dRy 
• du  = (b  dp  — a»")  dQ-\r( a J' — bd)dR^ 

dt,  = (b ri"—  cK')dP  -\-( et!  — alll")d(^->r  (a tf—  b l^d R. 

Et  comme  ces  expreflions  doivent  être  identiques  avec 
celles  qui  réfulteroient  de  la  différentiation  immédiate  des 
mêmes  formules  de  l’article  1 2 , on  aura  par  la  comparaifon 
des  termes  affeélés  de  <2,  i , c, 

d|/  = rdp-i;'dç, 
d^"=i">dP  dR^ 
dr=r.dç-i"dp, 

■ , ; dR  — »'"dQ, 

^ d<‘"=«"'dP  — JdR,. 

d/>=J  dQ  — «"  dP  , ; 

•’dç' =^Ç»'dP  — TdÇ,  . • 
dç"=.Ç'"dP— Ç' dP,  ’ 
dt!"=>}!  dQ-^l"  dP.  • 


# 
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28-  «xpreflions  précédentes  de  ont  été 

trouvées , en  fuppofant  a , b , c confiantes  ; fl  on  vouloic 
V regarder  auffi  ces  quantités  comme  variables , il  n’y  auroit 
qu’à  ajouter  à ces  expreflîons  les^termes  dus  aux  difFérences 
de  ü , ^ , c ; & on  verroit  par  les  formules  de  l’art.  it,que 
ces  termes  feroient  <éd  -f- d b-Y^"' de  yiid a-hd' d b-^"'d c, 
d a db  l"‘dc\  on  auroit  ainfi  pour  les  valeurs  com- 
plettes  de  d^  y dvy  dX,y 

d^  = ^' (cd^^bd  R j^d  a)  y 

-^^"(adR  — cdP-^db)y 
-\‘^(bdP  ^ adQ’\-dc)y 

d»^’>'(cdQ — bdR-^daJy 
(a  d R — c d P ^ d bj  y 

Jr»"'(bdP--  adQ-^dc)y 

d Ç = ^ d — b-d  R d u)  y 

-^^'(adR^cdP-¥db)y 
H-  t,'(b  dP  — a “H  de  J. 

Ces  formules  font  fort  remarquables  par  leur  flmplicité 
& uniformité,  & ont  cela  de  particulier  que  les  quantités 
I',  8cc,  difparoiflent  totalement  de  la  quantité  d^*  -^d»* 
d Ç*  ; car  en  vertu  des  équations  de  condition  de  l’article 
13,  on  aura  fimplement 

dV-^d^^-^-dr:  =^(edQ_-^hdR^da)* 

•^(adR  — edP  ~\~db y -\r  (bd P a d.Ç -f» , 

expreflion  qui  nous  fera  fort  utile. 
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ap.  Nous  avons  déjà  montré  dans-  l’article  i8,  com- 
ment on  peut  exprimer  rationellement  toutes  les  quantités 
, par  des  finus  & cofinus  de  trois  angles 
indéterminés;  mais  il  y a un  moyen  plus  direél  Sc  plus  na- 
turel de  parvenir  à ces  mêmes  réducrions,  &.  ce  moyen  con-‘ 
fifte  k employer  les  transformations  connues  des  coordon- 
nées reélangles.  , . . , . 

En  eflfet ,,  puifqu'e  Ç , » , Ç font  les  coordonnées  rectan- 
gles d’un  point  quelconque  du  corps  , par  rapport  à trois  ^ 
axes  menés  par  fon  centre  parallèlement  aux  axes  fixes  des 
coordonnées  x , _y,  que  a y c forw  les  coordonnées 
rectangles  du  même  point  pat  rapport  k trois  autres  axes 
paflant  par  le  même  centre , mais  fixes  au  dedans  du  corps, 
& par  conféquent  de  pofitions  variables  k l’égard  des  axes 
des  *,  Ç;  il  s’e^uit  que  pour  avoir  les  exprelîions  de 
$ , * , ^ en  a , ^ , c , il  nhf  aura  qu’à  transformer  de  la  ma- 
niéré la  plus  génér.ile  , ces  dernières  coordonnées,  d.ans  les 
autres. 

Pour  cela  nous  nommerons  « l’angle  que  le  plan  des 
üy  h y fait  avec  celui  des  »;  & 4 l’angle  que  l’interfec- 
tion  de  ces  deux  plans  fait  avec  l’.ixe  des  enfin  nous  dé- 
fignerons  par  9 l’angle  que  l’axe  des  a fait  avec  la  même 
ligne  d’interfeclion  ; ces  trois  quantités  «,  4,  9 y ferviront, 
comme  l’on  voit , à déterminer  la  pofition  des  axes  des 
coordonnées  u , b , c , relativement  aux  axes  des  coordon- 
nées Ôc par  conféquent  oh'pourra,  par  leur  moyen  , 

exprimer  ces  dernieres  par  les  autres. 

Si, -pour  fixer  les  idées,  on  imagine  que  le  corps  propofé 
foit  la  terre , que  le  plan  des  Oy  h foit  celui  de  l’équateur , 
fie  que  l’axe  des  a pafTe  par  un  méridien  donné  ; que  de 
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plus  le  plan  des  I , foit  celui  de  l’écliptique,  & que  l’axe 
des  I foit  dirigé  vers  le  premier  point  d’Ariès  ; il  eft  clair 
que  l’angle  *•  deviendra  l’obliquité  de  l’écliptique  , que  l’angle 
4 fera  la  longitude  de  l’équinoxe  d’automne,  ou  du  nœud 
afcendant  de  l’équateur  fur  l’écliptique , & que  9 fera  la  dif- 
tance  du  méridien  donné  à cet  équinoxe. 

En  général  9 fera  l’angle  que  le  corps  décrit  en  tournant 
autour  de  l’axe  des  coordonnées  c , axe  qu’on  pourra,  à caufe 
de  cela,  appeller  fimplement  /’ûxe  du  corps ^ ÿo° — «,  fera 
l’angle  d’inclinaifon  de  cet  axe  fur  le  plan  fixe  des  coor- 
données f , »,  & 4 — 90°  fera  l’angle  que  la  projetUon  de 
ce  même  axe  fait  avec  l’axe  des  coordonnées 

30.  Cela  pofé,  fuppofons  4’abord  que  l’on  change  les 
deux  coordonnées  a,  en  deux  autres  a' , B' , placées  dans 
le  même  plan  , de  telle  manière  c|ue  l’ixe  des  a'  foit  dans 
l’interfeétion  des  deux  plans;  fie  que  celui  des  b'  foit  per-  • 
pendiculaire  à cette  interfcdlion  ; on  aura 

a!  a cof  9 — b Ç\n  9 ^b'  = b cof  9 a fin  9, 

Suppofons  enfuite  que  les  deux  coordonnées  3',  c,  foient 
changées  en  deux  autres  b'\  c' , donc  l’une  b"  foit  toujours 
perpendiculaire  à l’interfeélion  des  plans,  mais  foit  placée 
dans  le  plan  des  |,  »,  & dont  l’autre  d foit  perpendicu- 
laire à ce  dernier  plan;  on  trouvera  pareillement 

b"  — b'  cof  " c Cm  c'  = c cof  • -4-  fin  *•. 

Enfin  fuppofons  encore  que  l’on  change  les  coordonnées 
a' , b'\  qui  font  déjà  dans  le  plan  des  f,  »,  en  deux  autres 
0!'*  placées  dans  ce  même  plan , mais  telles  que  l’axe 

des 
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des  a"  coïncide  avec  l’axe  des  ^ ; on  trouvera  de  la  même 
maniéré 

a"  = a'  cof  4 — B"  fin  4 , 5"'  = B"  cof  4 -f*  a'  fin  4. 

Et  il  eft  vifible  que  les  trois  coordonnées  a" , b'" ^ c'  feront 
la  même  chofe  que  les  coordonnées  Ç , Ç,  puifqu’elles  font 
rapportées  aux  mêmes  axes  ; de  forte  qu’en  fubftituant  fuccef- 
fivement  les  valeurs  de  a',  3",  b\  on  aura  les  expreflions 
de  I , » , Ç",  en  a , i , c,  lefquelles  fe  trouveront  de  la  même 
forme. que  celles  de  l’article  ü,  en  fuppofant 

I'  = cof  9 cof  4 — fin  P fin  4 cof  » , 

Ç"  = — fin  ÿ cof  4 — cof  9 fin  4 cof  « , 

fin  4 fin  « , 

»'  = cof  J fin  4 -H  fin  ^ cof  4 cof  » , 

• . . -T  , 

=a  — fin  P fin  4 -f-  cof  9 cof4  cof», 

= — cof  4 fin  » , • 

Ç'  = fin  ç fin  » , 

Ç"  = cof  ? fin  » , 

Ç"'=cof». 

Ces  valeurs  fatisfont  auflî  aux  fix  équations  de  Condition 
de  l’article  13,  ainfi  qu’à  celles  de  l’article  1 5 , & réfolvcnt 
ces  équations  dans  toute  leur  étendue , puifqu’elles  renfer> 
ment  trois  variables  indéterminées  ?,  4r“- 

3 I.  Si  maintenant  on  fubftitue  ces  valeurs  dans  les  expref- 
fions  des  quantités  dP,  clQ^dR  de  l’article  13 , on  aura, 

A aa 
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après  les  réduftions  ordinaires  des  Cnus  6c  cofinus , 

J P = fin  ÿ fin  « i 4 -4-  cof  p , 
dQ  = cof f>  Cm  et  d^  — Cm  P du ^ 
d R = d P cof  U d-\.. 

Et  fi  on  fait  les  memes  fubftitutions  dans  les  expreffions 
des  quantités  </ i , dM,  dN  àe  l’article  14,  on  trouvera 

dL-=^  fin4  fiu  U d P •+•  Cof  4 " » 

cof4  fin  U d P fin  d et  y 

dN=  cof  U dp  -h  d4~ 

Ainfi  on  pourra  par  le  moyen  de  ces  formules  déterminer 
les  élémens  de  la  rotation  infiantanéc  du  corps  autour  de 
l’axe  fpontanée , en  connoiffant  la  rotation  du  corps  autour 
de  fon  axe,  & la  pofition  de  cet  axe  dans  l’efpace. 

32.11  faut  bien  diftinguer  ces  deux  axes  & les  mouve- 
mens  de  rotation  qui  s’y  rapportent. 

Nous  venons  de  repréfenter  le  mouvement  du  corps  au- 
tour de  fon  centre  par  les  trois  angles  Py  4,  dont  le 
premier  p exprime  l’angle  décrit  par  le  corps,  en  tournant 
autour  d’une  droite  ou  axe  qui  pafie  par  ce  centre , & qui 
ait  une  pofition  confiante  à l’égard  des  difFérens  points  du 
corps,  mais  qui  foit  d’ailleurs  mobile  avec  lui;  le  fécond 
angle  « fert  à déterminer  l’inclinaifon  de  cet  axe  fur  le  plan 
des  coordonnées  | , dont  la  direélion  eft  fuppofée  donnée 
& fixe  dans  l’efpace,  & cette  iriclinaifon  eft  exprimée  par 
l’angle  90°  — •*;  enfin  le  troifieme  angle  4 détermine  la  pofi- 
tion de  la  projeélion  du  meme  axe  fur  ce  plan , cette  pro- 
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jedtion  faifant  avec  l’axe  des  abfcillès  f , un  angle  = 4 — 90“. 

Mais  cet  axe  de  rotation  étant  mobile  avec  le  corps  , n’eft 
pas  le  vrai  axe  autour  duquel  le  corps  tourne  réellement  à 
chaque  înftant;  ce  dernier  eft  celui  que  nous  avons  nommé 
axe  Ipontanée  de  rotation,  6c  dont  la  pofition  dans  l’ef- 
pace  dépend  des  quantités  dL,  d A/,  dN  { art.  14  ).  Or 
ayant  trouvé  ci-defliis  les  valeurs  de  ces  quantités  en  9 , 4 , 
& a» , il  eft  facile  de  déterminer  aufli  la  pofition  de  ce  même 
axe , 6c  l’angle  de  rotation  autour  de  lui  par  dès  angles 
analogues  aux  angles  4,  «,  6c  que  nous  défignerons  par 

, 4',  U.  En  effet , les  expreflions  de  dL  y d M y dN  en 
f , 4 » “ étant  générales  pour  telle  pofition  de  l’axe  du  corps 
qu’on  voudra , elles  auront  lieu  aulli  pour  l’axe  fpontanée 
de  rotation,  en  y changeant  4,  en  4' 
comme  la  propriété  de  ce  dernier  axe  eft  d’être  immobile 
pendant  un  inftant,  il  faudra  que  les  différentielles  d-^'  y àJ  y 
dues  au  changement  de  pofition  de  cet  axe  foient  nulles. 
De  forte  que  l’on  aura  relativement  à cet  axe , 

dZ  = fin  4'  fin  a' dd y dM—  — cof4'  fin  «'d?' , 
dJV=co{Jdd. 

Comparant  donc  ces  nouvelles  expreflions  de  dZ,d  Af,  dN 
avec  les  premières  , on  aura  ces  trois  équations, 

fin  4'  fin  d?'  = fin  4 fin  » d ^ -f-  cof  4 d « , 
cof4'fin  u' dd  = cof4  fin«df  — fin  4 d»  , 
cof»'  dd  — cof»  d(f  -4-  d4  y 

lefquelles  ferviront  à déterminer  les  élémens  relatifs  i l’axe 
fpontanée  de  rotation  par  ceux  qui  fe  rapportent  à l’axe  même 
du  corps,  ou  réciproquement  ceux-ci  par  ceux-là;  ce  qui  peut 
être  utile  en  différentes  occafions. 

A a a î 
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§.  I I. 

Équations  pour  le  mouvement  de  rotation  d’un  corps  folide , 

de  figure  quelconque , animé  par  des  forces  quelconques. 

3 3*  Nous  venons  de  voir  dans  le  Paragraphe  précédent, 
que  quelque  mouvement  que  puifîe  avoir  un  corps  folide , 
ce  mouvement  ne  peut  dépendre  que  de  fix  variables,  donc 
trois  fe  rapportent  au  mouvement  d’un  point  unique  du 
corps  , que  nous  avons  appellé  le  centre  du  corps , & donc 
les  trois  autres  fervent  à déterminer  le  mouvement  de  ro- 
tation du  corps  autour  de  ce  centre.  D’où  il  fuit  que  les 
équations  qu’il  s’agit  de  trouver  ne  peuvent  être  qu’au 
nombre  de  fix  au  plus  ; & il  eft  clair  que  ces  équations  peu- 
vent par  conféquent  fe  déduire  de  celles  que  nous  avons 
déjà  données  dans  la  Seélion  troifieme  (art.  i,  6,  8),  lef- 
quelles  font  générales  pour  tout  fyftême  de  corps.  Mais  pour 
cela  il  faut  diftinguer  deux  cas , l’un  quand  le  corps  eft  tout* 
à-fait  libre,  l’autre  quand  il  eft!  affujetti  à fe  mouvoir  autour 
d’un  point  fixe. 

3 4-  Confidérons  d’.ibord  un  corps  folide  abfolument 
libre  ; prenons  le  centre  du  corps  dans  fon  centre  même 
de  gravité  ; & nommant  x' , y\  les  trois  coordonnées 
reélangles  de  ce  centre,  m la  mafte  entière  du  corps,  dm 
chacun  de  fes  élémens,  & X,  Z les  forces  accélératrices 
qui  agiftênt  fur  chaque  point  de  cet  élément  fuivant  les 
directions  des  memes  coordonnées,  nous  aurons  en  premier 
lieu  ces  trois  équations  (Sect.  3 , art.  j ). 
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4^  m^SXdm  = Q^ 
m S Y dm  =:o  f 
7-  m S Z dm  = O y 

a t'  * 

dans  lefquelles  la  caraclëriftique  S dénote  des  intégrales  to- 
tales relatives  à toute  la  mallè  du  corps;  & ces  équations 
ferviront,  comme  l’on  voit,  à déterminer  le  mouvement 
du  centre  de  gravité. 

En  fécond  lieu,  fi  on  défigne  par  f , Çles  coordonnées 
reélangles  de  chaque  élément  dm  y prifes  depuis  le  centre 
de  gravité,  & parallèles  aux  mêmes  axes  des  coordonnées  x'jy', 
de  ce  centre,  on  aura  ces  trois  autres  équations  (Sed.  citée, 
art.  8 ), 

S (1  ^ H 4^  -f-çjr— 

S {^^-K^^^,Z-KX)dm=:Oy 

Or  nous  avons  prouvé  dans  le  P;\ragraphe  précédent  que 
les  valeurs  des  quantités  $,»,?■,  font  toujours  de  cette 
forme  , 

K = a.  »'  -+-  b «"  H-  c »"y 

éc  nous  y avons  vu  que  pour  les  corps  folides , les  quantités 
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ay  b,  c font  néceflairement  conftantes  par  rapport  au  tems, 
& variables  uniquement  par  rapport  aux  difFérens  élémens 
dm  y puifque  ces  quantités  repréfentent  les  coordonnées  rec- 
tangles de  chacun  de  ces  élémens,  rapportées  à trois  axes 
qui  fe  croifent  dans  le  centre  du  corps,  qui  font  fixes 
dans  fon  intérieur;  qu’au  contraire,  les  quantités  &c, 

font  variables  par  rapport  au  tems,  & conftantes  pour  tous^ 
les  élémens  du  corps , ces  quantités  étant  toutes  des  fonc- 
tions de  trois  angles  ♦ , 4,  « , qui  déterminent  les  différens 
mouvemens  de  rotation  que  le  corps  avoir  autour  de  fbn 
centre.  Si  donc  on  fait , dans  les  équations  précédentes , ces 
différentes  fubftitutions , en  ayant  foin  de  faire  fortir  hors 
des  fignes  S les  variables  p , 4 > " & leurs  différences , en 
aura  trois  équations  différentielles  du  fécond  ordre  entre 
ces  mêmes  variables  & le  tems  t , lefquelles  ferviront  à les 
déterminer  toutes  trois  en  fonctions  de  t. 

Ces  équations  feront  femblables  à celles  que  M.  d’Alem- 
bert  a trouvées  le  premier  pour  le  mouvement  de  rotatiorî 
d’un  corps  de  figure  quelconque , & donc  il  a fait  un  ufage 
fi  utile  dans  fes  recherches  fur  la  précifion  des  équinoxes. 

Par  cette  raifon  , & parce  que  d’ailleurs  la  forme  de  ces 
équations  n’a  pas  toute  la  fimplicité  dont  elles  font  fufeep- 
tibles  , nous  ne  nous  arrêterons  pas  ici  i les  détailler  ; mais 
nous  allons  plutôt  réfoudre  direétement  le  problème  par  la 
méthode  générale  de  la  Seélion  quatrième  , laquelle  donnera 
immédiatement  les  équations  les  plus  fimples  & les  plus 
commodes  pour  le  calcul. 

3 5 • Pour  employer  ici  cette  méthode  de  la  maniéré  la  plus 
générale  la  plus  fimple,  on  fuppofera,  ce  qui  eft  le  cal  de  la  na- 
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ture,  que  chaque  particuleZ?;n  du  corps  foit  attirée  par  des  forces 
P t Qi  R y &c,  proportionnelles  à des  fon«fUons  quelcon- 
ques des  diftances  p y qy  r , &c  , de  la  même  particule  aux 
centres  de  ces  forces , & on  formera  dç-là  la  quantité  algé- 
brique , 

n = f(  Pdp-\-Qctq-^Rdr^icc). 

On  confidérera  enfuite  les  deux  quantités 

r=5(  .)  F:=SnDmy 

en  rapportant  la  caraétériftique  intégrale  S uniquement  aux 
élémens  D m d\x  corps , & aux  quantités  relatives  à la  pofi- 
tion  de  ces  élémens  dans  le  corps. 


On  réduira  ces  deux  quantités  en  fonétions  de  variables 
quelconques,  4,  &c , relatives  aux  divers  mouvemens 
du  corps , 8c  on  en  formera  la  formule  générale  fuivante 
( Seél.  quatrième , art.  9 ) , 


(‘'•7 


IT 


4')' 

fT 


î T 
ti 

IT 

C 

iT 


« 

<^r 


f) 


> > 


s ç 


£cc. 

Si  les  variables  | , 4 , ^ , &c  , font  par  la  nature  du  pro- 
blème indépendantes  entr’elles  {8c  on  peut  toujours  les 
prendre  telles  qu’elles  le  foient)  on  égalera  féparément  à 
zéro  les  quantités  multipliées  par  chacune  des  variations 
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indéterminées  <f  4,  ■l' y,  &c  , & l’on  aura  ainfi  autant  d’équa* 
rions  entre  les  variables  Ç , 4 , ? , &c , qu’il  y a de  ces  va- 
riables. 

SL  les  variables  dont  il  s’agit  ne  font  pas  tout-à-fait  indé- 
pendantes , mais  qu’il  y ait  entr’elles  une  ou  pIuHeurs  équa- 
tions de  condition , on  aura  par  la  dilTérentiatlon  de  ces 
équations , autant  d’équations  de  condition  entre  les  va- 
riations /'4,  &:c,  par  le  moyen  defquelles  on 

pourra  réduire  ces  variations  à un  plus  petit  nombre. 

Ayant  fait  cette  réduétlon  dans  la  formule  générale , on 
y égalera  pareillement  à zéro,  chacun  des  coëfEciens  des 
variations  reliantes;  & les  équations  qui  en  proviendront, 
jointes  à celles  de  condition  données,  fuftiront  pour  réfoudre 
le  problème. 

Dans  celui  dont  il  s’agit  ici , il  n*y  aura  qu’à  faire  ufage 
des  transformations  enfeignées  dans  le  Paragraphe  précé- 
denr.  Ainfi  on  fubllituera  d’abord 

au  lieu  de  a-,  y,  en  fuite  a -Jf  b -t-  c|'",  a ^ -1- c 

a I'  -+-  5 f ' -t-  au  lieu  de  »,  ?■  (art.  1 1 j;  enfin  met- 
tant pour  5',  »',  &c  , «leurs  valeurs  en  ç,  4,  « de  l’article 
30,  on  aura  les  quantités  T y ^'^exprimées  en  fonclions  des 
fix  variables  indépendantes  a:',  7',  :j',  P , 4 , •* , à la  place  def- 
quelles on  pourra  encore,  fi  on  le  juge  à propos,  en  in- 
troduire d’autres  équivalentes  ; & chacune  d’elles  fournira 
pour  la  détermination  du  mouvement  du  corps , une  équa- 
tion de  cette  forme. 


iT  j'T  ly 


« étant  une  de  ces  variables. 
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3 6.  Commençons  donc  par  mettre  dans  i’expreffion  de 
Ty  à la  place  de  ces  nouvelles  variables 

^ de  faifant  fortir  hors  du  ligne  S les  ac',.y', 
qui  font  les  mêmes  pour  tous  points  du  corps,  puifque>ce 
font  les  coordonnées  du  centre  du  corps  ; la  fooéHbn  T 
deviendra  ’ ' 


d X*  S d\dm  + dy* dm d ^ S d ^ dm  ^ 

77  . 


•11.. 


Cette  exprellion  eft  compofee , comme  l’on  voit , de  trois 
parties , dont  la  première  ne  contient  que  les  feules  varia- 
bles 5c',y,  :j',  Sc  exprime  la  valeur  de  T dans  le 'cas  bù' 
le  corps  feroit  regardé  comme  un  point.  Si  donc  ces  va- 
riables font  indépendantes  des  autres  variables  ? , » , C,  ce 
qui  a lieu  , lorfque  le  corps  eft  libre  de  tourner  en  tous  fens 
autour  de  fon  centre,  la  formule) dont  il  s’agit  devra  être 
traitée  féparément,  & fournira  pour  le  mouvement  de  ce 
centre,  les  mêmes  équations' que  fi  le  corps  y étoic  con- 
centré ; ainfi  cette  partie  du  problème  rentre  dans  celui 
que  nous  avons  réfolu  dans  la  Seftion  précédente , & auquel 
nous  renvoyons.  ^ 

K ' ' ’i  *-‘l' 

La  troifieme  partie  de  l’exprellion  précédente.,  celle  .qui 
contient  les  différences  dy,  d^,  multipliées  par  les 
différences  d I , d» , dÇ^,  difparoît  d’elle-même  dans  deux 
cas;  lorfque  lé  centre  du  corps  eft  fixe,cè  qui  eft  évident, 
parce  qu’alors  les  différences  dx',  dy,  des  coordon- 
nées de  ce  centre  font  nulles;  & lorfque  ce  centre  eft  fup- 
pofé  placé  dans  le  centre  même  de  gravité  du  corps , car 

Bbb 
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alors  les  intégrales  Sd^dm^  Sd*dm^  S di^dm^  deviennent 
nulles  d’elles-mêmes.  En  effet , en  y fubdituant  pour  , 
d,^  d f leurs  valeurs  a d^'  ^ h d 1^'  c d adt,'  bd»'* 
d »"y  a d ^ b dÇ'  c di^"  { art.  préc.  ) , & faifanc  fortir 

hors  du  ligne  S les  quantités  </-?',  d^" , &c,  qui  font  indé- 
pendantes de  la  pofition  des  particules  dm  dans  le  corps, 
chaque  terme  de  ces  intégrales  fe  trouvera  muldplié  par 
une  de  ces  trois  quantités,  Sadm^  Shdmy  Scdm\  or  ces 
quantités  ne  font  autre  chofe  que  les  fommes  des  produits 
de  chaque  élément  dm  ^ multiplié  par  fa  didance  à trois 
plans  paflant  par  le  centre  du  corps , & perpendiculaires 
aux  axes  des  coordonnées  a,  c;  elles  font  donc  nulles, 
quand  ce  centre  coïncide  avec  celui  de  gravité  de  tout  le 
corps , par  les  propriétés  connues  de  ce  dernier  centre.  Donc 
aufli  les  trois  intégrales  Sd^dm^  Sd»dmy  Sd^dm  feront 
nulles  dans  ce  cas. 

Dans  l’un  & dans  l’autre  cas , il  ne  reftera  donc  à con- 
fidérer  dans  l’expreffîoh  de  7’,  que  la  formule  .... 
S ')  qni'eft  uniquement  relative  au  mou- 
vement de  rotation  que  le  corps  peut  avoir  autour  de  fon 
centre , & qui  fervira  par  et>nféquent  k déterminer  les  loix 
de  ce  mouvement , indépendamment  de  celui  que  le  centre 
fncine  peift  avoir  dans  l’efpace. 

Pour  rendre  la  folution  la  plus  fîmple  qu’il  eft  poflîble, 
il  eft  A propos  de  faire  ulàge  des  expreilions  de 
de  l’article  1 8 , lefquelles  donnent  en  faifant  d a = o y 
db  sut  Oy  de  = O y 

dV-^d»'  ~^dlÇ‘^(cdQ  — bdR/ 
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■-^(adR—c4Fy-^(hd?  — aiQ)* 
^(b'-^c'}dP*-^(a'^e)dQ^^(9^^h')dR\  • 
^ibcdQdR  — 1 (le  d P d R-^  Z abd  P dQi  ^ 

Or  les  quantités  Uy  b,  c étapt  ici  les  feyles.  variâmes , 
relativement  à la  polltion  des  particules  D m dans  le  corps  ; 
il  s’enfuit  que  pour  avoir  la  valeur  de  5^ ’rHd  C J Dm  , 
il  n’y  aura  qifà  multiplier  chaque  terme  de  la  quantité  pré- 
cédente par  Dmy  &c  intégrer  enfuite  relativement  à la  ca- 
raélériftique  5,  en  faifant*fortir  hors  de  ce  ligne  les  quan- 
tités dP y dQ  y dR  qui  en  font  indépendantes.  Ainli  la  quan- 
tité S ^ ^ ^ deviendra  ‘ 

AiP^^hiq^^CdK'^  F<iQiRri-G4PdR-^HdP)iQ 

*dP  dp 

en  faifant  pour  abréger , 


A=S  ( b'-i-  c'J  D m y B^S  f D m yC=d(  b^J  D Hit 

F=SbcDtny  G = $acDmy  H ^ S ah  Dm. 

Ces  intégrations  font  relatives  à toute  la  malle  du  corps, 
en  forte  que  A y B y CyFy  Gy  Hy  doivent  être  déformais 
regardées  & traitées  comme  des  confiantes  données  par  la 
figure  du  corps. 

37-  Si  on  fait  pour  plus  de  fîmplicité  *=/* 

*4^  = y » —r  on  aura , en  ne  confîdérant  dans  la  fonc- 

tion T y que  les  termes  relatifs  au  mouvement  de  rotation. 


~ ( Ap' ^ B q*  C f*)  F qr  — Gpr H P q'y 

• Bbbz 
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ainfi  T n’étant'  fonaion  que  de  ^ , r on  aura  en  difFé- 

rentiant  félon  . > , . . ■ ' . 

^î'^-47- 

• * I • t 

• ' Or  par  les  formules  'de  l’article ' jr , oii  a 


ir. 


fin  ^ fin  • cof^  <£  •»  . 

P~ ^ Tt ’ > 


VU) 

■K''  l'i  J.  3iJ-  î 


■ coff  fin«M<<)/~-fin^</»  . 

. ‘ - j.ii  dt 


' • <’  <i ÿ 4- eof  • </ ■4'  . * 

r= 9 

donc  ( dt  étant  toujours,  conftant  ) 


_ ^ dT  dT  V 

^ 2T=»  (-^  î — -7^./  ) 

^ fin  ^ fin  - 4-  -j^  coff  fin  'de  ~ 

. ^(4fin,cof.4^cof,cof^4^r.n.)i^ 

-^(4f ■ '■’ 

d’où  l’on  aura  fur  le  çhamp^,  pour  le  mouvement  de  rota 
tion  du  corps,  ces  trois 'équations  du  fécond  ordre, 
dT 


i-dp 

dt 

dT 


d. 


il 


dJ 

"77”  ^ ' 

dT 


dT  , iy 

irP’^’yr 

dT 


d . (-7“  fin ^fin«»  4 — cof^ fin«4 — cof»)  ^ y 

— ^ Te ^ 'n'- 

,.(4^cof,--4^fi^ 


dt 
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A l’égard  de  la  quancité  V , comme  elle  dépend  des 
forces  qui  follidtent  le  corps,  elle  fera  nulle  li  le  corps 
n’eft  animé  par  aucune  force  ; ainfi  dans  ce  cas  les  trois 
quantités  , feront  nulles  auflî  ; & la 

fécondé  des  trois  équations  précédentes  fera  intégrable  d’elle- 
même  ; mais”  l’intégration  générale*  de  toutes  ces  équations 
reftera  encore  fort  difficile.  : ' ‘ 


En  général,  puifque  & que  n eft  une 

fonclion  algébrique  des  diftances  ^ , y , &c  ( art.  3 y ) , donc 
chacune  eft  exprimée  par  ( (x — f)*-^  (y  — 

en  défignant  par  g,  A,  les  coordonnées  du  centre  fixe 
des  forces;  il  n’y  aura  qu’à  faire  dans  la  fonéfion  n'  les 
mêmes  fubftitutions.  que  ci-deftus,  & après  avoir  intégré 
relativement  à toute  la  maffe  du  corps , on  aura  l’expref- 
lion  dé  V en  d’où  l’on  tirera  par  la  différentiation 

ordinaire  les  valeurs  de  , qui  font  les 

mêmes  que  celles  de  ceci  n’a 

point  de  difficulté , nous  ne  nous  y arrêterons  point  ; nous 
remarquerons  feulement  que  les  équations  précédentes  re- 
viennent à celles  que  j’ai  données  autrefois  dans  mes  pre- 
mières recherches  fur  la  libration  de  la  Lune. 


. t 

3 8-  Quoique  l’emploi  des  angles  9,4»"»  paroifie  être 
ce  qu’il  y a de  plus  fimple  pour  trouver  par  notre  méthode 
les  équations  de  la  rotation  du  corps;  on  peut  néanmoins 
parvenir  encore  plus  directement  au  but , 6c  obtenir  même 
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des  formules  plus  élégantes  & plus  commodes  pour  le  calcul 
dans  plufieurs  cas,  en  conlîdérant  immédiatement  les  va- 
riations des  quantités  ^ , &c , & réduifant  en- 
fuite  ces  différentes  variations  à trois  indéterminées , par 
des  formules  analogues  à celles  de  l’article  ay. 


d P 

Ainfi , puifque = (article  13  ) ; . . . 

gjj  différenciant  par  fy 

dt  ^ 

{ dt  étant  conftant). 


, t'"  J' i/V'-f- P" 

V*  — dt 


d\»n’"->rdn”tn'"-^-dr:'n"'  . 
rt » 


donc  le  terme  t^p  de  la  valeur  de  / T*  donnera  dans  la 
formule  générale  de  l’article  3 f , les  termes 

dt 


dt 


^ -TT-  X 2t  * 


it 


dp 

favoir. 


d f— 

■ ■ ' L.  ni»  s-  n" 

d t • 


dT  _ dV"n"-^-dy'"l M»+dV<'ll''~di "n'"-^dn"t H" 

-J  X ■ ' ■ 

dp 


dt 


Pareillement  le  terme  t'q  donnera  dans  la  même  for- 
mule les  termes 
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^ X - , 

d T 

& enfin  le  terme  -r — /r  donnera  ceux-ci  ; 

«r 

^ r^"^r -f- ç"^ç7 


. dT  ^ dV<n'-^dd'U'-k-d^'>d^'  —dV  i'V-dn'i-d'  — dK'iK" 

— X . 

Or  ayant  trouvé  en  général 

dV  dR--V"  dQ^  d^'  = ^'"dP^^>dR  . 

</r  = I'  dQ^  f dP , d,/  dR  — n'>'dQ,8cc. 

( art.  37),  dP  y dQ  y dR  étant  des  quantités  indéterminées , 
il  eft  clair  qu’on  peut  donner  aûlE  aux  variations  J'I',  -Tf", 
S' h' y &c,  la  même  forme  en  changeant  en  /;  ainfi 
on  aura 

^ Q — r <rP , fn'  = »"  iR  — »'"rQy  &c, 

les  trois  quantités  t'Py  ^Qy  iR  étant  aullî  indéterminées 
& indépendantes  éntr’elles.  • 

Faifant  ces  fubftitutions , & ayant  égard  aux  équations  de 
condition  de  l’article  1 3 , on  trouvera 

ç///  ^ Ç"  =a  X P , 

=/P‘, 
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expreffions  analogues  k celles  de  JQ,  dR  (art.' 13); 
& de  plus , 

dl"n'  -t-  dt!'  =-^dP  îQ, 

' d^'n'  -^d»'"ïr,‘  ^ — dPsR, 

d^'n"’^d»'  sj'-^dri  = — 

d^f  I"  d/"  iJ'-^dr:"  tl^"=-^dQtR, 

i ' 

d^'  n'"-^ drf  dri  iiC"=^  — dRsP , 

d^'iV"’^  dx"^n"  H-  dC't-t"^  — dR  s-  Q. 


Donc  les  quantités  trouvées  ci-deflus  réfultantes  des  termes 

4r  ^P*  4f  dQ  \3.  valeur  de  /T,  devien- 

, rfP  dO  dR 

dront  en  mettant  /,  r pour  , 


iiMsl 


d g 

J 

/rfr  N 

M • 

W*  >> 

d e 

J 

/rfrx 

\ dr  J 

dt 


fP^  ^ (rtQ^0jR). 
j^R^  ^(q^P^ptQj,  - 


dont  la  fomme  fera  par  conféquent  le  réfultat  des  termes 
dûs  à la  variation  de  T,  dans  l’équation  générale  dont  il 
s’agit. 

Quant  aux  termes  relatifs  k la  variation  6.c  V ■,  puifque 
V devient  une  fonélion  algébrique  de  » 

après  la  fubftitution  de  x'  a b cV"-,  ^ 
•^bn^'^en"'y  ï'rj-uÇ'rh^rçH  cÇ"',  au  lieu  de 

le 
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le  figne  intégral  S n’ayant  rapport  qu’aux  quantités  a,  c, 
il  n’y  aura  qu’à  difFérentier  par  & mettre  enfuite  pour 
&c,  leurs  valeurs  dans  J'Q,  ainUpuifque 
iv  dv 

■ dV  » 


Jt' 


jjTT  = , on  aura  dans  la 


même  équation  les  termes  fuivans, 

% 

^ 4?"  r-' 

Donc  enfin  rafTemblant  tous  les  termes  multipliés  par 
chacune  des  trois  quantités  ^iî,  on  aura  une 

équation  générale  de  cette  forme, 

o=»(P)fPr^  (Q)tQ^(RJtR^ 

dans  laquelle  jt;  _ ^ 

iT 

dT 
dq 


(PJ  = 


d. 


dp 


d t 


rdT 


r»-l‘ 


/// 


dV 

dl" 


(QJ^ 


-t--"'— 

dn" 

-+-r— 

- ft// 

dr 

rfÇ" 

““  S 

di'" 

d.  4^ 

dq 

-4-r 

dT 

dt 

dp 

— P 

d r 

dV 


dr 


r+-r 


dt" 


dr 


dV 


(R)^ 


d. 


dn" 

dT 


dÇ‘ 




Ç — » 


d r 


,^n 


dV 


' * 


dt 


dT  dT 

— ^i-TT 


di' 


d,' 


dC 


dr 


di" 


w dr 

dn"  ^ dl,"  • 

C c c 
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Et  comme  les  trois  quantités  «T P,  J'Q,  j'R  font  indépen- 
dantes entr’elles , 6c  en  même  tems  arbitraires , on  aura 
donc  ces  trois  équations  particulières  fPJ  =20y  ( QJ  = Oy 
= O,  lefquelles  étant  combinées  avec  les  lix  équations 
de  condition  entre  les  neuf  variables  6cc , ( art.  13), 

ferviront  à déterminer  chacune  de  ces  variables. 

On  peut  mettre,  fi  l’on  veut , fous  une  forme  plus  fimple, 
les  termes  de  ces  équaiiiins  dépendans  de  la  quantité 
Car  puifque  V=‘SnDm"y  aura  ( à caufe  que  le  fign*e  S 
ne  regard©  point  les  variables  , Ç" , 6cc  ) , . . . . 

comme  n ell  une  fdnétion  algébrique  de 

c*'"  y aï!  çX!"  y il  eft  aifé  de  voir 

qu’en  faifant,  varier  /éparément  àl  b y c , on  aura  . . . 


t'  ' ” 

’ di" 


JH 


dn 


■H! 


d n 


idn 


I __  O a II  yff 

» TT  y ^ 


dn 


U _ 

" d 


dn 


^ ~ ^ fuite.  De  force  qu’on  aura 

de  cette  maniéré, 


di“ 


. _ hJZ. 

^ dÇ'  ^ d\"<  ” a,"' 


('4f 'tyr  + c 


m , 


JH 


dV 


d n 


d V 
di' 


dç"  di' 

da 

J,  dV 


!H 

• U 


d V 


dV 


d V 


-H 


dn 
d t> 


dn' 

— b 


-7F~ 


d,“ 


S 


dn 


)D 


m. 
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Mais  fl  cette  transformation  fimplifie  les  formules , elle 
ne  fimplifie  pas  le  calcul , parce  qu’au  lieu  de  l’intégration 
unique  contenue  dans  on  en  aura  trois  à exécuter. 

3 9.  Lorfque  les  diftances  des  centres  des  forces  au  centre 
du  corps  font  très-grandes  vis-à-vis  des  dimenfions  de  ce 
corps , on  peut  alors  réduire  la  quantité  n en  une  férié  fort 
convergente  de  termes  proportionnels  aux  puiflTances  6c  aux 
produits  de  û , c;  de  forte  que  l’intégration  SnDm 
n’aura  aucune  difficulté  ; c’eft  le  cas  des  Planètes  en  tant 
qu’elles  s’attirent  rfiutuellement. 

Si  la  force  attractive  P eft  fimplement  proportionnelle  à 
la  diftance  p , enforte  que  F = kp  y k étant  au  coeffi- 
cient confiant , le  terme  yP  de  la  fondtion  n ( art.  55) 

devient  = j 6c  comme  p eft  exprimé  en  général  par 

' ^(  (^  — //  -^Cy  — gT  — )i  en  défignant  par 
A , les  coordonnées  du  centre  des  forces  ; le  terme  dont 

il  s’agit  donnera  ceux-ci,  f (x—fj'~+-  (y — 

donc  fubftituant  par  x,  \ leurs  valeurs'x'-f- 1 , y-t-», 
multipliant  par  Dm,  & intégrant  félon  S,  on  aura 
dans  la  valeur  de  f''  =:  Su  Dm  les  termes  fuivans. 


•V  /'(>'  -// + ry -er +(i-hr)SDm 

f)S^Dm‘^k(y'-^g)S»D  — hJSlD  m 


' m. 


Or  I = ur  4-  b^"  -H  cl'",  » = 
Ç = a I' -+-  è |"-4-  c donc  , 


a » 


bn"  -4-C» 


C C C 1 
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S^Dm=^SaDm~\-^"SBDm-^-t''^cDmf 

& ainfi  des  autres  ; & S fa*-¥-B'-i-c^JDmf 

(art,  13)  = ^ une  confiante  que  nous  défignerons  par  E. 

Mais  fl  on  prend  pour  le  centre  arbitraire  du  corps , fon 
centre  même  de  gravité,  on  a alors 

SaDm^o,  SbDm  = Oy  ScD  m = o, 

comme  nous  l’avons  déjà  vu  ci-deffus  (art.  35).  Ainfi  dans 
ce  cas  la  quantité  ne  contiendra  relativement  à la  force 
dont  il  s’agit,  qque  les  termes 

de  forte  que  toutes  les  différences  partielles  j &c , 

feront  nulles. 

D’où  il  s’enfuit  que  l’effet  de  cette  force  fera  nul  par 
rapport  au  mouvement  de  rotation  autour  du  centre  de 
gravité. 

Et  comme  l’expreffion  précédente  au  terme  confiant 
près , efl  la  même  que  fi  tout  le  corps  étoit  concentré 

dans  fon  centre  , auquel  cas  x — x'y  y — y't  on  aura 

pour  le  mouvement  progreffif  de  ce  centre  , les  mêmes 
équations  que  fi  le  corps  étoit  réduit  à un  point  ; car  les 
différences  partielles  de  , relativement  aux  variables 
x'fj/y  feront  les  mêmes  que  dans  cette  hypothèfe. 

Si  on  veut  confidérer  le  corps  comme  pefant , eu  pre- 
nant la  force  accélératrice  de  la  gravité  pour  l’unité , & l’axe 
des  coordonnées  dirigé  verticalement  de  haut  en  bas,  on 

aura  /’=!,&  p = h — donc  fPdP  ^h’—\'=h  — :( 
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— a Ç'  — ^ Ç"  — c Xi" ; de  forte  que  la  quantiré  V contiendra, 
à raifon  de  la  pefanteurdu  corps,  les  termes 

(h—i)SDrn—XiSaDm—xi'SbDm-xi"ScDm. 

Ainfi  fi  le  centre  du  corps  eftpris  dans  fon  centre  de  gra- 
vité , les  termes  qui  contiennent  les  variables  Ç',  ç",  &c , , . 
difparoîtront,  & par  conféquent  l’effet  de  la  gravité  fur  la 
rotation  fera  nul,  comme  dans  le  cas  précédent.  La  valeur 
de  V tant  qu’elle  eft  due  à la  gravité,  fe  réduira  alors 
^ (h  — T^)  S Dm  y c’eft-à-dire,  à ce  qu’elle  feroitfi  le  corps 
ëtoit  réduit  k un  point,  en'  confervant  fa  mafie  SDm‘, 
donc  auffi  le  mouvement  de  tranfiation  du  corps  fera  le 
même  que  dans  ce  cas. 

§.  III. 

Détermination  du  mouvement  d’un  corps  g/rave 
de  figure  quelconque. 

40.  Ce  problème,  quelque  difficile  qu’il  foit,  eft  néan- 
moins un  des  plus  fimples  que  préfente  la  Méchanique  , 
quand  on  confidere , les  chofes  dans  l’état  naturel  8c  fans 
abftraétion  ; car  tous  les  corps  étant  effentiellement  péfans 
& étendus , on  ne  peut  les  dépouiller  de  l’une  ou  de  l’autre 
de  ces  propriétés  fans  les  dénaturer,  Sc  les  queftions  dans 
lefquellcs  on  ne  tiendroit  pas  compte  de  toutes  les  deux  à 
la  fois , ne  feroient  par  conféquent  que  de  pure  cuîiofité. 

Nous  commencerons  par  examiner  le  mouvement  des 
corps  libres , comme  le  font  les  projeéliles  i hous  examine- 
rons enfuite  celui  des  corps  retenus  par  un.poiut  fixe,  comme 
le  font  les  pendules.  ' ' 
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Dans  le  premier  cas  on  prendra  le  centre  du  corps 
dans  fon  centre  de  gravité , & comme  alors  l’effet  de  1% 
gravité  eft  nul  fur  la  rotation,  ainfi  qu’on  vient  de  le  voir, 
on  déterminera  les  loix  de  cette  rotation  par  les  trois  équa- 
tions fuivantes  (art.  38), 


w-  • 

dp 

m /J 

dT 

dT 

dt 

m mym  y 

dr 

mmmrn  f 

dq 

d. 

dT 

dq 

• r 1 J 7* 

dT 

dT 

dt 

dr 

d. 

dT 

dr 

dT 

dT 

d t 

- P 

dq 

— q 

. (A). 


en  fuppofant  ( art.  37). 


ï dt 


r E= 


iR 
it  > 


& 


T — (Ap' •\-B  q' — Fqr-^Gp  r — Hpq. 


A l’égard  du  centre  même  du  corps,  il  fuivra  les  loix 
connues  du  mouvement  des  projeéliles  confidérés  comme 
des  points;  ainfi  la  détermination  de  fon  mouvement  n’a 
aucune  difficulté , & nous  ne  nous  y arrêterons  point. 

Dans  le  fécond  cas  on  prendra  le  point  fixe  de  fufpenfion 
pour  le  centre  du  corps,  & fuppofant  les  ordonnées  ver- 
ticales , & dirigées  de  bas  en  haut  , on  aura  ( art.  39  ) 

y=(h—i()SDm-~}^'SaDm^}^'Sb  Dm^C^cDm; 
d’où  l’on  tire  =■  — SaDm,  — S b D m „ 


f 
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=—~ScDmy  & toutes  les  autres  difFcfrences  par- 
tielles de  feront  nulles.  De  forte  cjue  les  équations  pour 
le  mouvement  de  rotation  feront  (art.  38), 

d . — 

— *+“  î ~T^ f — 1^"  S B D m -h  K"  Sc  D m = o 

as  ^ dr  dq 

d ~ 

— ^ r II.  — P 4^—/  ScDm-+-CSaDrn=o 

dt  dp  * d r ^ 

d — 

■ ■ V.  — 4f  - î 

les  quantités  SaDm,  SBDm,  ScDm,  devant  être  regardées 
comme  des  confiantes  données  par  la  figure  du  corps , &C 
par  le  lieu  du  point  de  fufpenfion. 

41.  La  folution  du  premier  cas,  où' le  corps  efl  fuppofé 
entièrement  libre , Sc  où  l’on  ne  confidere  que  la  rotation 
autour  du  centre  de  gravité,  dépend  uniquement  de  l’inté- 
gration des  trois  équations  {A). 

Or  il  efl  d’abord  facile  de  trouver  deux  intégrales  de  ces 
équations  ; 

car  1°,  fi  on  les  multiplie  refpeélivement  par 
dT 

, & qu’enfuite  on  les  ajoute  enfemble , on  a évidem- 
ment une  équation  intégrable,  & dont  l’intégrale  fera 

étant  une  confiante  arbitraire. 
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1°.  Si  on  mulciplie  les  mêmes  équations  par  py  ^ y r y fic 
qu’on  les  ajoute  enfemble,  on  aura  celle-ci. 


J. 


dT 

dp 


dT 

dp 


-4-  r d . 


dT 

dp 


— O. 


laquelle  (k  caufe  que  T eft  une  fontHon  de  /»,  y,  r uni- 

AT  AT 

quement,  & que  par  conféquent  d !T=a  <//>-+-  d q 
àT 

-t-  -J— 

B r 


r eft  aulfi  intégrable  , fon  intégrale  étant 

dT  . dT  , dT 


dp 


d r 


— r=±*A" 


k'  étant  une  nouvelle  eonftante  arbitraire. 

d T 

En  mettant  dans  ces  équations , au  lieu  de  7’,  -jj-  > 

J "7“  valeurs , on  aura  deux  équations  du 

fécond  degré  entre  />-,  q,  r y par  lefquelles  on  pourra  dé- 
terminer les  valeurs  de  deux  de  ces  variables  en  fontftions  de 
la  troisième  ; & ces  valeurs  étant  enfuite  fubftituées  dans  une 
quelconque  des  trois  équations  (d4) , on  aura  une  équation 
du  premier  ordre  entre  r & la  variable  dont  il  s’agit  ; ainft 
on  pourra  connoître  par  ce  moyen  les  valeurs  de  Pt  q,  r 
en  t.  C’eft  ce  que  nous  allons  développer. 

Je  remarque  d’abord  qu’on  peut  réduire  la  féconde  des 
deux  intégrales  trouvées,  à une  forme  plus  /impie,  en  fai- 
fant  attention  que  puifque  T çft  une  fonétion  homogène  de 
deux  dimendons  de  / , ^ , r , on  a par  la  propriété  connue 
de  ces  fortes  de  fondions , 


dT  , dT 


*r. 


ce  qui  réduit  l’équatiou  intégrale  dont  il  s’agit  à T — h*; 

laquelle 


4» 
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laquelle  exprime  la  confervation  des  forces  vives  du  mou- 
vemenc  de  rocation.  - ' 

Je  remarque  enfuite  <jue  comme  la  quantité  , . 


C 


dT 


dV 

■^~d 


dT 


dT 


■)  “‘“(î 


dT 


dT 

~P  dq 


y 


■4-  r 


dT  \» 

dr  ) ' 


dq  ï dr  dr  ' dp  J ' K"!  dp 

eft  équivalente  à celle-ci , -f.  g*  4-  x . . 

laquelle  devient  /'  (p'  -+-  r' ) — 4A*,  ’en  vertu  des 

deux  intégrales  précédentes,  dn  aura  une  équation  JifFé- 
rentielle  plus  fimple,  en  ajoutant  enfemble  les  carrés  des 
A IL.  A ^ 

dr 


valeurs  de  d.  . d 

dp  7 


y d . dans  les  trois  équa- 


tions difFérentielles  ( A)  \ équation  qu’on  pourra  ainfi  em- 
ployer il  la  place  d’une  quelconque  de  celles-ci. 

De  cette  maniéré  la  détermination  des  quantités  /> , j , r , 
en  r dépendra  fimplement  de  ces  trois  équations. 

r=A*, 

(4fy-^(^y-^.(4fy=/-. 

= C/‘ — m 

dans  lefquelles 

T = — (A P*  B q*  ^ Cr'Jm-,  Fqr-^  Gp r<^ Hp  q. 

4 2 . Cette  détermination  eft  allez  facile , lorfque  les  trois 
conÆantes  G^  H font  nuiles.  Car  on  a alors  Amplement 

• Ddd 


4/, 
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T = ( Ap*  B q*  Cr' )‘y  donc 

-J—  = B -jp~  = Cr;  de  forte  que  les  trois  équations 

à.  réfoudre  feront  de  la  forme  fuivante , 

-f-  jB  -t-  C r’  = 1 A’ , 

A'p'-k-  B'q  * -H  Or^  =/* , 


rV-4A^ 


Si  à donc  on  fait  />’  -1-  j*  -4- r*  = a , & qu’on  tire  les  va- 
leiura  de  /> , ^ , r,  de  ces  trois  équations , 

■ />’  -4-  î*  •+>  r*  a , • r 

A p'-^  B -+-  C /^  = 1 A* , 

À'p'^B'  j’-hCV’=/‘, 


on  aura 


, fiCu— iA> 

c><  — c ; » 

acu-_^CA^+C)+p 
V ( B-A)(B  — C)  > 

, xA‘C^  + *;+/*  . 

ces  valeurs  ét?nt  fubflituées  dans  l’équation  difFérentielle  ci- 
defTus , le  premier  membre  de  cette  équation  deviendra , après 
les  réducbions, 

A=  B'C-(  ^h'—p  u'  )du' . 

^(BCu  — ih'(B-hC)-^^p)(ACu-^ik-(A^C)-i.p‘)(ABH—ih*(A^B)+p)dt’-  > 

& le  fécond  membre  deviendra  u h*.,  de  forte  qu’en 
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divifant  toute  l’équation  par a — 4^%  & tirant  la  racine 
carrée,  on  aura  enfin 

ABCâu  ^ - 

^y'—(JiCu~tk'  (A  Cu—ih'  (A-hC )-h P)  (^AJÿu-^ih'(A+By  -+-p)  ’ 

d’où  l’on  tirera  par  l’intégration  r en  a , & réciproquement. 

4 3-  Suppofons  maintenant  que  les  confiantes  F,  Gy  H 
ne  foient  pas  nulles , & voyons  comment  on  peut  ramener 
ce  cas  au  précédent , au  moyen  de  quelques  fubfiitutioni. 

Pour  cela  je  fubfiitue  à la  place'  des  variables  py  qy  r , 
des  fo  (fiions  d’autres  variables  qu’il  ne  faudra 

pas  confondre  avec  celles  que  nous  avons  employées  juf- 
qu’ici  pour  repréfenter  les  coordonnées  des  difFérens  points 
du  corps  ; & je  fuppofe  d’abord  ces  fonctions  telles  , que  l’on 
ait  />’  -t-  -4-  r*  = *’-+-  jy’  -f*  ^*.  Il  eft  évident  que  pour 

fatisfaire  à cette  condition , elles  ne  peuvent  être  que  li- 
néaires , & par  conféquent  de  cette  forme , 
p=p' x-^-p"y+p'" \,q=q' x-^q"y^  q'" , r=/ x -H r"y-^r"' 

Les  quantités  p' , />",  ôcc , feront  des  confiantes  ar- 

bitraires, entre  lefquelles,  en  vertu  de  l’équation  p^-^q* 
r*  — X*  H-  _y’  ”4- > il  faudra  qu’il  y ait  les  fix  équations 
de  condition  que  voici.  . 

^'*4-  ^'*-4-/*  = I ,;7"*-4-  /'’=*!  = I , 

de  forte  que  comme  les  quantités  dont  il  s’agit  font  au 
nombre  de  neuf,  après  avoir  fatisfait  à ces  fix  équations , 
il  en  reftera  encore  trois  d’arbitraires. 

Je  fubftituerai  maintenant  ces  exprellîons  de  ^ , r dans 
la  valeur  xle  F,  & je  ferai  enforte,  au  moyen  des  trois ^ 

D d d Z 
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arbitraires  dont  je  viens  de  parler,  que  les  trois  termes  qui 
contiendrolent  les  produits  xy ^ 3C\y  y \ difparoifrent  de  la 
valeur  de  T,  enforte  que  cette  quantité  fe  réduife  à cette 


forme , 


<1  JC*  -r-  y|* 


Mais  pour  rendre  le  calcul  plus  limple,  je  fubUituerai 
immédiatement  dans  cette  formule  les  valeurs  de  en 

y,  r,  8c  comparant  enfuite  le  réfultat  avec  l’expreflion 
de  T y je  déterminerai  non-feulement  les  arbitraires  dont 
il  s’agit,  mais  aullî  les  inconnues  «,  |8,  y.  Or  les  valeurs 
cI-delTiis  de  />,  y,  r étant  niultipliées  refpeéHvement  par 
p',  q\  /,  par  p",  q"y  8c  par  p'"^  q"\  r"\  enfuite  ajoutées 
enfcmble,  donnent  fur  le  champ,  en  vertu  des  équations 
de  condition  entre  les  coëfficiens  />',  p'\  8cc, 

X =p'p^q'  q->e-r'r^y=p"p’^q"  q-\-  f \—p'"p  -f-  f ^ -H  ; 

la  fubftitution  de  ces  valeurs  dans  la  quantité  .... 
■**  ^ 5c  la  comparalibn  avec  la  valeur  de  T dû 

l’article  41,  donnera  ainfi  les  lix  équations  fui  vantes, 

J%  « «//i  «Wa  A 

%p 

« q''  -h  ^ q"'  *+"  y = -5  > 


.p'q'-^^ p"  î"  + yp'"  q'"^  - 1 jF, 

-p'r'-^Hp"f^'-^- y f r"'  = — a C , 

«ÿV-h|8  9'V^-4-,9"V"=—  aff, 

qui  ferviront  à la  détermination  des  fix  inconnues  dont  il 
s’agit. 
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Et  dette  détermination  n’a  même  aucune  difficulté  ; car 
fi  on  ajoute  enfemble  la  première  équation  multipliée  par 
p\  la  quatrième  multipliée  par  & la  cinquième  multi- 
pliée par  /,  on  a , en  vertu  des  équations  de  condition  déjà 
citées , 

mp'  A p'  — 2.  F q'  — t G \ 

en  ajoutant  la  fécondé , la  quatrième , & la  fixieme , mul- 
tipliées refpeéUvement  par  y',  p\  r',  on  aura  pareillement 

« q\—  Bq'  — 1 Fp' — zH/; 

ajoutant  enfin  la  troifieme,  la  cinquième,  fie  la  fixieme, 
multipliées  refpeélivement , /,  /»',  ç',  on  aura 

^/=Cr'  — iGp'  — iHq'-, 

Sc  ces  trois  équations  étant  combinées  avec  l’équation  de 
condition  , 

p'* -h  q'^  H-  /’  = I , 

ferviront  à déterminer  les  quatre  inconnues  p',  q',  Y. 

Les  deux  premières  équations  donnent 

n'  — ) , , • (A-,)(B-»)-^F'  , _ 

" i’TH-^-G(B  — ,)  F » “ 4f  H-t-1  G(B  — ,)  ” ’ 

fubftituant  ces  valeurs  dans  la  troifieme , on  aura , après 
avoir  divifé  par  p',  cette  équation  en  «, 

(cl~A)(^  — B)  (cl—  — (cl  — A)  — (cl  — B) 

(cl  — ‘ C)  \ 6FGH~o, 

laquelle  étant  du  troifieme  degré , aura  néceflaircmenr  une 
racine  ré  :11c. 


3p8  Méchanique  analitique. 

Les  mêmes  valeurs  étant  fubûituées  dans  la  quatrième 
équation , on  en  tirera  celles  de  p\  y',  / en  « , lefquelles , 
en  faifant  pour  abréger,  ^ 

( (-^ — ‘^)  (B — H-^xG(B — «)  ) > 
feront  exprimées  ainfi, 

i,FH+iG{B  — .)  , 4FC-JfiJjr  A — m)  (B— .)— 4 F* 

P = (7) > î (T)  ’ r-; 

Si  on  fait  de  nouveau  les  mêmes  combinaifons  des  équa- 
tions ci-dieffus,  mais  en  prenant  pour  multiplicateurs  les  quan- 
tités p'\  q \ r",  à la  place  de  />',  o*'  en  tirera  ces 

équations-ci , 

fip"  ^Ap"—  iFq"  - î Gr", 
fiq"=:Bq"—lFp"-xnP\ 
fi  r":=CP'  ^ xGp"  — xHq\ 

qui  étant  jointes  à l’équation  de  condition p '^-h  q”'  •+•  /'*=  i, 
ferviront  à déterminer  les  quatre  inconnues  fi , />",  q'\  r"  ; 
& comme  ces  équations  ne  different  des  précédentes  qu’en 
ce  que  ces  inconnues  y font  à la  place  des  premières  in- 
connues a , p'j  q'y  Py  on  en  conclura  fur  le  champ  que  l’équa- 
tion en  j8,  ainfi  que  les  expreflions  de  p'\  q",  P'  en  fi  feront 
les  mêmes  que  celles  que  nous  venons  de  trouver  en  ». 

Enfin  fi  ùn  réitéré  les  mêmes  opérations,  mais  en  pre- 
nant p''\  y'",/"  pour  multiplicateurs,  on  trouvera  de  même 
les  trois  équations, 

> p">  = Ap'"  — 1 / lGP"y 
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f - Z Fp'"  - i Hr^\ 

y F"  = Cl"' -Z  G p'"'—  Z Hq"\ 

auxquelles  en  joindra  l’équation  p'"*  -+-  q"'*  r""  = i ; &; 

comme  ces  équations  font  en  tout  femblables  aux  pré- 
cédentes, on  en  tirera  des  conclufions  analogues. 

On  concluera  donc  en  général  que  l’équation  en  « trouvée 
ci-deffus,  aura  pour  racines  les  valeurs  des^rois  quantités 
“ > > 7 y & que  ces  trois  racines  étant  fubftituées  fucccfli- 

vement  dans  les  exprellions  de  p',  q'y  r'  en  «,  on  aura  tout 
de  fuite  les  valeurs  de  p',  q'^  de  q"^  r",  & de p'"^  q'"^  r'"  ; 
de  forte  que  tout  fera  connu  moyennant  la  réfolution  de 
l’équation  dont  il  s’agit. 

Au  relire , comme  cette  équation  eft  du  troifieme  degré, 
elle  aura  toujours  une  racine  réelle,  qui  étant  prifc  pour  «, 
rendra  auflî  réelles  les  trois  quantités  j',  A l’égard  ^’es 
deux  autres  racines  /S  Sc  j-.  Ci  elles  étoient  imaginaires,  elles 
feroient,  comme  l’on  fait , de  la  forme  â ci/' — i fie 

h — cl/" — i;de  forte  que  les  quantités  />",  q",  r"  qui*  font 
des  fondions  rationelles  de  (i , feroient  aufli  de  ces  formes , 
m-^n  V" — I yw!  -\^nV — — i ; & les  quantités 
p"'-,t("y  r^”»qui  font  de  femblables  fondions  de  p feroient  des 
formes  réciproques  m — n y — i , wl—  n'y — i , m" — n"y — i ; 
donc  l’équation  de  condition  p" p'"  q"  q'"  ~+- r"' =a  o, 

deviendroit  m’-H/i’-t-  = o , & par  confé- 

quentimpollible  tant  que  m^n,  m'y  ra',/72",n"  feroient  réelles; 
d’où  il  s’enfuit  que  ^ &C  y ne  peuvent  être  imaginaires. 

Pour  fe  convaincre  diredement  de  cette  vérité , d’.aprcs 
l’équation  meme  dont  il  s’agit , je  mets  cette  équation  fous 
la  forme 
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j’y  fubfticue  fuccefllvement,  au  lieu  de  «,  les  deux  autres 
racines  ^ Sc  y,  6c  je  retranche  les  deux  équations  réful- 
tances  l’une  de  l’autre;  j’aurai,  après  les  réduétions  & la 
divillon  par  n — > , cette  transformée 

4^(J‘  -J-  — 4 ( G H IF  A-i-G*  B)  ) 

-+-1 6 F'  f A-hBJ F ij  iî4-4 G'J , 

laquelle  eft  réducUblc  à cette  forme, 
(fa-AJfA-Bj-^F^Jffy-^Ajfy-BJ-^^F'J 
' ^^fII(0^AJ  — zFGJfHfy  — AJ  — iFGJ 
^^(G(^-A)^zFH)(G(y  — A)-.zFHJ^o, 

qu’on  voit  être  la  même  chofe  que  l’équation p" p'"  q”  q" 

~>r  r"  r’"  = O J 6c  qui  fournit  par  conféquent  des  conclu- 
rions femblables. 

Donc  les  trois  racines  <t,  ff  , y feront  nécelTairement  toutes 
réelles,  & les ^ neuf  coëfficiens  p',  q\  /,  p"y  &c,  qui  font 
des  foriélions  rationelles  de  ces  racines,  feront  réels  aulîî. 

44‘  Nous  venons  de  déterminer  les  valeurs  de  ces  cocf- 
ficiens , enforte  que  l’on  ait  />*4-  q*+  r*  = <+■  6c 

T= '*'^1  • or  en  faifant  varier  fuccellîvement 

P y q,  r,  on  aura,  à caufe  que  x,  y,  font  fondions  de 
ces  variables , 

iT 


Digitized  by  Google 


"Seconde  Partie. 

dx  . dy  dt 

dx 


401 


dT 

dp 

dT 

di 


aX 


■sssctX 

! 


dT 

dr 


I « X 


dp 

d X 

i<l 

dx 


dy 


mais  X t=s  p' p ^ ^ q ^ y _ pf  p -j-  q^>  q r"r, 

comme  on  l’a  déjà  vu  plus  haut; 

donc  -^=b'  -£f-—  n'  — — p//  dy  „ _ 

dp  " </}•*  a»  if  * dp  P * df 

fubllituanc  cés  valeurs , on  aura  donc 

.-Z  ■■  : 

4f  = î' ‘ ^ î"  •+■  î"' ■>' î * 

« X -t- r"  -t- r"' > î. 

T\  r ')'  • ' . . » 

' De  forte  qu’en  vertu  des  équations  de  condition  entre 
les  coëfficiens  p'j  q'ÿ  r^,'  p"y  &c , on  aura 

(^):^  C^)'+  (4f)‘ = -■*•  -^'-y  - V-  f,  ec. 

Par  conféquent  les  trois  équations  finales  de  l’vticle  4» 
fe  réduiront  à celles-ci . 

V J ;»y -+- > :{*  c=i  Z A* , . 

' -àV-^j8’‘y*-+->Y=/‘* 

£e  e 
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lefquellcs  font,  comme  l’on  voit,  tout-à-fait  femblables  à 
celles  de  l’afticle  41,  les  quantités  a,  /3,  v répon- 
dant aux  quantités  /»,  > - 

D’où  il  fuit  que  fi  on  fait,  comme  dans  l’artidc  cité, 

i 

T*  S=  \*V  ■ ■ 

çn  aura  entre  les  variables  Xj  y, 4[-,  ayty  les  mêmes  for- 
mules que.  l!on  avoic  trouvées  entre  r,  a,  /,ai  chan- 

geant feulement  A y B ^ C,  en  « , jS , y, 
f-AyaDt  alnC  les.^leurs'dë  Xy  y;  q;"eh  ,a  oû  r,  ôm  aura  les 
valeurs  complettes  de  py  j,,rpar-les  formules  de  l’article  43. 

4 5 . Les  quantités ^ ne  fufllifent  pas  pour  déterminer 
toutes  les  circonlïabces  du  mbuvêment  db  rotation  du  corps  i 
elles  ne  fervent  qu’à  fa.ire,  connoître  fa  rotation  inftantanée. 

En  effet,  puifque^  = -^,  î=-^, 

fuit  de  ce  qu’on  aivu  dans  l’article  i6  que  l’axe  fpontanée 
de  rotation,  autour  duquel  le  corps  tourne chaque  inft^t  » 
fora  avec  les  axes  des  coordonnées  a , A,  c,  des  angiesdont 

Mil..  U . J ^ r ' ‘I  <- 

les  cofmus  feront  refpeélivement  — r-; — — , . . • . 

‘ ^ ( i -*- P } ’ 

—rr — ^~T~ — TT  4 — 7 — : « êi  qùe  la  Vîtêflè  àngblàlrè 

autour'  de  cet  axe^fora  fopréfentéb-lp^r- 

Pour  la  connoiffance  complette,  de  la  rotation  du  corps, 
il -faut'  encore  déterminer  les  vàfoûts’  deÿ  neuf  quantités 
r,  y &c,  d’où  dépendent  celles'  dés  cob'rd'ôfinées 
Ç,  »,Ç,  lefquelles  donqet/t  rlfcpoficion.  abfoliiffvde  chaque 
point  du  corps  dans  refpacevrçlativeix^atauifeptre  de  gra- 
vité regardé  comme  immobile  (art.  34) j c’eft  ce.  qui  de- 
mande'enèore  trois  iniégraridns  nouvelles.'  . ■ 
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Pour  cet  effet  je  reprends  les  formules  différentielles  de 
1 article  27,  & mettant  pdt^  qdt^  rdty  au  lieu  de 
dq,  dR,  j’ai  ces  équations,  . 


-4-  (q  r — rf)  dt  = o. 
dl"^(r?!  —j’^")dt^o 
d^'"  -^(pV  — qV ) dt^o 


. • . (C) 


6c  autant  dléquacions  femblables  en  h'",  8cen  Ç',  Ç",  Ç"', 

en  changeant  feulement  Ç en  » & en  Ç. 

Ces  équations  étant  comparées  avec  les  équations  différen- 
tielles (y^)  de  l’article  40,  entre  les  quantités  , 

, il  eft  vifible  qu’elles  font  entièrement  femblables , de 

forte  que  ces  quantités  répondent  aux  quantités  f', 
comme  aufE  aux  quantités  V',  & aux  quantités 

ç",  r. 

D’où  je  conclus  que  ces  demieres  variables  peuvent 
être  regardées  comme  des  valeurs  particulières  des  variables 

-JJ-  f —JJ- , -JJ-  y 6c  qu’ainfi , puifque  les  équations  entre 

ces  variables  font  fimplement  linéaires,  on  aura,  en  pre- 
nant trois  confiantes  quelconques  / , nz , n , ces  trois  équa- 
tions intégrales  compleotes, 

-j~  »=>  /?'  -4-  .m  / H-  a Ç'  , 1 

■ ’ ‘ I ■ . 

-Jr’  =»  / f H-  « «"  •+<  a , Y • ■ • ( ) 


fdT* 
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or  eri  combinant  ces  trois  équations  avec  les  fix  équations 
de  condition  entre  les  mêmes  variables  &c , il  femble 
qu’on  pourroit  déterminer  ces  variables,  qui  font  en  tout 
au  nombre  de  neuf;  mais  en  confidérant  de  plus  près  les 
équations  précédentes , il  eft  facile  de  fe  convaincre  qu’elles 
ne  peuvent  réellement  tenir  lieu  que  de  deux  équations; 
car  en  ajoutant  enfemble  leurs  carrés,  il  arrive  que  toutes 
les  inconnues  f".  Sec , difparoifl'ent  à la  fois  en  vertu 

des  mêmes  équations  de  condition  ( art.  1 5 ) ; de  forte  que 
l’on  aura  fimplement  l’équation 


laquelle  revient , comme  l’on  voit , à la  première  des  deux 
intégrales  trouvées  plus  haut  (art,  41);  & la  comparaifon 
de  ces  équations  donnent  f^=  /*  -t-  ot*  -4-  n’,  enforte  que 
parmi  les  quatre  conftantes m,  n,  il  n’y  en  a que  trois 
d’arbitraires. 

D’où  l’on  doit  conclure  que  la  (blution  cpmplette  de- 
mande encore  une  nouvelle  intégration',  à laquelle  il  faudra 
employer  une  quelconque  des  équations  difFérentielles  ci- 
delTus  , ou  une  combinaifon  quelconque  de  ces  mêmes 
équations.  • 

4é).  Mais  on  peut  rendre  Iç  calcul  beaucoup  plus  gé- 
néral & plus  fimple,  en  cherchant  direélement  les  valeurs 
des  coordonnées  mêmes  f,  », ‘Ç,  qui  déterminent  immédia- 
tement la  politioy  abfolue  d’un  point  quelconque  du  corps , 
pour  lequel  les  coordonnées  relatives  aux  axes  du  corps , 
font  a,  l’y  c. 

Pour  cela , l’ajoute  enfemble  les  trois  équations  intégrales 
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(D)  trouvées  ci-deffus , après  avoir  multiplié  la  première  pat 
a , la  fécondé  par  ^ , la  troifieme  par  c j ce  qui  donne 
( art.  12  ),  cette  équation , 

/e  . , y , r <fr  , dT 

Or  on  a déjà  par  la  nature  des  quantités  I > <• , Ç » (art.  13). 

Enfin  on  a aulli  (art.  i8)  en  mettant  pJty  rdt 

au  lieu  de  <éP,  dR  ^ & faifant  b^c  conftans  , 


Ainli  voilà  trois  équations  d’où  l’on  pourra  tirer  les  va- 
leurs de  I , » , f,  moyennant  une  feule  intégration. 

Enfuite  fi  on  vouloit  connoître  féparément  les  valeurs  de 
&c , il  n’y  auroit  qu’à  fuppofet  dans  les  exprèf- 
fions  générales  de  n , Ç , les  confiantes  <z=si, 
c =0, oua=o,i=i,c  = o,oufl=o,  ieao,  C=I. 


Suppofons  pour  abréger 
‘ L ^ a — «t-  b — — ;+•  c —J—  , 

dp  aj  dr  ' 

' ' ■ M=  fl*  -4-  f* , 

, N ^(cq^bO'+far—cp/^fbp-^aq/  ; 
on  aura  donc  à réfoudre  ces  trois  équations , ■ 

dl'-*-d,'  + d^  JJ 

1,~ 


« 
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dans  lefquelles  M eft  une  confiante  donnée , Z , font 
fuppofées  connues  en  foncHons  de  t , 8c  /,  m , « font  des 
conftantes  arbitraires. 

J obferve  d’abord  que  Ci  l,  &C  m croient  milles  à la  fois , 
la  première  équation  donneroit  Ç = ôc  cette  valeur 

étant  fubftituée  dans  les  deux  autres , on  auroit 


X jy-hd,' 

B*  > ’ <if‘ 


= iV  — 


n'dt'  y 


équations  très-faciles  à intégrer,  en  faifant  $ = f.  cof 9 , ' 
B =s3  fl  fin  9,  ce  qui  les  change  en  ces  deux-ci. 


= — 


£ 

B*  > 


fdê'  df* 
dt^ 


N— 


di>  . 
n*  dt'  9 


dont  la  première  donnera  la  valeur  de  f , 8c  dont  la  fécondé 
donueca  l’angle  9 par  l’intégration  de  cette  formule 


t 


dL'  df' 

n dt'  dt'  • 


Suppofons  maintenant  que  /y  &c  m ne  foient  pas  nulles, 
ôc  voyons  comment  on  peut  réduire  ce  cas  au  précédent. 


Il  eft  clair  que  fi  on  fait  /c  -J-otb  = x /*  ■+-  n»*, 

TTif  — /»=^V  /*"♦”'»*  > O*'  également  . . . , 

5*  -+-»*  = 8c  = dx*  -h  dy*’,  ainfi  les 

équations  proposées  fe  réduiront  d’abord  à cette  forme. 


x\/  /*-+-»»*'+•«?=  L, 

X*  -+-y  -f-  r = M, 

«/t*  =■ 
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^ $ J ==»  î \/ /* -H  m*  ^ 

on  aura  encore  x*  -t-  f = î’  -+-  a* , & dx^  '-4-  dï^  ^d^*^  du* 

^ donc  on  aura  ces  transformées, 

^ ■+■  = ■£  J 

a’ -4-7’ -4- :j*  = Af , 

-f*  «f-  * 

^ de"'  =-^> 

qui  font , comme  l’on  voit , entièrement  femblables  à celles 
que  nous  venons  de  réfoudre  ci-defl'us  ; enforte  qu’on  aura 
pour  a,^,  les  mêmes  expreflions  que  nous  avons  trou- 
vées pour  ?,  »,  <■,  en  y changeant  feulement  a en  . . 

-+-  TO*  -4-  i > ^ 

Ces  valeurs  étant  connues , on  aura  les  valeurs  générale* 
de  ?,  , , Ç,  par  les  formules 


•1  = 


/jf  -+-  m y 


U " SSS3 


mx  ^ ly 


1»^ /*  -Hm* 


47-  Telle  eft,  fi  je  ne  me  trompe,  la  folution  la  plus 
générale,  & en  même  tems  la  plus  fimple  qu’on  puiffè  ' 
donner  dii  fameux  problème  dix  mouvement  de  rotation  des 
corpsi  libres  elle  eft  analogue  à celle  que  j’ai- donnée  dans 
les  Mémoires  dé  l’Académie  de  Berlin  pour  1773  , mais 
elle  eft  en-même-tems  plüs  directe  & plus  limple  à quelques 
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égards.  Dans  celle-là  je  fuis  parti  de  trois  équations  inté- 
grales qui  répondent  aux  équations  (P)  de  l’article  45  ci- 
deffus , équations  qui  m’avoient  été  fourmes  direckement 
par  le  principe  connu  des  aires  & des  momens,  & aux- 
quelles j’avois  joint  l’équation  des  forces  vives  T=h*  (art.  41). 
Ici  j’ai  déduit  toute  la  folution  des  trois  équations  différen- 
tielles primitives , 6c  je  crois  avoir  mis  dans  cette  folution , 
toute  la  clarté , & ( fi  .j’ofe  le  dire  ) toute  l’élégance  dont 
elle  eft  fufceptible  ; par  cette  raifon  je  me  flatte  qu’on  ne 
me  défapprouvera  pas  d’avoir  traité  de  nouveau  ce  problème  , 
quoiqiyl  ne  foit  gueres  que  de  pure  curiofité  , fur-tout  , 
fi  comme  je  n’en  doute  pas , il  peut  être  de  quelque  utilité 
à l’avancement  de  l’analyfe.  ^ 

Ce  qu’il  y a,  ce  mefemble,  de  plus  remarquable  dans  la 
folution  précédente , c’eft  l’emploi  qu’on  y fait  des  quan« 
tités  ty  Ç',  ê",  &c,  fans  connoître  leurs  valeurs,  mais  feu- 
lement les  équations  de  condition  auxquelles  elles  font  fcu- 
mifes , quantités  qui  difparoiflent  à la  fin  tout-à-fait  du  calcul  ; 
je  ne  doute  pas  que  ce  genre  d’analyfe  ne  puiiïè  aulfi  être 
utile  dans  d’autres  occafions. 

Au  refte,  fi  cette  folution  eft  un  peu  longue,  on  ne  doit 
l’imputer  qu’à  la  grande  généralité  qu’on  y a voulu  confer- 
ver  ; fie  l’on  a pu  remarquer  deux  moyens  de  la  fimplifier , 
l’un  en  fuppofant  les  conftantes  F,  Gy  H nulles  (art.  4a), 
fie  l’autre  en  faifant  nulles  les  confiantes  / fie  m ( art,  46  ). 

La  première  de  ces  deux  fuppofitions  avoic  toujours  été 
regardée  comme  indifpenfable  pour  parvenir  à une  folution 
complette  du  problème,  jufqu’à  ce  que  je  donnai  dans  mon 
Mémoire  de  1773  Ijt  maniéré  de  s’en  pafferj  cette  fuppofi- 

tion 
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tion  confifte,  en  efFet,  à prendre  pour  les  axes  des  coor- 
données a,  c,  des  droites,  telles  que  les  fommcs  SabDm  , 
Sac  Dm,  Sic  Dm  foient  nuHes  (art.  36);  & M.  Euler  a 
démontré  le  premier  que  cela  eft  toujours  poflible  , quelle 
que  foit  la  figure  du  corps,  & que  les  axes  ainfi  déterminés, 
font  des  axes  de  rotation  naturels,  c’eft-à-dire,  tels  que  le 
corps  peut  tourner  librement  autour  de  chacun  d’eux.  Mais 
quoiqu’on  puifle  toujours  trouver  des  axes  qui  aient  la  pro- 
priété dont  il  s’agit,  & que  d’ailleurs  la  pofition  des  axes 
du  corps  foit  arbitraire,  il  n’eft  pas  indifférent  d’avoir  une 
folution  tout-à-fait  directe  & indépendante  de  ces  confidé- 
rations  particulières. 


La  fécondé  des  deux  fuppofitions  donc  il  s’agir,  dépend  de 
la  pofition  des  axes  des  coordonnées  Ç,  *,  Ç,  dans  l’efpace, 
pofition  qui  étant  pareillement  arbitraire , peut  toujours  être 
fuppofée  telle  que  les  cohftantes  / Si  m deviennent  nulles, 
comme  on  peut  s’en  convaincre  direétemenc  d’après  .les  ex- 
preflions  générales  de  | , n,  Ç que  nous  avons  trouvées. 

48.  En  fuppofant  F,  G , H nulles,  on  a,  comme  on 
l’a  vu  dans  l’article  41 , 


dT  . dT 

dp  -"Pt 


•d  q 


B q. 


dT 


:=Cr, 


& ces  valeurs  étant  fubftituées  dans  les  trois  équations 
différentielles  (^4),  il  vient  celles-ci. 


dp-^^^qrdt—Oydq-\--^-prdt=o,dr-\--^^  pqdt  = o‘. 


lefquelles  s’accordent  avec  celles  que  M.  Euler  a employées 
dans  la  folution  qu’il  a donnée  le  prqpier  de  ce  problème 


F ff 


^ÎO  MécHANIQUE  ANALITIQUE. 

(voyez  les  Mémoires  de  l’Académie  de  Berlin  pour  1758); 
pour  s’en  convaincre,  il  fuffira  d’obferver  que  les  conftances 
A y B ^ C ( art.  36  ) , ne  font  autre  chofe  que  ce  que  M.  Euler 
nomme  les  momens  d’inertie  du  corps  autour  des  axes  des 
coordonnées  a,  h y c y que  les  variables  p ç , r dépendent 
du  mouvement  inftantané  & fpontanée  de  rotation  , de  ma- 
niéré que  fi  on  nomme  « , 8 , > , les  angles  que  l’axe  autour 
duquel  le  corps  tourne  fpontanément  à chaque  inftant, 
fait  avec  les  axes  des  a,  3 , c,  & p la  vîtefie  angulaire  de 
rotation  autour  de  cêt  axe , on  a ( arc.  45  ) , 

p — f cof  a.  y q = f cof  8 , r = />  cof  y. 

A l’égard  des  .autres  équations  de  M.  Euler,  lefquelles 
fervent  à déterminer  la  pofition  des  axes  du  corps  dans 
l’efpace,  elles  fe  rapportent  à nos  équations  (C)  de  l’article 
45.  En  cfiet,  comme  les  neuf  quantités  Ç',  &c, 

ne  font  autre  chofe  que  les  coordonnées  reétangles  des  trois 
points  du  corps  pris  dans  fes  trois  axes  la  diftance  i du 
centre  ( ce  qui  fuit  évidemment  de  ce  que  ces  quantités 
réfultent  des  trois  | , » , ^,  en  y faifanc  fuccelEvemenc  a = 1 , 
3 = 0,  c = o , enfuite  u = o,3  = i,c  = o,ôc  enfin  a=  o , 
3 = o,  c=  I ) , il  eft  clair  que  fi  on  défigne,  avec  M.  Euler, 
par  ly  my  n les  complémens  des  angles  d’inclinaifon  de  ces 
axes  fur  le  plan  fixe  des  $ 8c  »,  & par  a , a* , » , les  angles  que 
les  projections  des  mêmes  axes  font  avec  l’axe  fixe  des  f , on 
aura  ces  expreffions, 

Ç'=-  cof  ly  J «=  fin  / fin  x , I'  = fin  / cof  x , 
cofw,  »"  = Çinm  fin  /i,  Ç"  = fin  m cof/u , 
cof  n y t>"'=  fin  /Z  fin  = fin  n cof  r ; 
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& par  le  moyen  de  ces  fubftitutions,  on  trouvera  aifémenc 
les  équations  auxquelles  M.  Euler  eft  parvenu  par  des  confi' 
dérations  géométriques  & trigonométriques. 

4 9 . Au  relie , en  adoptant  à la  fois  les  deux  fuppofitions 
de  F,  G,  //  nulles,  &:  de  /,  ot,  nulles  aufli,  on  aura  la  fo- 
lution  la  plus  fimple  par  les  trois  équations  (D)  de  l'article 
45 , en  y fubftituant  les  valeurs  de  Ç',  C"  & àe  p ^ q^r 
en  4,  « (art,  30,  37).  Car  on  aura  de  cette  maniéré 
ces  trois  équations  du  premier  ordre , 

- fia  ô fin  • ^ cof  « /• 

A — =3  /ï  lin  P lin  « , 


^ ^ ^ Cof^  fin-, 

dt 

dt 


lefiquelles  le  rédullent  évidemment  à celles-ci , 

Ad» 


n dt  — A d-^  = 


ndt  — B d d,  — 


ong  ^ fin  • ^ 
B ung  P dtâ 


fin  4 


ndt  — C</4^  . 

col  m 

Or  fi  on  élimine  dt  8c  <J^4»  ajou^it  enlemble  ces 
trois  équations,  après  les  avoir  multipliées  refpeélivement 
par  C — B ^ A—  Cy  B — Ay  on  aura  l’équation 


'A(C-B) 


BiA-C)^^^iB-A)  ^=0, 


tang  9 Ho  » 


laquelle  fe  réduit  à cette  forme, 

Fffa 
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co^dm  C(B  — A)dp 

A(C~^B)  > 


iin  é 


ung4* 


B(A  — C)  tang  9 — 

où  les  variables  font  féparées. 

Le  fécond  membre  de  cette  équation , 

C(B  — A )(\a(pco(  fdp  

fe  change  en  B(A^cjimp'—  a( c—  Jt jco^p'^  > 

c ( B — A)  (>n\  P à P , 

ou  encore  en  c(A^B)  + C(A—A)co(zp  ^ 

donc,  en  intégrant  logarithmiquement,  & palTant  enfuite 

des  logarithmes  aux  nombres , on  aura  ■ 

# 

^AB  — C(A^B)-^  C (B  ^ A)  coÇip=  , 

K étant  une  confiante  arbitraire;  ...... 

I 

or  tang  p e=a  1/^  C l'-^coft  p ) > donc  fubftituant  la  valeur 

précédente,  on  aura 

tang  P = y , 

& mettant  cette  valeur  de  tang  p dans  les  deux  premières 
équations  différentielles,  on  aura 

i 

F ji  J I A dm  ’\  / f 1 B(  C—  ) fin  -4-  X"  \ 

nd,-Ad-i=  -^V  J. 

fin*»  ^ \ ^ B (C —Aj  fin  m* K J ^ 

équations,  où  les  indéterminées  font  féparées,  & qui  étant 
intégrées , donneront  / & 4 en  fonélions  de  «. 

Cette  folution  revient  à celle  que  M.  d’Alembert  a donnée 
dans  le  tome  quatrième  de  fes  Opufcules. 
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J O.  Venons  au  fécond  cas  où  l’on  fuppofe  le  corps  grave 
fufpendu  par  un  point  fixe,  autour  duquel  il  peut  tourner 
librement  en  tout  fens.'  En  prenant  ce  point  pour  le  centre 
du  corps,  c’eft- à-dire,  pour  l'origine  commune  des  coordon- 
nées fuppofant  les  ordonnées  Ç' ver- 

ticales, & dirigées  de  haut  en  bas,  on  aura  pour  le  mou- 
vement de  rotation  du  corps,,  les  équations  (B)  de  l’article 
40.  Ces  équations  font  plus  compliquées  que  celles  du  cas 
précédent , à raifon  des  termes  multipliés  par  les  quantités 
Sadm^  6' ^ 77i , 5 c O OT , lefquelles  ne  font  plus  nulles  , 
lorfque  le  centre  du  corps  dont  la  pofition  eft  ici  donnée , 
tombe  hors  de  fon  centre  de  gravité  ; on  peut  néanmoins 
encore  faire  évanouir  deux  de  ces  quantités,  en  faifant 
paflTer  par  le  centre  de  gravité  l’un  des  axes  des  coordonnées 
<z,  i,  c,  dont  la  pofition  dans  le*  corps  eft  arbitraire;  ce 
qui  Amplifiera  un  peu  les  équations  dont  il  s’agit. 

Suppofons  donc  que  l’axe  des  coordonnées  c pafle  par  le 
centre  de  gravité  du  corps;  on  aura^  alors  par  les  propriétés 
de  ce  centre  ,S  aDm  = o , SbD  m — o y & fi  on  nomme 
k la  diftance  entre  le  centre  du  corps,  qui  eft  le  point  de 
fufpenfion,  & fon  centre  de  gravité,  il  eft  vifible  qu’on 
aura  aufli  S ik  — c)  Dm  = oi  donc  Sc  Dm  = SkD  m = 
kD  m — kmy  en  nommant  m la  mafle  du  corps. 

Faifant  ces  fubftitutions,  & mettant  K pour  Am  , on  aura 
les  trois  équations  fuivantes , 


414  Méchanique  analitique. 


dT 


d 

U f 

dp 

■^q 

dT 

dt 

d r 

■ d 

dT 
• dq 

•4-  r 

dT 

de 

dp 

d 

dT 

■ d r 

■^p 

dT 

d t 

dq 

;-4I._4.js:ç"=»o 


dT 


-XÇ'=o  > (^) 


—P 

dT 


dans  lefcjuellcs 

J ^ _L  (Ap^-^Bq^-fr-  CA) -Fqr  — Gpr  — Hpq. 

<1.  On  peut  d’abord  trouver  deux  intégrales  de  ces  équa- 
tions  en  les  ajoutant  enfemble  , apres  les  avoir  multiphees 

y!  yit  )plU  t 3.  C^Ulô 

refpedivement  par  p,  ?,■  f,  ou  par  Ç,  Ç , C , 

Ao  dX!==a"r  - C"q)  dt,  dC'  = {t"p  - Vrjdr  , dr  _ 

(art.  17),  on  aura  ainfi  les  deux  équations 

d T J àT 

dr 


dq 


. U 


donc  les  intégrales  font 


dp  T dq 


dT 

dr 


^T-Kr=f, 


r!  SL  _L,  ?"  SL  H-  ç"'  JL  ta=  h. 

^ dp  ^ ^ dq  dr 

y & A étant  deux  confiantes  arbitraires. 

Il  paroît  difficile  de  trouver  d’autres  intégrales  , & par 
conféquent  de  réfoudre  le  problème  en  général.  Mais  on  y 
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peut  parvenir,  en  fuppofant  que  la  figure  du  corps  Toit  af- 
fujettie  à des  conditions  particulières. 

Ainfi  en  fuppofant  F=  o,  (î==o,H=o,&  de  f lus 
A = B ^ on  aura  -4^  — A p , -4—  ==  A g.  Sein  tioifieme 

s , ) 

d T t 

des  équations  fE  J deviendra  d . l’inté- 
grale eft  = conjl.  * “ 

Ce  cas  eft  celui  où  l’axe  des  ordonnées  c,  c’eft-à-dire, 
la  droite  qui  paft'e  par  le  point  de  fufpenfion , & par  le 
centre  de  gravité  , eft  un  axe  narurel  de  rotation , & où 
les  momens  d’inertie  autour  des  deux  autres  axes  font  égaux 
(art.  48);  ce  qui  lieu  en  général  dans  tous  les  folides  de 
révolution , lorfque  le  point  fixe  eft  pris,  dans  l'aoce  de  ré- 
volution. La  folution  de  ce  cas  eft  facile,  d’après  les  trois 
intégrales  qu’on  vient  de  trouver. 

En  effet,  puifque  T = - .4-  -^^^Ueft-vifible 

4ue  ces  trois  intégrales  fe  réduiront  \ cette;  forme 

A (p^-^q’)-^Cr’  — = zf, 

A(K'p-^^'q)-¥  Ct!"r=^k, 

, 

/■=«, 

f,Ji,  n étant  des  confiantes  arbitraires. 

Donc  fi  eu  fubftitue  & pour  p^q,  rleur.s 

valeurs  en  fonélions  de  f,  4,  (art-  30>  37)>  o®  aura  ces 
trois  équations^  > ' î,  - , 

A 4,  Cn»  *■  Z JCcof  , = 1/, 
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< fin  d 4^  . /^  r 1 

A "H  C ^ col  û)  ==  A , 

d *4“  col*  0 d 


lefquelles  ont , comme  l'on  voit , l’avantage  que  les  angles 
finis  4 Sc  9 ne  s’y  trouvent  pas. 

La  fécondé*  donne  é*abord 


A — C n cof  m 

d t **"*  A Cm  ^ 

5c  cette  valeur  étant  fubllituée  dans  la  première,  on  aura 

J A Cm  mdm  ^ 

^ V (Afmm' KcoCêi,  — (h  — C n coC  m J ^ 

enfuite  la  fécondé  ôc  la  troifieme  donneront 


f I (*A  — Cfl  cof#  J f/é» 

^Cm  « V (A  Cm  m*  ( xf — Cn‘  i A'  cof^J — ( h — jL'  n cof«)*  J 9 

J f — A cof  « -+•  r C*— ./4n  cof**)  <{*»  , 

^ fin  « ^ ^ lin  { %f — Crt*  1 A'  cof»  ) — ( A — ( n cof*» y ) ^ 

équations  où  les  indéterminées  font  féparées,  mais  dont  l’in- 
tégration dépend  en  général  de  la  reélification  des  feéUons 
coniques. 

52.  Reprenons  les  équations  (£),  & fubftituons-y  les 

d T d "T  d T 

valeurs  de  -jj- , -^9  ~TT  î>  deviendront 

-Ud,  ^ .(C~BJqr^Ffr^> q^)-Gpq-^Hp r-^-KÇ'=o, 
^,-Fdj-mj^  r:=o . 

£±IlI^2lL^^B-A)pq^H(q'.p^)^Fp  r+Gqr=  o. 

Dans 
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Dans  l’état  de  repos  du  corps  les  trois  quantités  p,q^  r , 
font  nulles,  puifque  ( p' q' r' ) ell  la  vîtellé  inllan- 

tanée  de  rotation  ( art.  45  ) ; donc  on  aura  alors  Ç'  =■.;  o , & 
= O ; enforte  qu’à  caufe  de  Ç"  -+*  ?"  ?'"*  = i , & par 

conféquent  de  ç"'  = i , l’axe  des  coordonnées  ç coïncidera 
.avec  celui  des  ordonnées  c;  c’eft- à-dire  , que  ce  dernier  axe 
qui  pafle  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  & que  nous 
nommerons  dorénavant  Taxe  du  corps.,  fera  vertical;  ce  qui 
eft  l’état  d’équilibre  du  corps  ; 6c  cela  fe  voit  encore  mieux 
par  les  formules  de  l’article  30,  lefquelles  donnent  fin  p 
fin  (U  =3  O , cof  ÿ fin  » = 0 , 6c  par  conféquent  » = o , « étant 
l’angle  des  deux  axes  des  coordonnées  c 6c  ?. 

^ Si  donc  en  fuppofant  le  corps  en  mouvement,  on  fup4 
pofe  en  même-tems  que  fon  axé  s’éloigne  très-peu  de  la 
verticale , enforte  que  l’angle  de  déviation  *»  demeure  tou- 
jours très-petit , alors  les  quantités  C & feront  très-petites, 
£c  l’on  aura  le  cas  où  le  corps  ne  fait  que  de  très-petites 
ofcillatioDs  autour  de  la  verticale , en  ayant  en  même-tems 
un  mouvement  quelconque  de  rotation  autour  de  fon  axe. 

Ce  cas  qui  n’a  pas  encore  été  réfolu  peut  l’être  facile- 
ment 8c  complettement  par  nos  formules.  Car  en  regardant 
Ç'  6c  Ç"  comme  très-petites  du  premier  ordre , 6c  négligeant 
les  quantités  très-petites  du  fécond  ordre  6c  des  ordres  fui- 
vans , on  trouve , par  les  équations  de  condition  de  l’article 

1 5 , r = I , = - r r - r r,  , & 

Ç'*  •+•  = I , 1,1'  »'-4-  ?"  »"=  O ; donc  ?'=  fin  , 

f " =a  cof  w , ,'  = fin  j , n"  =a  cof  â , 8c  cof  — 6 ^ r=  O ; 
d’où  w = <>o°  -f-  9 , 6c  par  conféquent  ?'  = cof  9 , |"=  — fin 
Subftituant  ces  valeurs  dans  les  exprellîons  de  d i*,  dQ,d R 
de  l’article  13  , on  aura  </P,  = |'<é9  = Ç"d9— 

.Ggg 


f 
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d R — di  f en  négligeant  toujours  les  quantités  du  fécond 

ordre. 

Ainfi  donc  on  aura 

d?  ^ tjd»  + dî;> 

P ~~ir  — dt  9 

dQ  ^"dt—dt,' 

î—  "77“  = 

. dR  di 

dt  ^ dt  9 

valeurs  qui  étant  fubftituées  dans  les  équations  différentielles 
ci-deffus , donneront,  en  négligeant  les  puiflânces  & les 
produits  de  Ç'  & Ç"  des  équations  linéaires  pour  la  déter- 
mination de  ces  variables. 

Mais  avant  de  faire  ces  fubftitutions , on  remarquera  qu  en 
^ fuppofant  5'  & ç"  nuis,  les  équations  donc  il  s’agit,  donnent 


-+-F 


dt' 

dt* 


O y 


Donc  puifque  C ne  fauroit  devenir  nul,  à moins  que  le 
corps  ne  fe  réduife  ^ une  ligne  phyfique , C étant 
— S fa' -i-  B'J  D m\  il  s’enfuit  qu’on  ne  peut  fatisfaire  à ces 

équations  qu’en  faifant  ^7-  = o , & enfuite  ou  -jj-  = °> 


ou  F ==  O & G ==  O. 

De  là  il  eft  facile  de  conclure  que  lorfque  K'  & ?”  "e  font 
pas  nuis , mais  feulement  très-petits , il  faudra  que  les  va- 
leurs de  , ou  de  f G (oient  aufli  très  - petites  5 ce 

dt  ^ 
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qui  fait  deux  cas  qui  demandent  à être  examinés  fépa- 
rément, 

5 3"  Suppofons  premièrement  que  foit  une  quantité 
très-petite  du  même  ordre  que  Ç'  & Ç",*  on  aura , aux  quan- 
tités du  fécond  ordre. près, /»  = y = — — . 

Par  ces  fubftitutions , en  négligeant  toujours  les  quan- 
tités du  fécond  ordre  , tc  changeant  pour  plus  de  limplicit^ 
les  lettres  Ç',  î’^en  j,  a,  les  équations  différentielles  de  l’ar- 
ticle précédent,  deviendront 

Ad'u-^ 

d? hKu^o, 

^ . J? Ks^o, 

Cd't—Fd^s—Od'K  ; 

7? = . . 

La  derniere  donne  * -.3  êc  cette  valeur 

i 

étant  fubftituée  dans  les  deux  premières,  on  aura  ces 
deux-ci , 

■ (AC-G')d'u-h(CH-.CF)d',.  „„ 

JJ. “-‘-r CAa  =10, 

(BC^F')d's+(CH+GF)d'u  . 

TT? ^ "••=  ° ’ 

•*“  I- 

dont  l’intégration  eft  facile  par  les  méthodes  connue». 

Qu’on  fuppofe  pour  cela 

* \ 

« *■  ■ • , • * 

s — <tün(fm-li)  y a = yÇin 

Ggg  * 
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“ » /3  » 5'  > f étant  des  conftantes  indéterminées  ; on  aura  , 
après  ces  fubftitutions,  ces  deux  équations  de  condition, 

fBC-t-P  J*f*-^rfCH^GFj7f*  — AR<t=:Oy 

lefquelles  donnent 

V (CH— CF),'  CK-(BC^F'),'  . 

‘ • ex— (AC  — G')  f'  (CU-i-GF)t'  > 

d'où  réfulte  cette  équation  en  f. 

C-i-fAF*—BG^JC==o, 

laquelle  aura , comme  l’on  voit , quatre  racines  égales  deux 
à deux,  5c  de  ligne  contraire. 

Si  donc  on  défigne  en  général  par  p 5c  p'  les  racines  iné- 
gales de  cette  équation,  abftradion  faite  de  leur  figne,  ôC 
qu’on  prenne  quatre  conftantes  arbitraires  «,  on 

aura  en  général 

J = <t  fin  r + -H  fin  ^p'  r -f-  , 

5c  par  conféquent 

(CH—  GF),'Mfm(,ft-/i) 

“ ~ • ex  — AC— G'),' 

(CH-GF),''m'Gn(,'fi-A’  ) • 

CX  — (AC—G‘)f'' 

Enfin  on  aura  en  intégrant  la  valeur  de  , 

à . . Fs-h  Gu 

• 5=7 -t-  « t rh  c" — * 
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De  forte  que  l’on  connoîtra  ainfi  toutes  les  variables  en 
fon£Uons  de  r ; & le  problème  fera  rëfolu.  , 

Au  relie,  comme  cette  folutionell  fondée  fur  l’hypothèle 

que  s y Uy  Sc  foient  de  très-petites  quantités , il  faudra , 

pour  qu’elle  foit  légitime,  1°  que  les  conftantes  »,  a',  Sc 
k foient  aulfi  très-petites  ; 2°.  que  les  racines  p , p'  foient 
réelles  & inégales , afin  que  l’angle  t foit  toujours  fous  le 
ligne  des  finus.  Or  cette  fécondé  condition  exige  ces 
deux-ci , 

(A^B)  C-+.f*-(?*<o, 

4 C-i-fA  P— B G')  C) < ((A-h-BJ  -, 

lefquelles  dépendent  uniquement  de  la  figure  du  corps, 
& de  la  fituation  du  point  de  fufpenfion. 

54.  Suppofons  en  fécond  lieu  que  les  confiantes  F & 
G foient  aulE  très-petites  du  même  ordre  que  &c  C 'y  alors 
négligeant  les  quantités  du  fécond  ordre,  Sc  mettant  s,  u 
à la  place  de  Ç' , Ç",  les  équations  difiTérentielles  de  l’article 
51  deviendront 

A(d.sdt-^d' u)  Gd'l  Hld.udl  — d's} 

dt'  dt'  7? 


(C—B)(udt  — ds)dt 


Fdt* 

dt' 


H(sdl-hdu)dt 


-t-  A M = O, 


B(d,udt  — J}i)  F d' t H(  d . s dt d' U ) 

dt'  " dt' 

\ 
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ANALITIQUE, 

Cdt' 

dt' 


HCudt  — ds)dt 
dt'’ 


— Ks  = o, 


La  derniere  donne  c=  o , & intégrant  -jj-  — n , 

n étant  une  confiante  arbitraire  de  grandeur  quelconque. 

Subftituant  cette  valeur  de  dans  les  deux  équations, 
on  aura  celles-ci. 


it-  U 

~TF‘ 


-\-Fn‘-\‘Hn^s-^Ku  = Oy 


•+■  (C  — AJn*  s 


dont  l’intégration  n’a  aucune  difficulté. 

Qu’on  les  divife  par  /z*,  & qu’on  y remette , pour  plus  de 
fimplicité , ^9  i la  place  de  ndt,  en  fe  fouvenant  que  di , 
eft  déformais  coudant,  on  aura,  en  ordonnant  les  termes, 

& faifant  L = (art.  50) , 


fC-A+LM+B^-^rC-A-BJ^+H(u-^-^)fG=o. 

(C-B+LJu+A^-  b)J^+HQ^^)  + F^o. 
Pour  intégrer  ces  équations , je  commence  par  faire  dif- 
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paroître  les  termes  tout  conftans,  en  fiippofant  j = 

U =y  H-  A , & déterminant  les  confiantes  /,  h , enforte  que 
les  termes  F Sc  G difparoiflent  ; ce  qui  donnera  ces  deux 
équations  de  condition, 

{C — A-\-L)f-\rf -h  H k-i^G=Oy  fC-B-hLJ  h-^  HJ^F  — o; 
d’où  l’on  tirera 


J (C—B-hL){C  — ATL)^H'  y 

1 cn—F{C  — A^L) 

(C  — B + L){C  — A-\-L)  — H'  i 

& l’on  aura  en  x,  y , 9,  les  mêmes  équations  qu’en  s,  k,  9 , 
avec  cette  feule  différence  que  les  termes  conftans  Gy  F 
n’y  feront  plus. 

Je  fuppofe  maintenantx  = <»c'‘ _y=i=fle",a,/0,&iétant 
des  confiantes  indéterminées,  & e le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  eft  i ; comme  tous  les  termes  des  équa- 
tions à intégrer  contiennent  x à la  première  dimenfion , 
il  s’enfuit  qu’ils  feront  après  les  fubftitutions , tous  divifibles 

pare'*,  & il  reliera  ces' deux  équations  de  condition, 

*-^f(C^A—B)  i-^  H(i  ^ /*;  ;^  = o , 

(C—B-\-L-^A  /•;  ^ — ((C-A-B)i-\-  H(i  o , 

lefquelles  donnent 

C-A  + L -t-Bi'  (C—A-B)!-H(,-+-,"‘) 

~ (C-A~B)i  + H(i-^i’^  C-M  + L-\-Ai'~  » 

de  forte  qu’on  aura , en  multipliant  en  croix , cette  équa- 
tion en  iy  I 


/ 
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fC-B-hL-i-A i'J  fC-A-4-L+B I^)a-(C-A-B)^  i'-H' ( ^ 
laquelle , en  faifant  i H-  i' = f , fe  réduit  à cette  forme , 

(A  E^H')f'~^((A-\-B)(L-CJ-^Q)t-^D-iL(A-i-B-C)=  o. 

Ayant  déterminé  f par  cette  équation , on  aura 


ty'(t  — i)  (A-^B—C)v'(t — I j-HW  f 

x = <te  yy  — « _4^b-c—l-.c, 


e 


/ff-0 

9 


& la  confiante  « demeurera  indéterminée.  Or  comme  l’équa- 
tion en  P a deux  racines , &c  que  le  radical  y (f  — \)  peut 
être  pris  également  en  plus  & en  moins , on  aura  ainfl  quatre 
valeurs  différentes  de  lefquelles  étant  réunies,  fatis- 

feront  également  aux  équations  propofées,  puifque  les  va- 
riables x,  y,  n’y  font  que  fous  la  forme  linéaire.  Prenant 
donc  quatre  conftantés  différentes  pour  « , on  aura  de  cette 
maniéré Jes  valeurs  complexes  de  x & puifque  ces  va- 
leurs ne  dépendant  que  de  deux  équations  différentielles 
du  fécond  ordre , ne  fauroient  renfermer  au-delà  de  quatre 
confiantes  arbitraires, 

5 5-  Pour  que  les  expreflîons  de  x & y ne  contiennent 
point  d’arcs  de  cercle , il  faut  que  V ( p — \)  foit  imagi- 
naire , & qu’ainfi  p foit  une  quantité  réelle  & moindre  que 
l’unité. 


Dénotons  par  p fit  «•  les  deux  racines  de  l’équation  en  p , 
fuppofées  réelles  & moindres  que  l’unité;  6c  donnons  aux 
quatre  confiantes  arbitraires  cette  forme  imaginaire. 


«V— t i/i 

« e mt  ye 

1 * I * » f * 


— 1 A'—  1 
V* 

X V — « 


on 
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on  aura  en  faifant  ces  fubfHtutions , & paflanc  des  expo- 
nentielles aux  finus  & coftous , ces  exprelHons  cotnplettes 
& réelles  de  x 6c 


-f>  >■  fin 


y = 


S-^C-hA(  — L 


mH, 


v(A+B  — C)V(z—c) 
B-C^A(i—r)^L 


OÙ  « , J- , ^ • font  des  conftantes  arbitraires , dépendantes 
de  l’état  initial  du  corps. 

Ayant  ainfi  x 6c  on  aura 

, FH-i-C(B—C—L) 

S JC  ^ F ♦ ' 

(A~~C  — L)(B  — C—L)  — H'* 

, eH-^F(A  — C^L) 

y (A  — C—L)(  B—C—L)^W  9 

Donc  prenant  pour  t un  angle  quelconque  proportionnel  • 
au  tems , on  aura  ( art.  j a ) ces  valeurs  des  neuf  variables 

e',  «',r,  r,  &c, 

^'=coffl,  fin«,Ç'  = J* 

?"=  — fin  « , »"  = cof  9 , <"  = B , 

î"'=  — scof9-f-Bfin9,/"=«sfîn9  — «cof9,  l; 

enforte  qu’on  connojtra  les  coordonnées  Ç de  chaque 

Hbh 
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point  du  corps  pour  un  inftant  quelconque  (article  ii). 

Si  on  compare  les  expreffions  précédentes  de  f',  &c , 
avec  celles  de  l’article  30, on  en  déduira  facilement  les  va- 
leurs des  angles  de  rotation  ♦ , 4 , •»  i & l’on  trouvera 
(In  «lin  « = cof  « cofé*  = a;  d’où  l’on  tire; 

tang.  (s'  ^ «V»  = "îr  » 4 = 9 — 

? 

Et  ileft  facile  de  voir  d’après  les  définitions  de  l’article  19 , 
que  « fera  l’inclinailbn  fappofée  très-petite  de  l’axe  du  corps 
avec  la  verticale , que  4 fera  l’angle  que  cet  axe  décrit  en 
tournant  autour  de  la  verticale,  te  que  « fera  l’angle  que 
le  corps  même  décrit  en  tournant  autour  du  même  axe  , 
ces  deux  derniers  angles  pouvant  être  de  grandeur  quel- 
conque. 

■5  Mais  il  faut,  pour  l’exaélitude  de  cette  folution, 
que  les  variables  s te  u demeurent  toujours  très  petites. 
Ainfi , non-feulement  les  conlUntes  « & > qui  dépendent  de 
l’état  initial  du  corps  devront  être  très-petites  ; mais  il  faudra 
que  les  valeurs  des  confiantes  F te  G,  données  par  la  figure 
du  corps , foient  aufü  très-petites  ^ Sc  que  de  plus  les  racines 
f te  r foient  réelles  te  pofitives , afin  que  l’angle  9 foit  tou- 
jours renfermé  dans  des  finus  ou  cofmns. 

Si  on  fuppofe  F=  O , G = o , favoir , S bc D m = o ^ 
S ac  Dm  t=  O,  on  aura  les  conditions  néceflaires  pour  que 
les  momens  des  forces  centrifuges  autour  de  l’axe  du  corps , 
qui  eft  en  même-tems  celui  des  coordonnées  c,  fe  détrui- 
fent,  enforte  que  le  corps  puifTè  tourner  uniformément  te 
librement  autour  de  cet  axe.  Or  on  fait  qu’il  y a dans  chaque 
corps  trois  axes  perpendiculaires  entr’eax , te  pafTant  par  le 
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centre  de  gravite,  lefquels  ont  cette  propriété,  fie  qu’on 
nomme  communément,  d’après  M.  Euler,  les  axes  princi- 
paux du  corps.  Donc  puifque  nous  avons  fuppofé  que  l’axe 
du  corps  parte  en  même-tems  par  le  centre  .de  gravité  fit 
par  le  point  de  fufpenfion  , il  s’enfuit  que  les  quantités  F 
fie  G feront  nulles , lorfque  le  corps  fera  fufpendu  par  un 
point  quelconque  pris  dans  un  de  fes  axes  principaux. 

Donc  pour  que  ces  quantités,  fans  être  abfolument  nulles^ 
foient  du  moins  très-petites , il  faudra  que  le  point  de  faf- 
penfion  du  corps  foit  très-près  d’un  de  fes  axes  principaux  ; 
c’eft  la  première  condition  néceflTaire  pour  que  l’axe  du 
corps  ne  faffe  que  de  très-petites  ofcillations  autour  de  la 
verticale , le  corps  lui-même  ayant  d’ailleurs  un  mouvement 
quelconque  de  rotation  autour  de  cet  axe. 

L’autre  condition  nécelTaire  pour  que  ces  ofcillations  foient 
toujours  très-petites,  dépend  de  l'équation  en  />,  fit  fe  ré- 
duit à celle-ci, 

4 (L-C)^0)>(AB-H')(D-xL  (A-hB-  C) ), 

AB^H‘ >°» 


( A — C—L){B—  C—  L)  — H' 
KB  — W 


>0. 


lefquelles  dépendent  à la  fois  de  la  rttuation  du  point  de 
fufpenfion  & de  la  figure  du  corps. 

57-  La  folution  que  nous  venons  de  donner,  embrafle 
la  théorie  des  petites  ofcillations  des  pendules  dans 
toute  la  généralité  dont  elle  eft  fufceptible.  On  fait  que 
Huyghens  a donné  le  premier  la  théorie  des  ofcillations 

Hhhi 


t)igiti?ed  ^ jaogîÿ 
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circulaires;  feu.M.  Clairaut  y a ajouté  enfuite  celle  des  of- 
cilJatipns  coniques qui  ont  lieu  lorfque  le  pendule  étant 
• tiré  de  fa  ligne  de  repos , reçoit  une  impulfion  dont  la 
direction  ne  pafle  pas,  par  cette  ligne.  Mais  fi  le  pendule 
reçoit  en  même^tems  un  mouvement  de  rotation  autour  de 
fon  axe , la  force  centrifuge  produite  par  ce  mouvement 
pourra  déranger  beaucoup  les  ofcillations  , foit  circulaires , 
îbit  coniques  ; & la  détermination  de  ces  nouvelles  ofcilla- 
nons,  eft  un  problème  quî  n’avoit  pas  encore  été  réfolu  corn* 
plettement,  & pour  des  pendules  de  figure  quelconque. 
C’eft  la  raifon  qui  m’a  déterminé  à m’en  occuper  ici. 


SEPTIEME  SECTION. 

Sur  les  Principes  de  l'Hydrodynamique. 

La  détermination  du  mouvement  des  fluides  eft  l’objet 
de  l’Hydrodynamique;  celui  de  l’Hydraulique  ordinaire  fe 
réduit  à l’are  de  conduire  les  eaux , êc  de  les  faire  fervir  au 
mouvement  des  machines.  Cet  art  a dû  être  cultivé  de  tout 
tems , pour  le  befoin  qu’on  en  a toujours  eu  ; & les  anciens 
y ont  peut-être  autant  excellé  que  nous>  i en  juger  par  ce 
qu’ils  nous  ont  laiffé  dans  ce  genre. 

Mais  l’Hydrodynamique  eft  une  fcience  née  dans  ce  fiecle. 
Nevton’a'  tenté  le  premier  de  calculer  par  les  principes  de 
la  Méchanique  , le  mouvement  ’des  fluides  ; & M.  d’Alem- 
bert  eft  le  premier  qui  ait  réduit 'les  vraies  loix  de  leur 
mouvement  à des  équations  analitiques.  Archimede  & 
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Galilée  ( car  l’intervalle  qui  a féparé  ces  deux  grands  génies , 
difparoît  dans  l’hiftoire  de  la  Méchanique)  ne  s’étoient  oc- 
cupés que  de  l’équilibre  des  fluides. 

Torricelli  commença  à examiner  le  mouvement  de  l’eau 
qui  fort  d’un  vafe  par  une  ouverture  fort  petite,  & à y 
chercher  une  loi.  Il  trouva  qu’en  donnant  au  jet  une  direction 
verticale  , il  atteint  toujours  à très-peu-près  le  niveau  de  l’eau 
dans  le  vafe  ; & comme  il  eft  à préfumer  qu’il  l’atteindroic 
exaétement  fans  la  réfiftance  de  l’air  Sc.les  frottemens , Tor- 
ricelli en  conclut  que  la  vîtefle  de  l’eau  qui  s’écoule  eft  la 
même  que  celle  qu’elle  auroit  acquife  en  tombant  librement 
de  la  hauteur  du  niveau , & que  cette  vîteffe  eft  par  confé- 
quent  proportionnelle  à la  racine  quarrée  de  la  même  hauteur. 

Ne  pouvant  cependant  parvenir  k une  démonÜ ration  ri- 
goureufe  .de  cette  propofition , il  fe  contenta  de  la  donner 
comme  un  principe  d’expérience , à la  fin  de  fon  Traité  Je 
Motu  naturaliter  accelerato,  imprimé  en  1543.  Nevton  en- 
treprit de  la  démontrer  dans  le  fécond  livre  des  Principes 
mathématiques  qui  parurent  en  1687;  mais  il  faut  avouer 
que  c’eft  l’endroit  le  moins  fatisfaifant  de  ce  grand  Ouvrage 

Si  on  confidere  une  colonne  d’eau  qui  tombe  librement 
dans  le  vuide , il  eft  aifé  de  fe  convaincre  qu’elle  doit  prendre 
la  figure  d’un  conoïde  formé  par  la  révolution  d’une  hyper- 
bole du  quatrième  ordre  autour  de  l’axe  vertical  ; car  la 
vîtefle  de  chaque  tranche  horizontale  eft  d’un  côté  comme 
la  racine  quaVrée  de  la  hauteur  d’où  elle  eft  defccndue,  Sc 
de  l’autre  elle  doit  être  par  la  continuité  de  l’cau , en  raifdn 
inverfe  de  la  largeur  de  cette  tranche , & par  conféquent  en 
raifon  inverfe  du  quarré  de  fon  rayon  ; d’où  il  réfulte 
que  la  portion  de  l’axe  ouTablcifle  qui  tepré£sntela  hauteur, 
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eft  en  raifon  inverfe  de  la  quatrième  puiiïance  de  l’ordonnée 
de  l’hyperbole  génératrice.  Si  donc  on  fe  repréfente  un  vafe 
qui  ait  la  figure  de  ce  conoïde,  fie  qui  foit  entretenu  tou- 
jours plein  d’eau , fie  qu’on  fuppofe  le  mouvement  de  l’eau 
parvenu  à un  état  permanent  ; il  eft  clair  que.  chaque  par- 
ticule d’eau  y defeendra  comme  fi  elle  étoit  libre , 6c  qu’elle 
aura  par  coaféquent  au  fortir  de  l’orifice , la  vîcefle  due  à la 
hauteur  du  vafe  de  laquelle  elle  efl  tombée. 

Or  Newton  imagine  que  l’eau  qui  remplit  un  vafe  cylin- 
drique vertical , percé  à fon  fond  d’une  ouverrure  par  laquelle 
elle  s’échappe,  fe  partage  naturellement  en  deux  parties, 
dont  l'une  efl:  feule  en  mouvement,  fie  a la  figure  du  co- 
noïde  dont  nous  venons  de  parler,  c’efl  ce  qu’il  nomme  la 
cataraéle  ; l’autre  eft  en  repos , comme  fi  elle  étoit  glacée. 
De  cette  maniéré  il  eft  clair  que  l’eau  doit  s’échapper  avec 
une  viteiTe  égale  à celle  qu’elle  auroit  acquifè  en  tombant  de 
la  hauteur  du  vafe , comme  Torricelli  l’avoit  trouvée  par 
l’expérience.  Cependant  Newton  ayant  mefuré  la  quantité 
d’eau  fortie  dans  un  tems  donné , 6c  l’ayant  comparée  i la 
grandeur  de  l’oriHce,  en  avoir  conclu,  dans  la  première  édi- 
tion de  fes  Principes , que  la  vîteflè  au  fortir  du  vafe  n’étoit 
duc  qu’à  la  moitié  de  la  hauteur  de  l’eau  dans  le  vafe. 
Cette  erreur  venoit  de  ce  qu’il  n’avoit  pas  d’abord  fait  at- 
tention à la  contraéàion  de  la  veine  ; il  y eut  égard  dans  la 
fécondé  édition  qui  parut  en  1714,  6c  il  reconnut  que  la  fec- 
cion  la  plus  petite  de  la  veine  étoit  à l’ouverture  du  vafe  à 
peu  près  comme  i à » ; de  forte  qu’en  prenant  cette 
feéàion  pour  le  vrai  orifice , la  vîtefTe  doit  Être  augmentée 
dans  la  même  raifon  de  i à K 1 , 6c  répondre  par  confé- 
quent  à la  hauteur  entière  de  l’eau.  De  cette  maniéré  fa 
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théorie  fe  trouva  rapprochée  de  l’expérience , mais. elle  n’en 
devint  pas  pour  cela  plus  exaâe;  car  la  formation  de  la  ca« 
taraéle  ou  vafe  fiétif  dans  lequel  l’eau  eft  fuppofée  fe  mou- 
voir, tandis  que  l’eau  latérale  demeure  en  repos,  eft  évi- 
demment contraire  aux  loix  connues  de  l’équilibre  des  fluides; 
puifque  l’eau  qui  tomberoit  dans  cette  cataraâe,  avec  toute 
la  force  de  fa  pefanteur,  n’exerçant  aucune  preflion  latérale, 
ne  fauroit  réflfter  à celle  du  fluide  ftagnant  qui  l’environne. 

Vingt  ans  auparavant  Varignon  avoit  donné  à l’Académie 
des  Sciences  de  Paris , une  explication  plus  naturelle  & plus 
plaufible  du  phénomène  dont  il  s’agit.  Ayant  remarqué  que 
quand  l’eau  s’écoule  d’un  vafe  cylindrique  par  une  petite 
ouverture  faite  au  fond,  elle  n’a  dans  le  vafe  qu’un  mou- 
vement très-petit  Sc  fenflblement  uniforme  pour  toutes  les 
particules , il  en  conclut  qu’il  ne  s’y  faifoit  aucune  accéléra- 
tion, &.que  la  partie  du  fluide  qui  s’échappe  à chaque  inf- 
tant  , recevoir  tout  fon  mouvement  de  la  preflion  pro- 
duite par  le  poids  de  la  colonne  de  fluide  dont  elle  efl  la 
bafe.  Ainfl  ce  poids  qui  efl:  comme  la  largeur  de  l’oriflce 
multipliée  par  la  hauteur  de  l’eau  dans  le  vafe,  doit  être 
proportionnel  à la  quantité  de  mouvement  engendrée  dans 
la  particule  qui  fort  à chaque  inlbant  par  le*même  oriflee. 
Or  cette  quantité  de  mouvement  eft,  comme  l’on  fait,  pro- 
portionnelle à la  vîtefte  & à la  mafte , & la  maflè  eft  ici 
comme  le  produit  de  la  l|fgeur  de  l’oriflce  par  le  petit  efpace 
que  la  particule  parcourt  dans  l’inftant  donné , efpace  qui  eft 
évidemment  proportionnel  à la  vîtefte  même  de  cette  par- 
ticule; par  conféquent  la  quantité  du  mouvement  dont  il 
s’agit,  eft  en  raifon  de  la  largeur  de  l’orifice  multipliée  par 
le  quarté  de  la  vîtefte.  Donc  enfin  la  hauteur  de  l’eau  dans 
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le  vafe  eft  proportionclle  au  quarré  de  la  vîtelTe  avec  laquelle 

elle  s’échappe,  ce  qui  eft  le  théorème  de  Torricelli. 

Ce  raifonnement  a néanmoins  encore  quelque  choie  de 
vague  ; car  on  y fuppofe  tacitement  que  la  petite  mallè  qui 
s’échappe  à chaque  inftant  du  vafe  , acquiert  brufquemenc 
toute  fa  vîtefle  par  la  preflion  de  la  colonne  qui  répond  à 
l’orifice.  Or  on  fait  qu’une  prelfion  ne  peut  pas  produire 
tout-à-coup  une  vîtefle  finie.  Mais  en  fuppofant , ce  qui  eft 
naturel,  que  le  poids  de  la  colonne  agifle  fur  la  particule 
pendant  tout  le  tems  qu’elle  met  à fortir  du  vafe,  il  eft  clair 
que. cette  particule  recevra  un  mouvement  accéléré,  dont  la 
quantité,  au  bout  d’un  tems  quelconque,  fera  proportion- 
nelle à la  prelfion  multipliée  par  le  tems.  Donc  le  produit  du 
poids  de  la  colonne  par  le  tems  de  la  fortie  de  la  particule , 
fera  égal  au  produit  de  la  malTe  de  cette  particule,  par  la  vî- 
tefle qu’elle  aura  acquife  ; & comme  la  maflè  eft  le  produit 
de  la  largeur  de  l’orifice  par  le  petit  efpace  que  la  particule 
décrit  en  fortant  du  vafe,  efpace  qui,  par  la  nature  des 
mouvemens  uniformément  accélérés,  eft  comme  le  produitt 
de  la  vîtefle  par  le  tems;  il  s’enfuit  que  la  hauteur  de  la 
colonne,  fera  de  nouveau  comme  le  quarré  de  la  vîtefle  ac- 
quife. Cette  conclufion  eft  donc  n'goureufe , pourvu  qu’on 
accorde  que  chaque  particule  en  fortant  du  vafe , eft  preflée 
par  le  poids  entier  de  toute  la  colonne  du  fluide  qui  a cette 
particule  pour  bafc  ; c’eft  ce  qui  ipfoit  lieu  en  effet , fl  lef 
fluide  contenu  dans  le  vafe  y étoit  ftagnant,  car  alors  fa 
preflion  fur  la  partie  du  fond  ou  eft  l’ouverture , feroit  égale 
au  poids  de  la  colonne  dont  elle  eft  la  bafe;  mais  cette 
prelfion  doit  être  différente , lorfque  le  fluide  eft  en  mou- 
vement. Cependant  il  eft  clair  que  plus  il  approchera  de  l’étac 
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de  repos,  plus  auflî  fa  prelTîon  fpr  le  fond  approchera  du 
poids  total  de  la  colonne  verticale  ; d’ailleurs  l’expérience 
fait  voir  que  le  mouvement  du  fluide  dans  le  vafe,  eft  d’au- 
tant moindre  que  l’ouverture  eft  plus  petite.  Ainfi  la  théorie 
précédente  approchera  d’autant  plus  de  la  vérité  , que  les  di- 
menfions  du  vafe  feront  plus  grandes  relativement  à l’ou- 
verture par  laquelle  le  fluide  s’écoule;  & c’eft  ce  que  l’ex- 
périence confirme. 

Par  une  raifon  contraire,' la  même  théorie  devient  infuf- 
fifante  pour  déterminer  le  mouvement  des  fluides  qui  coulent 
dans  des  tuyaux  dont  la  largeur  eft  aflTez  petite , & varie 
peu.  Il  faut  alors  confidérer  à la  fois  tous  les  mouvemens  des 
particules  du  fluide,  & examiner  comment  ils  doivent  être 
changés  8c  altérés  par  la  figure  du  canal.  Or  l’expérience 
apprend  que  quand  le  tuyau  à une  dire^ion  peu  différente 
de  la  verticale,  les  différentes  tranches  horifontales  du, 
fluide  confervent  à très-peu-près  leur  parallétifme , enfo^ 
qu’une  tranche  prend  toujours  la  place  de  celle  qui  la  pré- 
cédé; d’où  il  fuit,  à caufe  de  l’incompreffibilité  du  fluide, 
que  la  vîteffe  de  chaque  tranche  horifontale , eftimée  fui- 
vant  le  fens  vertical,  doit  être  en  raifon  inverfe  de  la  lar- 
geur de  cette  tranche , largeur  qui  eft  donnée  par  la  figure 
du  vafe..  n 

Il  fuiiit  ddnc  de  déterminer  le. mouvement  d’une  feule 
tranche,  8c  le  problème  eft  en  quelque  maniéré  analogue 
à celui  du  mouvement  d’un  pendule  compofé.  Ainli , comme 
félon  la  théorie  de  Jacques  Bernoulli,  les  mouvdhrens  acquis 
8c  perdus  à chaque  inftant  par  les  différens  poids  qui  for- 
ment le  pendule , fe  font  mutuellement  équilibre  dans  le 
levier , il  doit  aufli  y avoir  équilibre  dans  le  tuyau  entre  les 
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differentes  tranches  du  fluide  animées  chacune  de  la  vîteflè 
acquife  ou  perdue  à chaque  inftant;  & de-là  par  l’applica- 
tion des  principes  déjà  connus  de  l’équilibre  des  fluides , on 
auroit  pu  d’abord  déterminer  le  mouvement  d’un  fluide  dans 
un  tuyau,  comme  on  avoit  déterminé  celui  d’un  pendule 
compofé.  Mais  ce  n’eft  jamais  par  les  routes  les  plus  Amples 
& les  plus  direékes , que  l’efprit  humain  parvient  aux  vérités, 
de  quelque  genre  qu’elles  foient  ; & la  matière  que  nous  -, 
traitons  en  fournit  un  mcemple  frappant. 

Nous  avons  expofé  dans  la  première  Seékion  les  différens 
pas  qu’on  avoit  faits  pour  arriver  à la  folution  du  problème  . 
du  centre  d’ofcillation  ; & nou's  y avons  vu  que  la  véritable 
théorie  de  ce  problème  n’avoit  été  découverte  par  Jacques 
Bernoulli,  que  long-tems  après  que  Huyghens  l’eut  réfolu 
par  le  principe  indireéb  de  la  confervation  des  forces  vives, 
il  en  a été  de  même  du  problème  du  mouvement  des  fluides 
dans  des  vafes;  & il  efl;  furprenant  qu’on  n’ait  pas  fu  d’abord 
proflter  pour  celui-ci  des  lumières  que  l’on  avoit  déjà  ac- 
quifes  par  l’autre. 

Le  même  Principe  de  la  confervation  des  forces  vives, 
fournit  encore  la  première  folution  de  ce  dernier  problème , 
dt  forvit  de  baie  i llHydtodynamique  de  Daniel  Bernoulli , 
imprimée  en  1738,  Ouvrage  qui  brille  d’ailleurs . par  une 
Analylè  auili  élégante  dans  fa  marche',  que  Ample  dans  Tes 
zéfultats.  Mais  l’inexaâitude-  de  ce  principe  qui  n’avoit  pas 
encore  été  démontré  d’iine  maniéré  génù'ale,  devoir  en 
jetter  auili  <ur  les  propoiieions  qui  en  réfulœnt,  & faifoit 
défirer  une  théorie  plus  sûre , & appuyée  uniquement  fut 
les  loix  fondamentales  de  ht  Mécbanique.  Madaurin  & Jean 
BerBouUi  enorepriient  de  remplir  cec  objet,  l’un  dans  fon 
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Traité  des  Fluxions,  âcl'aucre  dans  fa  nouvelle  Hydraulique, 
imprimée  à la  An  de  Tes  (Euvres.  Leurs  méthodes , quoique 
très-différentes , conduifent  aux  mêmes  réfultats  que  le  prin- 
cipe de  la  confervation  des  forces  vives  ; mais  il  faut  avouer 
que  celle  de  Maclaurin  n’eft  pas  aflez  rigoureufe , &c  paroSc 
arrangée  d’avance,  conformément  aux  réfultats  qu’il  voufoic 
obtenir;  & quant  à la  méthode  de  Jean  Bernoulli , fans  adop> 
ter  en  entier  les  düGcultés  que  M.  d’Âlembert  lui  à oppo- 
fées , on  doit  convenir  qu’elle  laiffe  encore  à déArer  du  coté 
de  la  clarté  ôc  de  la  préciAon. 

On  a vu , dans  la  première  Seâdon,  comment  M.  d’^Âlem- 
bert , en  généralifant  la  théorie  de  Jacques  BemoulU  fur  les 
pendules , étoit  parvenu  à un  Principe  de  Dynamique  Ample 
(c  général , qui  réduit  les  loix  du  mouvement  des  corps  à 
celles  de  leur  équilibre.  L’application  de  ce  Principe  au 
mouvement  des  fluides  le  préfentoit  d’elle-même , Sc  l’Au- 
teur en  donna  d’abord  un  effai  à la  An  de  fa  Dynamique, 
imprimée  en  1743;  il  l’a  développée  enfuite  avec  tout,  le 
détail  convenable  dans  fon  Truté  des  Fluides  qui  parut 
l’année  fuivante , & qui  renferme  des  felutions  auffi  direâes 
qu’élégantes  des  principales  queffions  qu'on  peut  propofer 
fur  les  fluides  qui  £t  meuvent  dans  des  vafes. 

Mais  ces  folutions,  comme  celles  de  Daniel  BemoulU  « 
étoient  appuyées  fur  deux  fuppofitions  qui  ne  font  pas  vraies 
en  général.  1°.  Que  les  différences  tranches  du  fluide  con- 
fervent  exaélement  leur  parallélifme , enforte  qu’une  tranche 
prend  toujours  la  place  de  celle  qni  la  prénde.r  a°.  Que 
la  vStelle  de  chaque  tranche  ne  varie  point  en  direâÎQo, 
c’eft  à-dire , que  tous  les  pmnts  d’une  même  tranche  font 
fuppofés  avoir  une  v!tei&  égale  paralkle.  Lorfque  • le- 
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fluide  coule  dans  des  vafes  ou  tuyaux  fort  étroits,  les  fup- 
politions  dont  il  s’agit  font  très-plaufibles , & paroiflent 
confirmées  par  l’expérience;  mais  hors  de  ce  cas  elles  s’éloi- 
gnent de  la  vérité,  6c  il  n’y  a plus  alors  d’autre  moyen  pour 
déterminer  le  mouvement  du  fluide,  que  d’examiner  celui 
que  chaque  particule  doit  avoir. 

M.  Clairaut  avoir  donné  dans  fa  Théorie  de  la  figure  de 
la  Terre,  imprimée  en  1743  , les  loix  générales  de  l’équilibre 
des  fluides,  donc  toutes  les  particules  font  animées  par  des 
forces  quelconques  ; il  ne  s’agiflbic  donc  que  de  pafler  de 
ces  loix  à celles  de  leur  mouvement , par  le  moyen  du  prin- 
cipe auquel  M.  d’Alembert  avoir  réduit , à cette  même  épo- 
que , toute  la  Dynamique.  Ce  dernier  fit  quelques  années 
après  ce  pas  important , à l’occafion  du  prix  que  l’Académie 
de  Berlin  propofa  en  1750,  fur  la  Théorie  de  la  réfiftance 
des  fluides  ; & il  donna  le  premier,  en  17P,  dans  fon  EflTai 
d’une  nouvelle  théorie  fur  la  réfiftance  des  fluides , les  équa- 
tions rigoureufes  6c  générales  du  mouvement  des  fluides, 
foit  incompreflibles , foie  compreflibles  6c  élaftiques;  équa- 
tions qui  appartiennent  à la  clafle  de  celles  qu’on  nomme  à 
différences  partielles,  parce  qu’elles  font  entre  les  différentes 
parties  des  différences  relatives  à plufieurs  variables.  Par  cette 
découverte , toute  la  Méchanique  des  fluides  fut  réduite  à un 
feul  point  d’analyfe  ; & fi  les  équations  qui  la  renferment 
écoient  intégrables,  on  pourroic  dans  tous  les  cas  déterminer 
complettement  les  circonftances  du  mouvement  6c  de  l’ac- 
tion d’un  fluide  mu  par  des  forces  quelconques  ; malheu- 
reulèment  elles  font  fi  rebelles , qu’on  n’a  pu  jafqu’à  préfenc 
en  venir  à bouc  que  dans  des  cas  très-limités. 

Ceft  donc  dans  ces  équations  & dans  leur  intégration  que 
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confifte  toute  la  théorie  de  l’Hydrodynamique.  M.  d’Alembert 
employa  d’abord  pour  les  trouver,  une  méthode  un  peu 
compliquée  ; il  en  donna  enfuite  une  plus  fimple  ; mais  cette 
méthode  étant  fondée  fur  les  loix  de  l’équilibre  particu- 
lières aux  fluides,  fait  de  l’Hydrodynamique  une  fcience  fé- 
parée  de  la  Dynamique  des  corps  folides.  La  réunion  que 
nous  avons  faite  dans  la  première  Partie  de  cet  Ouvrage  j 
de  toutes  les  loix  de  l’équilibre  des  corps , tant  folides  que 
fluides  dans  une  même  formule,  & l’application  que  nous 
venons  de  faire  de  cette  formule  aux  loix  du  mouvement, 
nous  conduifentnaturellemew;^  réunir  de  même  la  Dynamique 
& l’Hydrodynamique  comme  des  branches  d’un  principe  uni- 
que , & comme  des  réfultats  d’une  feule  formule  générale. 

C’eft  l’objet  qui  refte  à remplir  pour  completter  notre 
travail  fur  la  Méchanique,  & acquitter  l’engagement  pris 
dans  le  titre  de  cet  Ouvrage. 


HUITIEME  SECTION. 

Du  Mouvement  des  Fluides  incompreffihles. 

C)n  pourroit  déduire  immédiatement  les  loix  du  mou- 
vement de  ces  fluides,  de  celles  de  leur  équilibre,  que  nous 
avons  trouvées  dans  la  Seélion  feptieme  de  la  première 
Partie  ; car  par  le  Principe  général  expofé  dans  la  fécondé 
SeéUon,  il  ne  faut  qu’ajouter  aux  forces  accélératrices  ac- 
tuelles, les  nouvelles  forces  accélératrices  , 
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dirigées  fuivant  les  coordonnées  reftangles  x, 

Ainfi , coinme  dans  les  formules  de  l’article  1 3 fie  fuiv.  de 
la  SeéUon  feptieme  citée,  on  a fuppofé  toutes  les  forces 
accélératrices  do  fluide  déjà  réduites  à trois,  JT,  Y,  Z,  dans 
la  direftion  des  coordonnées  x,  y,  il  n’y  aura  pour  ap- 
pliquer ces  formules  au  mouvement  des  mêmes  fluides , qu’à 

y fubftituer  ^ "7^  9 ^ 4® 

X,Vy2^.  Mais  nous  croyons  qu’il  eft  plus  conforme  à l’objet 
de  cet  ouvrage  d’appliquer  - direélement  aux  fluides  les  équa- 
tions générales  données  dans  la  Seûion  quatrième  pour  le 
mouvement  d’un  fyftême  quelconque  de  corps. 

S.  I.  ' 

Équations  générales  pour  U mouvement  des  Fluides 
incomprejffibles. 

1.  On  peut  conflclérer  un  fluide  incompreflible  comme 
compofé  d’une  Inflnité  de  particules  qui  fe  meuvent  libre- 
ment entr’elles  fans  changer  de  volume  ; ainfi  * la  queflion 
rentre  dans  le  cas  de  l’article  12  de  la  Seâion  citée  ci- 
defliis. 

Soit  donc  JD  IR  la  maflè  d’une  particule  ou  élément  quel- 
conque du  fluide;  X,  Y y Z les  forces  accélératrices  qui 
agiflènt  fur  cet  élément,  réduites  pour  plus  de  flmplicité, 
aux  direélions  des  coordonnées  reâangles  x , y,  fie  ten- 
dantes à diminuer  ces  coordonnées;  L =ta  o l’équation  de 
condition  réfultante  de  l’incompreflîbilité,  ou  de  l’invaria- 
bilité du  volume  de  Pot;  a une  quantité  indéterminée;  fie 
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S une  cara£léri{tique  intégrale  correfpondante  à la  caraété- 
riftique  différentielle  P,  & relative  à toute  la  maffè  du 
fluide  ; on  aura  pour  le  mouvement  du  fluide  cette  équation 
générale  (Se£l.  IV,  art.  ij). 

(4f"  (-J#"  O 

^ ^ Z"^  i' D m -i»  s K t L ~ 0» 

Il  faut  maintenant  fubftituer  dans  cette  équation  les  va- 
leurs de  Dm  f & de  <rZ,  & après  avoir  fait  difparoître  les 
différences  des  variations,  s’il  y en  a,  égaler  féparément 
à zéro  les  coëfficiens  des  variations  indéterminées*  fx, 
fy,  fx- 

Retenons  la  caraâériftique  D pour  repréfenter  les  diffé- 
rences relatives  à la  fltuation  inftantanée  des  particules  con- 
tiguës , tandis  que  la  caraûériftique  J fe  rapportera  unique- 
ment au  changement  de  pofition  de  la  même  particule  dans 
l’efpace  ; il  eft  clair  qu’on  peut  repréfenter  le  volume  de  la 
particule  Dm  par  le  parallélipipede  DxDyD\\  ainfi  en 
nommant  a la  denflté  de  cette  particule,  on  aura  . . . 

Dm=i  aDx  Dy  DX’ 

De  plus,  il  e(l  vifible  que  la  condition  de  l’incomprefll- 
bilité  fera  contenue  dans  l’équation  D xDy  D conji  j 

de  forte  qu’on  aura  Z ==  D x Dy  D^  — conJl\  & par  confé- 
quent  fL  oes  t',  fD  X Dy  D xJi  pour  déterminer  cette  dif- 
férentielle, ir  faut  employer  les  mêmes  confidérations  que 
dans  l'article  14  de  la  SeéUon  feptieme  de  la  première  Partie  ; 
ainfi  en  changeant  feulement  d en  P dans  les  formules  de 
cet  endroit,  on  aura 
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Cette  quantité  étant  multipliée  par  & intégrée  rela- 
tivement à toute  la  mafle  du  fluide,  on  aura  la  valeur  de 
SxtLf  dans  laquelle  il  faudra  faire  difparoître  les  doubles 
Agnes  D f par  les  mêmes  procédés  déjà  employés  dans  l’ar- 
ticle 13  de  la  Seélion  citée.  On  aura  ainlî  ; 

S x'  /y;  Z>  X D î -H  — X'  DxDy 

Faifant  donc  ces  fubftitutions  dans  le  premier  membre 
^ de  l’équation  générale,  elle  contiendra  premièrement  cette 
formule  intégrale  totale , 

^ ^ n)  DxDyDxi 

dans  laquelle  il  faudra  faire  féparément  égaux  à zéro  les 
coëfliciens  des  variations  rx,  fyy  <T:j;  ce  qui  donnera  ces 
trois  équations  indéfinies  pour  tous  les  points  de  la  mallè 
fluide. 
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Il  reliera  enfuite  à faire  difparoîrre  les  intégrales  par- 
tielles, 

S (>!'  — -H 

S(x"i'^'^x't:;)DxDy, 

lefquelles  ne  le  rapportent  qu’à  la  furface  extérieure  cln 
fluide;  &;  l’on  en  conclura,  comme  dans  l’article  i6  de 
la  Section  feptieme  citée,  que  la  valeur  de  x devra  être 
nulle  pour  tous  les  points  de  la  furface  où  le  fluide  efl: 
libre;  on  prouvera  de  plus,  comme  dans  les  atticles  lo , 
il  de  la  même  Section,  que  relativement  aux  endroits  où 
le  fluide  fera  contenu  par  des  parois  fixes,  les  termes  des 
intégrales  précédentes  fc  détruiront  mutuellement,  enforte 
qu’il  n’en  rëfultera  aucune  équation;  & en  général  on  dé- 
montrera par  un  raifonnement  femblable  à celui  des  articles 
14,  z j,  que  la  quantité  x rapportée  à la  furface  du  fluide 
y exprimera  la  preffion  que  le  fluide  y exerce  ,&  qui,  lorf- 
quelle  n’elt  pas  nulle , doit  être  contrebalancée  par  la  ré- 
fiftance.ou  l’aétion  des  parois. 

3.  Les  équations  qu’on  vient  de  trouver  renferment  donc 
les  loix  générales  du  mouvement  des  fluides  incomprellibles  ; 

Kkk 
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mais  il  y faut  joindre  encore  l’cqiiation  même  cjni  réfulte 
de  la  condition  de  l’incompreflibilité  du  volume  X)  x DyD  :][ 
pendant  que  le  fluide  fe  meut  ; cette  équation  fera  donc 
repréfentee  par'  d.(DxDyD-{)=no-,  de  forte  qu’en  chan- 
geant S çn  d dans  l’cxpreflion  de  J'.  (D  x DyDvQ  trouvée 
ci-defTus , fie  égalant  à zéro , on  aura 


Ddx'^ 

' Dx~ 


O . 


{B). 


Cette  équation  combinée  avec  les  trois  équations  (dij  Je  ' 
l’article  précédent,  fervira  donc  à déterminer  les  quatre 
inconnues  x,  _y,  , Sc  a. 

4.  Pour  avoir  une  idée  nette  de  la  nature  de  ces  équa- 
tions, il  faut  confidércr  que  les  variables  x,^,  ^ qui  dé- 
terminent la  pofition  d’une  particule  dans  un  inftant  quel- 
conque , doivent  appartenir  à la  fois  à.  toutes  les  particules 
dont  la  malle  fluide  eft  compofée  ; elles  doivent  donc  être 
des  fonctions  du  tems  t , 5c  des  valeurs  que  ces  mêmes  va- 
riables ont  eues  au  commencement  du  mouvement  ou  dans 
«Il  autre  inftant  donné.  Nommant  donc  c les  valeurs 

de  X , J' , , lorfque  r = o ; il  faudra  que  les  valeurs 

complettes  de  x,  y ■,  \ t foient  des  fonctions  de  <z, 

Cy  t.  D'e  cette  m.oniere  les  dilFérences  marquées  par  la 
caractériftique  Z),  le  r.ipporteront  uniquement  à la  vari^i- 
lité  de  a,  b y c ; ic  les  différences  marquées  par  l’autre  ca- 
raétériftique  d fe  rapporteront  fimplcment  à la  variabilité 
de  t.  Mais  comme  dans  les  équations  trouvées  il  y a des 
différences  relatives  aux  variables  mêmes  -Kyjy  il  fau- 
dra, pour  Tuniformitc , réduire  celles-ci  aux  différences  re- 
latives 3l  üyby  Cy  ce  qui  cft  toujours  polîîblc  ; car  ou  u’* 
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«^u’à  concevoir  qu’on  aie  fubftitué  dans  les  fondions  avant 
la  diflerentiation  les  valeurs  memes  de  x , ^ ^ en  a , ^ c. 

5.  En  regardant  donc  les  variables  x,  y,  comme  des 
fonctions  de  üybyC^  r,  6c  repréfentant  les  difîcrentielles 
félon  la  notation  ordinaire  des  difiérenccs  partielles , on 
aura 


I?x  = 


Ai- 

da 

<iy 

lia 
^ T 


d a • 
d a • 
da< 


dx 

di 


db. 


dx  J 


d\ 


di 


db-dr 


d c 


de, 

dci 


du  ' d b * d k 

& regardant  en  meme-tems  la  fonction  ^ comme  une  fonc- 
tion de  X,  yy  \ y & comme  une  fonction  de,  <r,  h,  c. 


on  aura 


Dx 

Dx 


dx  J 


Dx- 


Dx 

Dy 

d X 

TT' 


Dy. 


Dx 

dx 


Di 


dbDr  ^ de-. 


CCS  deux  expreflîons  de  P x devant  être  identiques , fi 
on  fubftitué  dans  la  première  les  valeurs  de  Px,  Dy  y D 
en  d a,  db  , de  y\\  faudra  que  les  coefficiens  àe  d a,db  yde, 
foient  les  mêmes  de  part  ôc  d’autre  ; ce  qui  fournira  trois 


équations  qui  ferviront  à déterminer  les  valeurs  de  , 

ÿ ce  fera  la  même  chofe 


Dx 


D A 

~dT  » 


en 


dx 


d X 

~dJ~  f 


dx 

de 


Dy  » Dx  * da  y 

fl  on  fubftitué  dans  la  fécondé  exprcllion  de  P>>  les  va- 
leurs de  düy  dby  de , en  D x , Dyy  D\  tirées  des  ex- 
preflions  de  ces  dernières  quantités;  alors  la  comparaifon 

Kkki 
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des  termes  afFectés  de  2?x,  2?y,  donnera  immé< 
diatement  les  valeurs  de  , &c. 

Or  par  les  réglés  ordinaires  de  l’élimination  on  9 

da^  ^ , 

,,  /8Dx-4-g'Dy 

“ ^ f f 

J yDx+y'Dy-i-y"D\ 

dc=  J , 

en  fuppofanc 


dy 

—TT'  X 

— -ÈL. 

X 

dx 

- dr 
X — ^ 

^ dx 

X 

d\ 

//A 

de 

d e 

ai  > * — 

de 

dt 

~db 

de  ^ 

V 

</x 
/ a y 

iy 

dx 

w 

_£z.  a — 

dy 

dj^ 

SA 

d\  . 

de 

de 

A 

, di  — 

de 

X 

da 

A 

de  * 

^'= 

</x 

— X 

dx 

X 

, i8"= 

dx 

dy 
X — — 

dx 

X 

dy 

da 

de 

d e 

a«  ï 

de 

da 

d a 

de  9 

àt 

dy 

/ 

dx 

* dx 

d-{ 



</a 

di 

db 

X 

da 

di 

^ da 

da 

X 

db  9 

dx  dy 

~dh  ^ ~d7  > 


$ 


dx 

dy 

‘h 

dx 

X-^ 

xdl.aii 

dx 

rff 

^~df  ^ 

de 

di 

da 

db 

^ de 

da 

dx 

■ix 

V ~ 

d\ 

V ^ MM 

dx 

X-^ 

ÿilL 

de 

^ di  ^ 

d a 

^ de 

da 

^ db 

da 

^ de 

^ di  ' 

Faifanc  donc  ces  fubftitutions  dans  l’expreffion  d a 

•+■  ^ & comparant  enfuite  avec  l’ex- 

preffion  identique  D x rh  ^ Dy  D oa  ^ 

aura  ' 
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D A » 

y 

<iA  ^ 

y 

dx  . y 
— ^ 

dx  . 

D»  • 

da 

■ t 

di  ^ 4 ^ 

~ » 

D>  «' 

V 

d\  fi’ 

V 

dx 

Dy  < 

A 

da. 

^ 1 

A 

di  ^ ê ^ 

de  » 

Da 

dx 

i.£. 

V 

dx  . v" 

dx 

Dî  “ , 

A 

da 

A 

dt  ^ t ^ 

Ainfî  fubftituanc  ces  valeurs  dans  les  trois  équations  (A) 
de  l’article  i , elles  deviendront  de  cette  forme , après 
avoir  multiplié  par  9, 


où  il  n’y  a,  comme  l’on  voir,  que  des  différences  par- 
tielles relatives  à a,  c,  r. 


Dans  ces  équations  la  quantité  a qui  exprime  la  denfité, 
eft  une  foncHon  donnée  de  a,  c fans  r puifqu’elle  doit 
demeurer  invariable  pour  chaque  particule  ; & fi  le  fluide 
eft  homogène,  a fera  alors  une  confiante  indépendante  de 
a,  c,  t.  Quant  aux  quantités  Y , Z qui  repréfen- 

tent  les  forces  accélératrices  , elles  feront  le  plus  fouvenC 
données  en  fonélions  de  t. 

6.  On  peut,  au  refte,  réduire  les  équations  précédentes 
à une  forme  plus  fimple,  en  ajoutant  enfemble,  après  les 

avoir  multipliées  rcfpec^ivexnentôC  fucceffivement  par  , 
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</v  Ar  -... 

> J4  9 ib  9 db  ^ db  ^ P 4/<  ■*  (/c  > ^ 

car  d’après  les  expreflîons  de  « , « , ^ &c , don- 
nées cI-delTus,  il  eft  aifé  de  voir  qu’on  aura  fl  =“ 


dx 
d a 


d a. 


!>  


du 


dx 

db 


±L  -t-  /8"  - - 
db  db 


.J  ±^— 
' de 


-4^  , enfuite  i3 

â C ^ 


H- A 


üb 


J 

« </r 


</  .V 


</y 


. di 


-d7  -77”"’“  </i 

— ^ O , & ainfi  de  fuice.  De  forte  que 

d b 

par  ces  operations  Sc  ces  reduétions , on  aura  les  transfor- 
mées 

“ S-4(DÎ: 

7, On  transformera,  d’une  maniéré  femblable , l’équation 
(J5)  de  l’article  3;  Sc  pour  cela,  comme,  d’après  la  re- 
marque de  l’article  4,  les  difFérenticlles  t/ac,  i/_y,  ne 
font  relatives  qu’à  la  variable  t , on  les  réduira  d’abord  aux 


différences  partielles  dt^  dt^  -jptér  ; enforte  que 
l’équation  dont  il  s’agit  étant  divifée  par  dt^  fera  de  la  forme 


D. 


dt 
Dx 


D. 


Al, 

dl 


d>y 


d t 


O. 
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Or,  par  les  formules  trouvées  ci-defTus  pour  les  valeurs  de 
, &c , on  aura  pareillement,  en  fubftituant 
&c,  à la  place  de  a, 

D. 


d t 


D*  < ^ da  ^ t db  ■ * ” dt 

& comme  dans  le  fécond  membre  de  cette  équation  , la 
quantité  x eft  regardée  comme  une  fonclion  de  û , i , c , t , 

on  aura 7— — = des  autres  différences 


P 

-X 


X 

( 


dx 
d t 


, d a 


partielles  de  x ; de  forte  qu’on  aura  fimplemenc 


d t 


Dx 


— y 

I dadt 


- X w 
< abdt 


T ^ ITdT* 


On  trouvera  des  expreffions  femblablcs  pour  les  valeurs  de 


d.  4^- 

de 


d.-$- 


— jy  & — , & il  n’y  aura  pour  cela  qu’à 

changer  dans  la  formule  précédente  x en  &: 

Faifant  donc  ces  fubftitutions  dans  l’équation  ci-defTus, 
elle  deviendra  après  y avoir  effacé  le  dénominateur  com, 
mun  9, 


d'’  X 

4-^ 

d'x 

-t  - _ , 

d'x 

düdt 

dbdt 

-t-  y - 

dedt 

, d'y 

_■  n! 

d^y 

4- y. 

â^y 

dadt 

«■JM  /B 

~hdT 

de  de 

U 

• 4-  i8"- 

d'^ 

4-  y"- 

d'^l 

dadt 

dbdt 

dcdi 

= O. 
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Le  premier  membre  de  cette  équation  n’eft  autre  cliofe 
que  la  valeur  de  comme  on  peut  s’en  aflurer  par  U 

différentiation  aduelle  de  l’expreffion  de  6 (art.  5). 

Ainfi  l’équation  devient  = o , dont  1 intégrale  efl: 

= fond,  (cy  c ). 

Suppofons  dans  cette  équation  , r e=  o , & foie  K ce  que 
devient  alors  la  quantité-6,  on  aura  K = font,  füybycji 
par  conféquent  l’équation  fera  dz=K. 

Or  nous  avons  fuppofé  que  lorfque  r = o,  onax  = <z, 
ycaby  \ — Ci  donc  on  aura  auffi  alors 


dx 

de 


lî O = 

da  — db 


O» 


= I.  Ces  valeurs  étant  fubf^ituées  dans  l’expreffion  do 

« ( art.  j),onaSs=i,  donc  A = i . 

\ 

Donc  remettant  pour  9 fa  valeur,  dans  l’equat-ion  donc 
il  s’agit , elle  fera  de  la  forme 


dt  db^  de 


£1.vJL 

db  da 


X 


dx 
d c 


X 


X 


d\  dx 

vr'~“~di 


£i 

db 


Cette  équation  combinée  avec  les  trois  équations  (C)  ou 
(D)  des  articles  j , <î , fervira  donc  à déterminer  les  valeurs 
de  a,  x,_y,  en  fondions  de  n , b y c y t. 

g.  Comme  les  équations  dont  il  s’agit  font  à différences 
partielles , l’intégration  y introduira  néceffairement  diflFé- 
rences  fondions  arbitraires  ; 8cla  détermination  de  ces  fonc- 
tions 
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dons  devra  fe  déduire  en  partie  de  l’état  inidal  du  fluide , 
lequel  doit  être  fuppofé  donné , 6c  en  partie  de  la  confl- 
dération  de  la  furface  extérieure  du  fluide,  qui  eft  aulîi 
donnée  fi  le  fluide  eft  renfermé  dans  un  vafe,  & qui  doit 
être  repréfentée  par  l’équation  a = o , lorfque  le  fluide  eft 
libre  ( art.  i). 

En  effet , dans  le  premier  cas  fi  on  repréfente  par  A=  <» 
l’équadon  des  parois  du  vafe  , A étant  une  fonédon  donnée 
des  coordonnées  x,  y y ^ de  ces  parois , en  y mettant  pour 
ces  variables  leurs  valeurs  en  a,  c,  r,  on  aura  une 
équation  entre  les  coordonnées  initiales  a,  i , c,  6c  le 
tems  t , laquelle  repréfentera  par  confëquent  la  furface  que 
formoient  dans  l’état  initial  les  mêmes  particules  qui  après 
le  tems  r forment  la  furface  repréfentée  par  l’équation  donné* 
./<  = O.  Si  donc  on  veut  que  les  mêmes  particules  qui  font  une 
fois  à la  furface  y demeurent  toujours  ; condition  qui  paroîç 
néceffaire  pour  que  le  fluide  ne  fe  divife  pas , 6c  qui  eft 
reçue  généralement  dans  la  théorie  des  fluides,  il  faudra 
que  l’équation  dont  il  s’agit  ne  contienne  point  le  temsr; 
par  conféquent  la  fonédon  A de  Xy  y y devra  être  telle 
que  t y difparoifte  après  la  fubfdtution  des  valeurs  dex,y,  ^ 
en  a y b y c y t. 

Par  la  même  raifon  l’équation  a = o de  la  furface  libre 
ne  devra  point  contenir  r;  ainfi  la  valeur  de  a devra  être 
une  fimple  fonâion  de  ûy  by  e fans  t. 

Au  refte,  il  y a des  cas  dans  le  mouveraênt  d’un  fluide 

qui  s’écoule  d’un  vafe , ou  Ja  condition  dont  il  s’agit  ne  doit 
pas  avoir  lieu;  alors  les  déterminations  qui  réfultent  de 
cette  condition  ne  font  plus  néceflàires. 

LU 


I 
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5?,  Telles  font  les  équations  par  lefquelles  on  peut  déter- 
miner direélement  le  mouvement  d’un  fluide  quelconque 
incomprcflible.  Mais  ces  équations  font  fous  une  forme  un 
peu  compliquée,  & il  efl  pollible  de  les  réduire  à une  plus 
Ample,  en  prenant  pour  inconnues,  à la  place  des  coordon- 
nées les  vîtefles  ladireélion 

des  coordonnées,  & en  regardant  ces  vîtefles  comme  des 
fondions  de  JC , ^ , , t. 

En  effet,  d’un  côté  il  cft  clair  que  puifquex,  y,  ^ font 
fondions  de  a , ^ , c , r , les  quantités  , 

feront  aufll  fondions  des  mêmes  variables  a y b , c ,.r;  donc  û ou 
conçoit  qu’on  fubftitue  dans  ces  fondions  les  valeurs  de  a , ^,  c 

%n  *,y,  \ tirées  de  celles.dex  ,y,  :(  en  a ,i,  c ; on  , 

-^exprimées  en  fondions  de  x,j'.,  ç & r. 

D’un  autre  côté,  il  efl  clair  que  pour  la  connoiflance  ac- 
tuelle du  mouvement  du  fluide  , il  fufHt  de  connoitreà  chaque 
inllant  le  mouvement  d’une  particule  quelconque  qui  occupe 
un  lieu  donné  dans  l’efpace,  fans  qu’il  foit  néceflaire  de 
favoir  les  états  précédons  de  cette  particule  ; par  conféquenc 

il  fufiSt  d’avoir  les  valeurs  des  vîteflTes  , -4^  , en 

fondions]  de  x , _y , , t. 

D’ailleurs  ces  valeurs  étant  connues,  fi  on  les  nomme 
P y qy  r y oa  aura  les.  équations  dx  — pdty  dy  = qdty  d\ 
ts^rdt  y entre  x , y , ^ , r ; lefquelles  étant  enfuite  intégrées , 
de  maniéré  que  x y y y ç deviennent  a , h y c , lorfque 
r — O,  donneront  les-  valeurs  mêmes  de  x,y,  en 

ûyby  Cy  t. 
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Au  refte,  fi  on  chafife  dt  àc  ces  équations  diiFérentielles , 
on  aura  ces  deux-ci  pdy  =Bqdx,pd\assrdxy  lefquelles 
expriment  la  nature  des  différentes  courbes  dans  lefquelles 
tout  le  fluide  fe  meut  à chaque  inffant,  courbes  qui  chan- 
geftt  de  place  & de  forme  d’un  inflant  à l’autre. 

I O.  Reprenons  donc  les  équations  fondamentales  (A)  & (jî) 

des  articles  2 Ce  3 , & introduifons-y  les  variables p — -jp  , 
q =:  f r—  “TT  s regardées  comme  des  fonââoas  dft^ 

II  eft  clair  que  les  quantités  ■ peuvent 

d.j^  d.^  d.-ÿ- 

être  mifes  fous  la  forme  3 • — 3 j , * 

dt  ^dt  dt 

où  les  quantités  font  cenfées  des  fonctions 

de  a,  c,  r. 

En  les  regardant  donc  comme  telles,  on  aura  pour  la 

d.^  d.^ 

différence  complette  de  — - r <ér-4- — da 

‘ dt^dt  da. 

d.-^  d.~  ■ 

H Te ^ ainfi  des  autres  ; 

mais  en  les  regardant  comme  fonélîons  dex,  r,& 

les  défignant  parp,  j , r»  leurs  difiérences  complettes  feront 

^ «les autres. 

différences  ; donc  fi  dans  ces  dernieres  exprelfions  on  met 
pour  dx , dy d\  leurs  valeurs  en  a,'  15,  c,  /,  il'  faudra 

LIU 


Digitized  by  Google 


451  MicHANIQUE  ANALITIQUE. 
qu’elles  deviennent  identiques  avec  les  premières  ; mais  x 
dtant  regardé  comme  fondion  de  û,i,c,r,ona£fjc 

'SB  -4^  di  H-  iia  -f*  J*  -^dcy  où  *4^  eftévi- 

dt  • da  àb  de  ^ dt 

demment  en  fuppofant  qu’on  mette  dans  /,  les  v^f 

leurs  àe  Xy  y y \y  en.  üy  h y c y t. 

Ainû  on  aura  dx—pd't  da  •+■  &c  ; Sc  de  même 

* a A 

dy  =*>qdt  du-t-&c  rdt-^ 

SubAicuant  ces  valeurs  dans  l’expreûion  de  la  difFérence 
complette  de  termes  affèdés  àe  d t feront 

lefquels  devant  être 
d. 

identiques  avec  le  terme  correfpondanc  — J7~~ 

-r-r  dt  y on  aura 

dt'  * 


d' X , ^P  ^ ^P  , ^P  , 

-JT  = — ^ + 

& l’on  trouvera  de  la  même  maniéré 


dt' 


dû 

•^p-n 


dy 


■+•  r 


^9 

dl  > 


£L  — 

dt' 


-ir-^P 


dr 

dx 


On  fera  donc  ces  fubAitucions  dans  les  équations 
êc  comme  dans  ces  mêmes  équations  les  termes  , 

ÏXx 

repréfentent  das  différences  partielles  de  relative- 
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ment  à x,  en  fuppofanc  c confiant,  on  y pourra 

changer  la  caraâérifiique  D en  d. 


On  aura  ainfî  les  transformées 


II. 


d X 

77 


*+■? 

-f-î 


d r 
dy 


-t-  r 


dx 

dx  ' 

dx' 


O 


O 


O 


A l’égard  de  l’équation  \B)  de  l’article  3 , il  n’y  aura 
^uà  y mettre  à la  place  de  </x,  dy ^ dT^^  leurs  valeurs 
pdt^  qdt,  rdty  Sc  changeant  la  caraûériftique  D en  d y 
on  aura  fur  le  champ  , à caufe  de  dt  confiant , 


, dq  dr 

dx  “77"  ■77 


• • (C')* 


On  voit  que  ces  équations  font  beaucoup  >pl us  fimples 
que  les  équations  (C)  ou  (D^  & (£)  auxquelles  elles  ré- 
pondent; ainfi  il  convient  de  les  employer  de  préférence 
dans  la  théorie  des  fluides. 


I I . Dans  les  fluides  homogènes  & de  denfité  uniforme , 
la  quantité  a qui  exprime  la  denfité  , efi  tout*à-fait  conf- 
tante  ; c’efi  le  cas  le  plus  ordinaire , & le  feul  que  nous 
examinerons  dans  la  fuite. 

Mais  dans  les  fluides  hétérogènes , cette  quantité  doit 
ctre  une  fonftion  confiante  relativement  au  tems  r pour 
la  même  particule,  mais  variable  d’une  particule  à l’autre, 
félon  une  loi  donnée.  Ainfi  en  confidérant  le  fluide  dans 
l’état  initial,  où  les  coordonnées  x , ^ ^ font  a,  c,  la 
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quantité  a fera  une  fonftion  donnée  & connue  de  «,  4,  c, 
fans  t ; par  conféquenc  le  terme  affecté  de  dt  dans  la  dif- 
férentielle complette  de  a regardée  comme  fonétion  de 
b y c ^ t devra  être  nul  ; mais  par  un  raifonnement  fem- 
blable  à celui  que  nous  avons  dans  l'article  précédent  pour 

trouver  la  valeur  de  , on  trouvera  qu’en  regardant 

A comme  une  fonélion  de  x,  y y ^ , t , le  terme  dont  il 
s’agit  fera  exprimé  par 


if  A 
dx 


dl, 

dy 


-H  r 


dà 


)■ 


dt. 


Ainfi  on  aura  l'équation 


d\  , dà.  , d\  dA 


. . (H). 


qui  fervira  à déterminer  l’inconnue  a,  dans  les  équations 
( F ) , parce  ‘que  dans  ces  équations  on  doit  traiter  a comme 
une  fonélion  de  x,y,  r. 

A cet  égard  elles  font  moins  avantageufes  que  les  équa- 
tions ( C)  ou  (D)  dans  lefquelles  on  peut  regarder  a comme 
une  fonétion  connue  de  æ,  c. 

I 2 . Ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  a la  fonc- 
tion A , il  faudra  l’appliquer  aulli  à la  fonétion  A y en  tant 
que  A O , eft  l’équation  des  parois  du  vafe.  Car  la  con- 
dition que  les  mêmes  particules  reftent  toujours  à la  furface 
demande , comme  on  l’a  vu  dans  l’article  8 , que  A de- 
vienne une  fonûion  de  a,  byC  fans  r;  de  forte  quen  re- 
gardant'cette  quantité  comme  une  fon^on  de  x,  ^ ^ > 

on  aura  aulli  l’équation 
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iÂ 

dt 


dA 


dA 


. U AT  . a Ai 

~ 


>4-r 


dA 


O . , (/). 


Pour  les  parties  de  la,  furface  où  le  fluide  lèrâ  libre , oi» 
aura  l’équation  a sas  o (art.  i );  il  faudra , par  conféquent , 
pour  fatisfaire  à la  meme  condition',  que  l’on  ait  aufli 


Z' 


d\  ' dx  dx  dx 

-77-  ^ ~di 


= 0 . . . (AT). 


I 3 . Voilà  les  formules  les  plus  générales  & les  plus  fimples 
pour  la  détermination  rigoureufe  dn  mouvement  des  fluides. 
La  difficulté  ne  confifte  plus  que  dans  leur  intégration  j 
mais  elle  eft  fi  grande  que  jufqu’à  préfent  on  a été  obligé 
de  fe  contenter,  même  dans  les  problèmes  les  plus  fimples, 
de  méthodes  particulières  & fondées  fur  des  hypothcfes  plus 
ou  moins  limitées.  Pour  diminuer  autant  qu’il  efl:  poflîble 
cette  difficulté,  nous  allons  examiner  comment  & dans  quels 
cas  ces  formules  peuvent  encore  être  fimplifiées;  nous  en 
ferons  enfuite  l'application  à quelques  queflions  fur  le  mou- 
vement des  fluides  dans  des  vafès  ou  des  canaux. 


1 4-  Rien  n’eft  d’abord  plus  facile  que  de  fatisfaire  à 


l’équation  ( G ) de  l’article  10  ; car  en  fàifant  p 


q = -4^  . elle  devient  ^ 


d'fk 


dr 


d» 

d^  > 

di  » — ^ = O , la- 
quelle eft  intégrable  relativement  & donne  . . 

r = — i il  n’eft  point  néceftaire  ^d’ajouter  ici 


nne  fondlion  arbitraire  , à caufe  des  quantités  indétermi- 
nées a &C  ü. 

Ainfi  l’équation  dont  il  s’agit  fera  fatisfaite  par  ces  valeurs 


Digitized  by  Google 


MicHANiQUE  ANALITIQUE. 

dm  ___  dm  dfl 

P ' y ^ d\.  y ^ ' dx  dy  ^ 

lefquelles  étant  enfuite  fubftituées  dans  les  trois  équations 
( F)  du  même  article , il  n’y  aura  plus  que  trois  inconnues 
«,  j0,  8c  x;  & même  il  fera  très-facile  d’éliminer  a par  des 
différentiations  partielles.  De  forte  que  de  cette  maniéré  , 
fi  la  denfité  a eft  confiante , le  problème  fe  trouvera  réduit 
à deux  équations  uniques  entre  les  inconnues  « 8c  />  ; 8c  fi 
la  denfité  a efi  variable,  il  y faudra  joindre  l’équation  {^H) 
de  l'article  ii.  Mais  l’intégration,  de  ces  équations  furpafle 
les  forces  de  l'analyfe  connue. 

I J.  Voyons  donc  fl  les  équations  ^(F)  confidérées  en 
elles-mêmes,  ne  font  pas  fufceptibles  de  quelque  fimplifi- 
cation. 

En  ne  confidérant  dans  la  fonction  a que  la  variabilité  de 
om  = ~ dy-^ di. 

Donc  fubfiituant  pour  , leurs  valeurs 

tirées  de  ces  équations,  on  aura 

Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  une  diffé- 
rentielle complette , il  faudra  que  le  fécond  en  foit  une  auffî 

relativement 
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telativemcnt  à jc,^,  & la  valeur  de  ^ qu’on  en  tirera, 

fatlsfera  à la  fois  aux  trois  équations  (F). 

Suppofons  maintenant  que  le  fluide  foit  homogène,  en- 
forte  que  la  denfité  a foit  Gonflante;  & fiiifons-la, pour  plus 
de  fimplicité,  égale  à Tunité, 

Suppofons  de  plus  que  les  forces  accélératrices  X,  K,  Z , 
foient  telles  que  la  quantité  Y dy  Z foit 

une  différentielle  complette.  Cette  condition  efl  celle  qui 
cfl  nécefl'aire  pour  que  le  fluide  puifl'e  être  en  équilibre  par 
ces  mêmes  forces,  comme  on  l’a  vu  dans  l’article  17  de 
la  Seélion  feptieme  de  la  première  Partie.  Elle  a d’ailleurs 
toujours  lieu  , lorfque  ces  forces  viennent  d’une  ou  de  plu- 
fieurs  attractions  proportionnelles  à des  fonctions  quelcon- 
ques des  diflances  aux  centres,  ce  qui  cfl  le  cas  de  la  na- 
ture, pulfqu’en  nommant  les  attftélions  P,Q,  R,  &c,  & 
les  diflances  y,  r,  &c,  on  a en  général  Xdx  Ydy 

Z d\  = P dp  Qdq  ^dr-^-^c  y ( Part.  I , Seél.  V, 
arc..  5 ).• 


Faifant  donc  Ae=i,  Sc  X d x Y dy  -t-  Z d\  = P dp 

•^Qdq-^-  Rd  r -H  &c  = l’équation  précédente  de- 

viendra 


& il  faudra  que  le  fécond  membre  de  cette  équation  foit 
une  différentielle  complette,  puifque  le  premier  en  efl  une. 

M m m 
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Cette  équation  équivaudra  ainfi  aux  équations  (F). de  l’ar- 
ticle 10. 

Or  en  confidérant  la  différentielle  de  — prife 

relativement  à x,  y,  il  n’eft  pas  difficile  de  voir  qu’on 
peut  donner  au  fécond  membre  de  l’équation  dont  il  s’agit, 
cette  forme  , 


d.  ( p'  -h  I}'  -h  r'  ) 


dt 


dx- 


d 


- -77)  (-JF  i"'- 


& on  voit  d’abord  que  cette  quantité  fera  une  différentielle 
complette  toutes  les  fois  que  p dx  qdy  rd:^  le  fera 
elle-même;  car  alors  fa  diftércntielle  par  rapport  àr,  favoir, 

-J-  d X ■—  dy  le  fera  aufli  , Sc  de  plus  les 

conditions  connues  de  l’intégrabilité  , donneront  . . . 

dp  dq  dp  dr  dq  dr  

dy  dx  ^ d\  d X ^ ' d\  dy 

D où  il  s’enfuit  qu’on  pourra  fatisfaire  à l’équation 
par  la  fimple  fuppofition  que  p dx  q dy  rd-^  foit  une 
différentielle  complette  ; & le  calcul  du  mouvement  du 
fluide  fera  par-là  beaucoup  Amplifié.  Mais  comme  ce  n’eft 
qu’une  fuppofition  particulière , il  importe  d’examiner 
avant  tout , dans  quels  cas  elle  peut  & doit  avoir  lieu. 

I7"  Soit  pour  abréger 

__  ^P  dq  dp  dr  dq  dr  , 

* ~~~  dy  dx  y dx  y dj^  dy  ^ 
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il  ne  s’agira  que  de  rendre  une  difFércntielle  cxadle  la 
quantité 

"ïf  -TT  ^ 

( rdx  — p<^\)  ( ''<^y  — 

Suppofons  d’abord  que  la  variable  t ait  une  valeur  fort 
petite,  on  pourra  alors  donner  à /»,  J,  r,  les  formes  fui- 
vantes  en  férié , • ' 

p=p'  -Jrp"  p"  i'  H- /?'*'  r’  ~h  &c  , 

ç = H-  q"  t -H  t*  -+-  q"'  û H-  ôcc  , 

r = / -4-  r -4-  r'"  r*  -4-  r’  -4-  &c , 

dans  lefquelles  les  quantités  p',  p",  p"\  &c  ; q\  ç",  q'",  &c, 
&c , feront  des  fonéllons  de  x , y , \ fans  t. 

Ces  valeurs  étant  fublHtuées  dans  les  trois  quantités 
et , !i  y y y elles  deviendront 

« = d — J-"  d' t “4”  d"  d ■+•  d*  r*  — 1“  &c  , 

)0  ==  10'  -4-  / -4-  fd"  d -4-  (0  r’  -4-  &c , 

> = >'  -4-  >"  r -H  y'"  t'  -4-  r*  -4-  &c , 

en  fuppofant 


— __ 

d^' 

ip'^ 

dp 

icc 

dy 

dx  y 

dy 

dx  y 

dp' 

dr' 

<ip"  _ 

dr" 

&c 

~7T  y 

àx  ^ 

__  

dr' 

y"  — 

di" 

&c 

•^î 

dy  ^ 

M m m s 
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Ainfi  la  quantité  ~ dx-\-  dy -Ar  d\ 

-t-  a (qdx  — pdy)  -Ar^  (rdx  — p d \)  -\-y(rdy  — 

deviendra  après  ces  difFérentes  fiibftitutions,  6c  en  ordonnant 

les  termes  par  rapport  aux  puilTances  de  / , 

■*  <• 

j/'  dx-A-cf  dy  -t-  r"  ^ -H 

•f  (q'  dx — p' dy)  -t-  ü'  (d dx—p' d-{)  -A^y  ( r'dy  — <(  d \) 

(p'" dx-^q["  dy  -A-d" di)-Ar 

a!  dx — p"  dy  )-\-fd  (r"  dx—p''  d\) -Ar  y'  (d‘  dy  — q"  d'^  -Ar*, 

a"(q'  dx  — p'  dy  )-A-^"  ( d dx—p'  d \)-A-y"(d  dy—q[d\)) 

( I ( p ""  ^ ^ ’Ard''d-{)-Ar 

a'(f  dx—p  dy) -A- ^'(d"dx-p‘"di)-A-y' (d"dy- q"'di)^_ 
a."  (q"dx  — p"  dy)  -A- (d' dx  — p"  d tJ-A^  y"  (d' d y — <^'d\)-A~ 
(q'dx-p'dy)^H'"(ddx-p‘  di)-A-y"‘(d  dy—q'd^)) 

-+■  &c; 

& comme  cette  quantité  doit  être  une  dilFérentielle  exaéle 
indépendamment  de  la  valeur  de  r , il  faudra  que  les  quan- 
tités qui  multiplient  chaque  puiirance  de  c\  foient  chacune 
en  particulier  une  différentielle  exaéle. 

Cela  pofé,  fuppofons  que  p'  dx  H-  q'  dy  -A-  d d foit  une 
différentielle  exaéle , on  aura , par  les  théorèmes  connus , 

dp'  d(f'  dp' d_r^  d\j'  dt>  . 

ây  dx  ^ dx  ^ dy  ^ 

donc  a =Oy  fi'  — O,  ss:  O J donc  la  première  quantité* 
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qui  doit  être  une  différentielle  exacte  , fe  réduira  à 
p”  dx q*' d y 1^'  d\\  &c  l’on  aura  par  conféquent  ces 
équations  de  condition  a"  =»  o , — o ^ y"  — o. 

Alors  la  fécondé  quantité  qui  doit  être  une  différentielle 
exaéle  , deviendra  -l  (p'"  dx->r(^'>  dy  r'" di^)\  & il  ré- 
fultera  de-là  les  nouvelles  équations  d"  = o,  ;ê'"  = o, 
y«‘  = O.  De  forte  que  la  troifieme  quantité  qui  doit  être 
une  différentielle  exacte , fera  3 ( p'''  dx-+-q"'  dy  r’'"  d\)  \ 
d’où  l’on  tirera  pareillement  les  équations  «"'=  o,iS"’=3  0, 
y*'  = O ; 6c  ainfi  de  fuite.  Donc  fi  p'  d x q'  dy  r'  d cii 
une  différentielle  exaéle,  il  faudra  c^ac p"dx-^q" dy  d'd-[^ 

Y'dx^q"'dy  -H  H-  q''' dy  ^ d'’ d-{,  &c, 

foient  aulTî  chacune  en  particulier  des  différentielles  exactes. 
Par  conféquent  la  quantité  entière  pdx-\-qdy  r dr^  fera 

dans  ce  cas  une  différentielle  exaéte  , le  rems  t étant  fup- 
pofé  fort  petit. 

17.  Il  s’enfuit  de-là  que  fi  la  quantité y <^^-4- 
eft  une  différentielle  exaéte  lorfque  r = o , elle  devra  l’être 
aufli  lorfque  t aura  une  valeur  quelconque  très-petite  ; d’ou 
l’on  peut  conclure  en  général  que  cette  quantité  devra  être 
toujours  une  différentielle  exaéle  , quelle  que  foit  la  valeur 
de  t.  Car  puifqu’elle  doit  l’être  depuis  r = o jufqu’à  r = # , 
(fl  étant  une  quantité  quelconque  donnée  très-petite)  fi  on 
y fubftitue  par  tout  fl  -H  r'  à la  place  de  / , on  prouvera  de 
même  qu’elle  devra  être  une  diff  érentielle  exacte , depuis 
r' = O , jufqu’à  t'  = *;  par  conféquent  elle  le  fera  depuis 
r=o,  jufqu’à  r = 2 fl;  & ainfi  de  fuite. 

Donc  en  général,  comme  l’origine  des  t eft  arbitraire, 
8c  qu’on  peut  prendre  également  t pofitif  ou  négatif,  il 
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s'enfuie  que  fi  la  quantité  pdx  qdy  une  dIfFé- 

rentielle  exaéle  dans  un  inftant  quelconque  , elle  devra  l’être 
pour  tous  les  autres  inftans.  Par  conféquent , s’il  y a un  feul 
inllant  dans  lequel  elle  ne  foit  pas  une  différentielle  exacte, 
elle  ne  pourra  jamais  l’être  pendant  tout  le  mouvement  ; 
car  fl  elle  l’étoit  dans  un  autre  inftant  quelconque , elle  ' 
devroit  l’être  auill  dans  le  premier. 

Ig.  Lorfque  le  mouvement  commence  du  repos,  on  a 
alors  P — O y q = O , r=o,  lorfque  r = o ; donc  pd  x-^ 
qdy  -\-rd-{  lera  intégrable  pour  ce  moment,  &.  par  confé- 
quent devra  l’être  toujours  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement. * 

Mais  s’il  Y a des  vîteffes  imprimées  au  fluide  , au  com- 
mencement , tout  dépend  de  la  nature  de  ces  vîteffes  , félon 
qu’elles  feront  telles  que  p dx  qdy  ->rrd-{  foit  une  quan- 
tité intégrable  ou  non;  dans  le  premier  cas  la  quantité 
P dx  -\-qdy  -Jr  rJi  fera  toujours  intégrable  ; dans  le  fécond 
elle  ne  le  léra  jamais. 

Lorfque  les  vîteffes  initiales  font  produites  par  une  im- 
pulfion  quelconque  fur  la  furface  du  fluide,  comme  par 
l’aiftion  d’un  pifton,  on  peut  démontrer  que  pdx-hqdy 
-4-ri/:^  doit  être  intégrable  d.ms  le  premier  inftant.  Car  il 
faut  que  les  vîteffes  />,  r,  que  chaque  point  du  fluide 
reçoit  en  vertu  de  l’iAipullîon  donnée  à la  furface , folent 
telles  que  fi  on  détruifoit  ces  vîteffes,.  en  intprimant  en 
même-tems  à chaque  point  du  fluide  des  vîtefles  égales  & 
en  fens  contraire,  toute  la  mafle  du  fluide  demeurât  en 
repos  ou  en  équilibre.  Donc  il  faudra  qu’il  y ait  équilibre 
dans  cette  maffe,  en  vertu  de  l’impulflon  appliquée  .à  la 
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furface,  & des  vîtefTes  ou  forces  — » ap- 

pliquées à chacun  des  points  de  fon  intérieur;  par  confé- 
quent,  d'après  la  loi  générale  de  l’équilibre  des  fluides 
(Partie  première.  Section  feptieme,  article  17  les  quan- 
tités 77,  r,  devront  être  telles , que  pdx-^qdy-^rd:^ 
foie  une  diflérentielle  exacte.  Ainli  dans  ce  cas  la  même 
quantité  devra  toujours  être  une  différentielle  exacte  dans 
chaque  inftant  du  mouvement. 

19.  On  pourroit  peut-être  douter  s’il  y a des  mouve- 
mens  pofTibles  dans  un  fluide,  pour  lefquels  p dx  qdy 
-+-  rd-{  ne  foit  pas  une  différentielle  exacte. 

Pour  lever  ce  doute  par  un  exemple  très-fimple  , il  n’y  a 
qu’a  confidérer  le  cas  où  l’on  auroit  p ■=  gy y q = — gXy 
/•  = O,  pétant  une  confiante  quelconque.  On  voit  d’abord 
que  dans  ce  cas  p dx  qdy  r d-^  ne  fera  pas  une  dif- 

férentielle complette  , puifqu’elle  devient  g [ydx  — x dy ) 
qui  n’eft  pas  jntégrable;  cependant  l’équ.arion  (i)  de  l’ar- 
ticle 15  fera  intégrable  d’elle-même;  car  on  aura  gy 


1± 

dx 


= — gy  ^ toutes  les  autres  différences  partielles 

de  77  6c  ^ feront  i^les  ; de  forte  que  l’équation  dont  il 
s’agit  deviendra  ^ 

d\  — dV  =s  — -g'  (xdx  y dy) y 


dont  l’intégrale  donne 


X = ^ f ■+">'V  “+*  fonét.  t y valeur  qui  fatisfera 

donc  aux  trois  équations  {F)  de  l’article  10. 

A l’égard  de  l’équation  ((rj  du  même  article,  elle  aura 
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lieu  auiri,  puifque  les  valeurs  fuppofées  donnent  = o. 


Au  refte  , il  eft  vifible  que  ces  valeurs  de^,  q , r repré- 
fencent  le  mouvement  d’un  fluide  qui  tourne  autour  de  l’axe 
fixe  des  coordonnées  avec  une  vîtefle  angulaire  conl- 
tante  & égale  & l’on  fait  qu’un  pareil  mouvement  peut 
toujours  avoir  lieu  dans  un  fluide. 

On  peut  conclure  de-Ià  que  dans  le  calcul  des  ofcillations 
de  la  mer,  en  vertu  de  l’attracHon  du  Soleil  & de  la  Lune, 
on  ne  peut  pas  fuppofer  que  la  quantité  p d x qdy  -h~rd:{ 

foit  intégrable , puifqu’elle  ne  l’cftpas,  lorfque  le  fluide  efl 
en  repos  par  rapport  à la  Terre , & qu’il  n’a  que  le  mouve- 
ment de  rotation  qui  lui  eft  commun  avec  elle. 

2 O . Apres  avoir  déterminé  les  cas  dans  lefquelson  eft  afluré 
que  la  quantité  p dx  qdy  rd\  doit  ctre  une  difFéren- 
tiellc  complette , voyons  comment  , d’après  cette  condi- 
tion , on  peut  réfoudre  les  équations  du  mouvement  des 
fluides. 


Soit  donc  p J x-\-q  dy  rd-[=-  d étant  une  fonélion 
quelconque  de  jf,  Sc  de  la  variable  r,  laquelle  eft 

regardée  comme  conftante  dans  la  dii^j||^ntielle  d<p  on  aura 

donc  P = , q = ~~  , r = : & fubftituant  ces 

valeurs  dans  l’équation  (L)  de  l’article  ly,  elle  deviendra 


dtdx 
à tUy 


d X 

<ip 

^dr 

J‘ç>  4I9 

d'9 

d' 0 

dx 

d X 

• dx'  ^ dy  • 

dxdy 

• dxdl 

J a 

dp 

d*  0 d0 

d' 0 ^ dp 

d' 9 

) ‘^yy 

d X 

' dxd  y ^ dy  ' 

dy'  d J 

dydi 
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4tf; 


«<*» 

dtd\ 


d9  d'9  . rf»  d' P 

dx  * dxd\  dy  dyd\ 


dp  d'9  •>.  , 

di  • Tp".)  “ î J 


dont  l’intégrale  relativement  à x,  y,  cft  évidemment 


On  pourroit  y ajouter  une  fonclion  arbitraire  de  r , puifque 
cette  variable  eft  regardée  dans  l’intégration  comme  conf- 
iante; mais  j’obferve  que  cette  fonétion  peut  être  cenfée 
renfermée  dans  la  valeur  de  f ; car  en  augmentant  p d’une 
fonction  quelconque  Tdet , les  valeurs  àitp ,r demeurent 
les  mêmes  qu’auparavant , & le  fécond  membre  de  l’équation 
précédente  fe  trouvera  augmenté  de  la  fonÆon-^,  qui 

efl:  arbitraire.  On  peut  donc  fans  déroger  à la  généralité 
de  cette  équation,  fe  difpenfer  d’y  ajouter  aucune  fonélion 
arbitraire  de  t. 

* 

On  aura  donc  par  cette  équation. 


de 


valeur  qui  fatlsfera  à la  fois  aux  trois  équations  (F)  de 
l’article  lo  ; & la  détermination  de  p dépendra  de  l’équa- 
tion {G)  du  même  article , laquelle , en  fubltituant  pour 

leurs  valeurs  devient 


d'p  , 

-inr  ~7^ 

« 

Ainfi  toute  la  difficulté  ne  confiftera  plus  que  dans  l'in- 
tégration de  cette  derniere  équation. 

ai.  Il  y a encore  un  cas  très-étendu , dans  lequel  la 

N n n 
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quantité  pdx  qdy  rd^  doit  être  une  diflFcrentlelle 
exaéte;  c’eft  celui  où  l’on  fuppofe  que  les  vîreflesp,  g, 
foienc  très-petites,  Sc  qu’on  néglige  les  quantités  tres-petites 
du  fécond  ordre  Sc  des  ordres  fuivans.  Car  il  eft  vifibte 
que  dans  cette  hypothèfe,  la  même  équation  (L)  fe  ré- 
duira à 

dx  — d r=r:  ~ir  ^ "if  ’ 


où  l’on  voit  que  dx-\ — dy devant  etre 

intégrable  relativement  à x,  y,  la  quantité  p dx  qây 
■4-r"  dv^  devra  l’être  auflî.  Cn  aura  ainli  les  mêmes  formules 
que  dans  l’article  précédent , en  fuppofant  ? une  fonclion 
tr'  s-petite , êc  négligeant  les  fécondés  dimenfions  de  ç Sc  de 
les  difléreiitielles» 

On  pourra  de  plus,  dans  ce  cas,  déterminer  les  valeurs 
mêmes  de  -v,y,  ^ pour  un  teins  quelconque.  Car  il  n’y 
aura  pour  cela  qu’à  intégrer  les  équations  dx=pdt, 
dy  — qdCy  d:{^—r  dt  9),  dans  lefquelles  , puifque 
P -,  q t r font  très-petites , & que  par  conféquent  dx^  dy^  d':^ 
font  aulîi  très-petites  du  même  ordre  vis-à-vis  de  </r,  on 
pourra  regarder  x,^,  comme  conftantes  par  rapport  à i. 
De  forte  qu’en  traitant  t feule  comme  variable  dans  les 
fonctions  p.,  q^  r,  5c  ajoutant  les  conftantes  a,  b,  c,  on 
aura  furie  champ  x -^a-\-fpdt^y=b-^fqdt,\  — c->rf  rdt. 
Donc  fiiifant  pour  abréger  «<  <://,  6c  changeant  dans  ® 

les  variables».x,  ^ ^ cn  a,  c,  on  aura  fimplemcnt 

^ -TT» 


où  la  fonction  ® devra  être  prife  de  maniéré  qu’elle  Ibit 
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nulle  lorfque  r =sa  o , afin  que  a,  k y c foicnt  les  valeurs 
initiales  de  x , y y :j. 

Ce  cas  a lieu  , fur-tout  dans  la  théorie  des  ondes , comme 
on  le  verra  plus  bas. 

22.  Au  relie,  fi  la  malTe  du  fluide  étoit  telle  que  l’une 
de  fes  dimenfions  fût  confidérablemeiu  plus  petite  que 
chacune  des  deux  autres,  euforte  qu’on  pût  regarder,  par 
exemple , les  coordonnées  ^ comme  très-petites  vis-à-vis  de 
X Sc  y y cette  circonllance  ferviroit  auflî  à faciliter  la  réfo- 
lution  des  équations  générales. 

Car  il  ell  clair  qn’ôn  pourroit  donner  alors  aux  incon- 
nues P y qy  r y iS  k forme  fuivante , 

P =p'  p‘"  -4-  &c , 

i"  q'"  , 

/•=/-+-  r"  ^ -f-  r"'  H-  &c , 

A = -+•  ù!'  “4-  ^ &C  , 

dans  lefquelles  /»',/>",  &c  ; q'y  q"  y &c  ; r',  r'\  &c  ; a',  &c, 

feroient  des  fonélions  de  x,  7,  / fans  de  forte  qu’en 
faifant  ces  fubftiturions,  on  auroit  des  équations  en  fériés, 
lefquelles  ne  contiendroient  que  des  différences  partielles 
relatives  i x,  7,  t. 

Pour  donner  li-dclTus  un  ellai  de  calcul,  fuppofons  de 
nouveau  qu’il  ne  s’agilïe  que  d’un  fluide  homogène , où  a = i ; 
& commençons  par  fubftituer  les  , valeurs  précédentes  dan» 
l’équation  (Cx)  de  l’article  10;  ordonnant  les  termes  par 
rapport  à on  aura 

N n n a 
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O 


Jf  ^r'> 

dx  dy 


( 

■:i-( 

• &c. 


dp" 

dx 

dp^'’ 

dx 


De  forte  que , comme  y,  />",  &c;  (fy  Scc , ne  doivent 
point  contenir  ^ , on  aura  ces  équations  particulières  ^ 


dx 

- H- 

dy 

dp" 

. -i- 

dt" 

dx 

dy 

dp'" 
À ^ 

H- 

dq>" 

À 

-t-3'^==o. 

&c, 

par  lefquelles  on  déterminera  d’abordlesquantités  &c, 

& les  autres  quantités/, y,  y',  &c,  j',  y,  &c,  demeureront 
encore  indéterminées. 

On  fera  les  mêmes  fubftitutions  dans  l’équation  (Z)  de 
l’article  i j , laquelle  équivaut  aux  trois  équations  f Z ) de 
l’article  i o , & il  eft  aifé  de  voir  qu’elle  fe  réduira  ii  la 
forme  fuivante  , 


d'K  — dV  —•^dx-^f^dy-^yd\'^r\(’ddx*k*9!dy’^-y'd\) 
H-  (*" dx  9!' dy  y" d\)  6cc, 

en  faifant  pour  abréger 


-f-y 


dp' 

dx 


dp' 

dy 


» 
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— .1 . b'  -t-  a'  -U  r^' 

— ~ '^P  ~ ^ ^ -H  ^ Z'  , 

<ip"  , / ^p"  , dp'  , dp" 


dt  ^P  dx  dx 


^irY'-i-P' q'\ 


. Z Pp'"  -H  P’p\ 


dr" 


xPP"^P>P\ 


dy 


Donc  pour  que  le  fécond  membre  de  cette  équation  foie 
intégrable  . il  faudra  que  les  quantités 

«</jc -+- j8  (éy, 

yP^-h  \ (<P dx’\-  çidy) 
y\d7^->r-^  (d' dx-dff  dy) 

&c. 


foient  chacune  intégrable  en  particulier. 

Si  donc  on  dénote  par  « une  fonélion  de  x y y ^ t fans 
\ y on  aura  ces  conditions 


dm  d» 

TT  > ^ — "57  ’ 


b- 

dx  > 


J8' 


dy' 

*dx  > 


&C. 


djj^  - 

'dy  > 
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Alors  l’équation  intégrée  donnera 


& il  ne  s'agira  que  de  fatisfaire  aux  conditions  précédentes, 
par  le  moyen  des  fonctions  indéterminées  p\  &c  , 

Ç',  &c- 

Le  calcul  deviendroit  plus  facile  encore,  fi  les  deux  va- 
riables 6c  :[  étoient  très-petites  en  même-tems , vis-à-vis 
de  x;  car  on  pourroit  fuppofer  alors, 

P =p'  -^P"y  '^p"'\-^p"'  y'  ^4-  &c, 

ç = -H  q"y  -4-  q'"  -+■  q’’'  y'  -t-  q’'  y \ -4-  &c  , 

r = r'  -4-  P' y -+•  P"  \ P''  y^  P'  y t<c , 

les  quantités  p',  p"t  &c,  q' y y",  &c,  Py  P'  y étant  de  fimpics 
fonélions  de  x. 

Faifant  ccs  fubfiitutlons  dans  l’équation  (Ç),  & égalant 
féparément  à zéro  les  termes  affectés  de  7,  ^ ôc  de  leurs 
produits,  on  auroit 


d X 


’-hP"  = 


É£. 

dx 


-4-  2 q"'  •4*  P'  c=  O , 


iCC. 

Enfulte  l’équation  {L)  deviendroit  de  la  forme 
d>^~—  dy  =«^éx-4-^  dy  y d \ y (P  dx-^f!  dy  -^y'  dT^ 
“4-^  (P'  dx  dy  -Ary"  d\)-y-  S(C. 
en  fuppofant 


Digitized  by  Google 


Seconde  Partie, 


471 


H-/ -s:- +?-«"■ 


r'r> 


dr*  . dr*  . » //  . # 

^ = -ST-  î ^ 


==-S^  -S  -^P"-&-^HrM"F"-^r'p''+r"p'\ 


&c, 

& l’on  auroit  pour  l’intégrabilité  de  cette  équation,  les  con- 
ditions a'=  , »"=  ^ &c  J moyennant  quoi  elle 

donneroic 

Enfin  on  pourra  aufli  quelquefois  fimplifier  le  calcul  par 
le  moyen  des  fubftitutions , en  introduifant  à la  place  des 
coordonnées  d’autres  variables  Ç,  n,  lefquelles 

foient  des  fonélions  données  de  celles-là;  8c  fi  par  la  nature 
de  la  queftion,  la  variable  Ç,  par  exemple,  ou  les  deux 
variables  » êc  Ç font  très-petites  vis  à-vis  de  ou  pourra 
employer  des  réduéfions  analogues  à celles  que  nous  venons 
d'expofer. 

§.  II. 

Du  mouvement  des  fluides  pefans  & homogènes  dans  des  vafes 
ou  canaux  de  figure  quelconque. 


1 3 . Pour  montrer  l’ufage  des  principes  & des  formules 
que  nous  venons  de  donner , nous  allons  les  appliquer  aux 
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fluides  qui  fe  meuvent  dans  des  vafes  ou  des  canaux  de 
figure  donnée. 

Nous  fuppoferons  que  le  fluide  foit  homogène  & pefant , 
& qu’il  parte  du  repos , ou  qu’il  foit  mis  en  mouvement 
par  l’impulfion  d’un  pifton  appliqué  à.  fa  furface  ; ainfi  les 
vîteflès  r,  de  chaque  particule,  devront  être  telles 

que  la  quantité  p dit  q dy  -^rd\  foit  intégrable  ( art.  1 8 ) ; 
par  conféquent  on  pourra  employer  les  formules  de  l’ar- 
ticle xo. 

Soit  donc  P une  fonéHon  de  x,  ^ & r , déterminée 
par  l'équation 

O-  -4-  = o> 

d x'  dy'  • 

on  aura  d’abord  pour  les  vîtefles  de  chaque  particule , fui- 
vant  les  directions  des  coordonnées*,  ces  expref- 

fions , 

d ^ dp  ' 

P ~ ~ dx  > î ~ ~d^  i — ~d^‘ 


Enfuite  on  aura 


quantité  qui  devra  être  nulle  à la  furface  extérieure  libre 
du  fluide  ( art.  x ). 

Quant  à la  valeur  de  V qui  dépend  des  forces  accéléra- 
trices du  fluide  (art.  15),  fi  on  exprime  pargfla  force  ac- 
célératrice de  la  gravité,  & qu’on  nomme  les  angles 

que  les  axes  des  coordonnées  x.,y^\  font  avec  la  verticale 
menée  du  point  d’interfeétion  de  ces  axes,  6c  dirigée  de 
haut  en  bas,  on  aura  X — g <fcf  F==  -r-^cof», 

Z 
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Z =- — g^ofl^  ; je  donne  le  figne  — aux  valeurs  des  forces 
JC  y Yy  Z y p?rce  q UC  CCS  forces  font  fuppof<fes  tendre  à 
^diminuer  les  coordonnées  Xy  y y Donc  puifque  d V =, 
Xd x-{-  Ydy  -^Z  d-^y  on  aura  en  intégrant , 

V = — g X cof  J — g'^cof»  ^ g\  cof  Ç. 

a 4-  Soit  maintenant  ^ = « , ou  ^ — a.  = a y l’équation 
<Tune  des  parois  du  canal  , « étant  une  fonélion  donnée  de 
Xyyy  fans ni  t.  Pour  que  les  mêmes  particules  du  fluid® 
foicnt  toujours  contiguës  à cette  paroi  y il  faudra  remplir 
l’équation  (I)  de  l’article  ti  , en  y - fuppofarït  A = \ — «. 
On  aura  donc 

‘ d *$  dp  d tt  . 

</j  dx  ^ dx  dy  ^ dy  ' 

équation  à laquelle  devra  fatisfaire  la  valeur  :{  = «.  Cmaque 
paroi  fournira  aufli  une  équation  femblable. 

De  même  puifque  a = o eft  l'équation  de  la  furface  ex- 
térieure du  fluide,  pour  que  les  memes  particules  foienc 
conftamment  dans  cette  furface , on  ‘aura  l’équation 


dx 


d^ 


dx 


dt 


a •*  Y 

■^-d7^  dx 


df 


dx 


dy  ^ dy 


dç  ~dx  ' 


laquelle  devra  avoir  Rcu  , Af^donnet  par  c"ônfequent  une 
même  valeur  de  ^ que  l’équation  x = o.’Mais  cçtte  équa- 
tion ne  ïera  plus  nécdTaire  dès  que 'la  condition  dont  il 


s’agit  ceffera  d’avoir  lieu. 


2 5 • Cela  pofé , il  faut  commencer  par  déterminer  la, fonc- 
tion ♦.  Or  l’équation  d’ou  elle  depen’Ü^  hVtant  Intégrable 
«fl  gcnérd_pàr  aucurte  mjSrhode  çonnüe')  dtnis.  jèppofçrons  y 
qûe  l’une  des  dimenfions  de  la’mafliè'^fldide*  fuit  fort  petite 

O O O 
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vis-à'vis  des  deux  antres,  enforte.  que  les  coordonnées 
par  exemple , foient  très-petites  relativement  à.  x U y.  Par 
le  moyen  de  cette  fuppofition,  on  pourra  repréfenter  la 
valeur  de  ç'par  une  férié  de  cette  forme  , 

, 9"  -t-  î*  9"'  -4-  f 9"'  &c  , 

où  f',  9" y (^" y &C,  feront  des  fondions  de  x,  i fans 

Faifanc  donc  cette  fubftitution  dans  l’équation  précédente , 
elle  deviendra 


d'9'  , d' 9' 

4--7rr-  + * > •+; 


d* 


. dy' 


De  forte  qu’en  égalant  fépatémeot  à zéro  les  termes 
afiPedés  des  diâFérentes  puiflances  de  on  aura 


i^9'  _ d' 9' 

rïi» 

d'9>' 


^ ^ ^ wmm  

»d*‘  idy'  * 


d'9" 


»•  J dx^  _ % - idy'  > 
d*f'»  J‘9»' 


i.tdxt  i>ddy'  9 

/ d*9' 


a.  J •4#*’, 


&C. 


Ainfi  l’exprelilon  de  9 deviendra  • ^ , 

ÉL  ( ±îL\ II- (Jl^  J- 

^ ^ ■ » \ dx\  djr'  ) 1 . } \ d*'  dy'  / 
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W 


-^0 

1.J.4  V 


dx* 


dx'dy' 


dans  laquelle  les  fondrions  p'  8c  p"..  font  inHécermindes , ce 
qui  fait  voir  que  cette  expreffion  eft  l’intégrale  complette 
de  l’équation  propofée. 

Ayant  trajuvé  l’expreflion  de  p,  on  aura  par  la  différen- 
tiation, celles  de/>,  'y,  r,  comme  il  fuit.  ■ • ' 


dp  dp’  , _ dp" 

dx  dx  ' dx 


■f( 


d<p' 

dx* 


d*p< 


dxdy 


O 


l.j  V dx*  ^ dxiy'  } ^ 


a=-^  =J*L^r  ^ - f f d* P*  d*p'\  - 

* dy  dy  X dy  i \ dx'dy  dy*  ) 


4- 


__  T|_  (_£j" 

i.j  \ dx‘ 

dp  ^ ( d'p' 

di  * ^\dx' 


dy  dy 

d'p' 


d'p' 


P'  \ e y d'p" 

'J  » \ 


_£^\ 
dr  / 


— C 


d*  p' 
dx* 


t d*p' 
d x'  dy' 


dy^ 


Et  fubftituant  ces  valeirré_  dansJ’expreiSpâ’  de  ^ d«  l’àni» 
cle  13,  elle  deviendra  de  cette  forme. 


X *=  x'  -+-q  a"  ^-  îj>  yT-  -kecc, 

dans/laquelle,_  . ..  

a'  = — ^ fSc  cof  f cof 


• - 

r 


s 
J 


— jcor{+-<^ 


</•'  ■ dp” 

d X ^ ' d X 


O O O 
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' t 

^p'  ..  fip" ji  f i'p'  , ^p'  \ 

df  ^ dy  V»  dx'  - dy'  Ji 

yP'  -,  ' Y ^ ^ ^ **'  > 

l \ dtdx*  À.tdy'  J 

r ’ - 

L «f»'  /J»*  i'p’  \ 

A.  V dx  J X * dx  dx^  dxds'  J 


• *^*‘>'*  N 

X \ dy  J X ' dy  ^ dx'dy  dy>  J 


■;4( 


£j!l 

dx^ 


d}f^ 


dy 


_L  nr<‘^P"  . 

* J » ^ V dy'’  / 


•4“  &c.  • » • ' • - - 

& ain|î  de  fuite.  ' ' ' ....  - ; ^■ 

a Maintenant  fi  :(  = « eft  l’équation  des  parois , «t  étant 
une  fonékion  fort  petite  de  ac  8c  ^ £ans  \ , l'équation  de  con- 
dition pour  que'  les  raêmes  particules  foient  toujours  con- 
nues à ces  patois  ^art.  24^,  de  viendra 'par  les  fubiUtutions 
précédentes^ 


. J/  ^ U JjL 
-j.f.  rr  </*  «.  dx 


dp’  -*dx 
dy  dy 


.il..  1 L>). 


d'p”  ~ dj^  ,^  d'p”-  _ dx  \ 
d.x^  ^idK.i.",,  dy.  X dy  ) 


d' f d>  p’  d' p'  \ ~da 

dy'  V dx'  " dxdy'  ) dx, 

{ V. 


{-n^  -djr}  -17)  ’Ti*' . 

J , ’v--  , ^ 

laquelle  devant  avoir" lieu, 'idrfqû’oa  fait  ^sTa^fe  réduirai 

i,  cette  forme  plus.jGmp^e.^  :.  . , . 


i O cU 
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I J 

d . « -J — d . « — F— 

,F  dK  dy 


d. 


dx 

, dp" 


dy 


~ T7T  t ^7 

!</» 


^ «»  r-l£l  -I-  \ d «'  -4- 

^ * \ dx'  dxdy'  / ^ ’ \ dx'dy  dy  / 

. %// X I ,^dy 


%.‘^dx 
!+•  &C,  •=  O » 


te  U faudra  que  cette  équation  fbit  vraie  dans  toute  rëten- 
due  des  parois  données.. 

%J.  Enfin  l’équation  de  la  furface  intérieure  du  fluide 
dtaiu  ^ = o,  fera  de  la  forme 

a'  H-  ;(  •+-  a'*'  -4-  &c.  = o j 

& l’équation  de  condicion  pour  que  les  memes  particules 
dexpeurent  à la  furface  ( art.  14^ , fera 


dy 

dy 


ày 

dy 

dx’ 

dy 

dx’  . 

//  U 

~7T 

dx 

X 

d X 

'■** 

x-TT"*" 

‘ y X 

dy 

dx' 

dy 

d'y 

dt  ^ 

X 

dx 

^ dx  ^ 

dy  '> 

dx" 

- ■ - • 

// 

/ d-y 

-4- 

\ yll\ 

dy 

•4*  2 

P 

A 

V dx' 

dy' 

H- 


f( 

dx’’>  ^ 

de 

dy  _ 

X 

dx" 

dx 

-Hr 

dy 

-dx  X ■ 

dx’’’ 

dx 

» 

dy 

dx’’’ 

t d’y 

</•  y ‘ 

'Ix 

dx' 

dy 

X dy 

< dx’ 

dx  dy' 

J X 

dx 

f d’y 

d’y 

.'l  X 

dx* 

-a  r 

t' 

\.dx'  dy  ’ 

dyi 

;x 

rn 

dy' 

d* 

XT7 
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-f.  &C,  = O. 


ChaflTant  de  ces  deux  équations , oh  en  aura  une  qui 
devra  fubrifter  d’elle-même , pour  tous  les  points  de  la  fur- 
face  extérieure. 


Application  de  ces  formules  au  mouvement  dun  fluide 
qui  coule  dans  un  vafe  étroit  & prefque  vertical. 


3 8-  Inuginons  maintenant  que  le  fluide  coule  dans  UQ 
vafe  étroit,  & à-peu-près  vertical,  & fuppofons  pour  plus 
de  fimplicité,<]ue  les  abfciflès  x foienc  verticales  & divifées 
de  haut  en  bas , on  aura  ^art.  i3^,^=o,»  = 5io°,Ç=  90®  =» 
donc  cof  f = I , cof  » = O , cof  Ç = o. 

Suppofons  de  plus  pour  fimplifier  la  queflion  autant  qu’il 
cft  poflîble  que  le  vafe  foit  plan  , enforte  que  des  deux 
ordonnées^  & les  premières  y foienc  nulles,  fic  les  f<^ 
condes  \ foient  fort  petites. 

Enfin  , foienc  ^ = «&  :(  = /j,les  équations  des  deux  parois 
du  vafe , « & ^ étant  des  fonélions  de  x connues  , & fort 
petites.  On  aura  relativement  à ces  parois,  les  deux^é^ua- 
lions  ( art.  i6  ). 


dx 


d.l' 

&c.  = O 

» dx 


d.a  ^ 

t" _ 

dx 


d.r 


dp''  • 
dx 


» dx 


&C. 


lefqucUes  ferviront  •k  déterminer  les ' fonctions  V & d',  ' 
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Nous  regarderons  les  quantités  « > i3  , comme  très-petite* 
du  premier  ordre , & nous  négligerons  du  moins  dans  la 
première  aj^roximation , les  quantités  du  fécond  ordre,  & 
des  ordres  fuivans.  Ainlî  les  deux  équations  précédentes  fe 
réduiront  à celles-ci  , 


f' = o 

lefquelles  étant  retranchées  l’une  de  l’autre , donnent.  . , 
..  ■ . 

— =o,équation  dont  l’intégrale  eft ■■  =», 

* étant  une  fonélion  arbitraire  de  t , laquelle  doit  être  très- 

petite  du  premier  ordre.  1 

* Or  il  eft  vifible  que  « — /8  eft  la  largeur  horifontale  du 

vafe  que  nous  reprefenterons  par  y.  Ainli  on  aura 
SiC  intégrant  de  nouveau  , par  rapport  àx,  — 9 — - 

- V 

en  défignant  par  5^  une  nouvelle  fonékion  arbitraire  de  t. 

Si  on  ajoute  enfemble  les  mêmes  équations  , & qu’on, 

' J i*' 

fafle  — — *=  A*  » on  en  tirera  ^ =»  * s ou  en  fubw 

I dx 

'do’ 

IHtuant  la  valeur  de  -77-,  * ~~d^'  *1“® 

puifque  6 font  des  quantités  très-petites  du  premier 

ordre , f"  fera  auflî  très-petite  du  même  ordre. 

Donc  en  négligeant  toujours  les  quantités  du  fecoml  ■ 
ordre' ,’’on  aura  par  les  formules  de  l’article  as  , la  vîtefTe 

verticale/7s=-^— A ^ la  vîtefle  horifontale  >■=  v"  r- 
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Enfulte,  à caufe  de  cof  f=«!0,  la  quantité  fera  aufli 
très-petite  du  premier  ordre.  Par  conféquent , la  valeur  de 
X ie  réduira  à 


IL 

I 


+ 


I*  . 
1-/1  • 


Cette  valeur  égalée  à zéro,  donnera  la  figure  de  la  fur- 
face  du  fluide  ; & comme  elle  ne  renferme  point  l’ordonnée 
, mais  feulement  l’abfcifle  x,  & le  tems  t , il  s’enfuit  que 
la  furface  du  fluide  devra  être  à chaque  indant  plane  ho- 
rizontale. ■ • • 

Enfin  l’équation  de  condition  pour  que  les  mêmes  par- 
ticules foient  toujours  à la  furface , fe  réduira  par  la  même 

raifon  à celle-ci -t- X j^art.  17^  , favoir-^ 
H-  X ■==  O»  . • 

y dx 

laquelle  ne  contient  pas  non  plus  , mais  feulement  x Sc  t. 

29.  Pour  diftinguer  les  quantités  qui  fe  rapportent  à la 
furface  fupérieure  du  fluide  de  celles  qui  fe  rapportent  à • 
la  furface  inférieure , nous  marquerons  les  premières  par 
un  trait,  & les  fécondés  par  deux, traits.  Ainfi,  x', 
feront  l’abfcilTe , la  largeur  du  vafe,  ôcc,  pour  la  furfacç  ^ 
fupérieure  ; x",  &c,  feront  de  même  l’abfci|Ie,  la  Jar-  , 

geur  du  vafe,  &c,  à la  furface  inférieure. 

Donc  aufli  x',  x"  dénoreront  dans  la  fuite  les  valeurs  de,j 
X,  pour  les  deux  furfaces;  de  forte  que  l’oo  aura  pour  la 
furfaçe  fupérieure , l’équation  . ' 
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Ai  rjjA 

il  J y' 


Al. 

i I 


I» 

»y' 


& pour  la  furface  inférieure,  l’équation  femblabU, 


Ils 

dt 


O* 


Enfin  , 


i y’ 
~ J t' 


4 dy’ 


t Pdx" 

4 J r"~' 

O fera  l’équation  de  cofl. 


»r" 


ix’ 


V dicion  , pour  .que  les  mêmes  particules  qui  font  une 
fois  à la  lurface  fupérieure  y relient  toujours  ; & — — 

. I dy"  r i’<i  . , 

■y"  ^ °*  lera  I équation  de  condition , pour  que 

la  furface  inférieure  contienne  toujours  les  mêmes  parti- 
cules du  fluide. 

Cela  pofé , il  faut  dillinguer  quatre  cas  dans  la  maniéré 
dont  un  fluide  peut  couler  dans  un  vafêj  & chacun  de  ces 
■ cas  demande  une  folntion  particulière.  ■’ 

3 O.  Le  premier  cas  eft  celui  où  une  quantité  donnée  de 
•fluide,  coule  dans  un  vafe  indéfini.  Dans  ce  cas,  il  «Il  vu 
^ fible  que  l’une  & l’autre  furface  doit  toujours  conmnir  les 
mêmes  particules  , & qu’ainfi  on  aura  pouf  ces  deux 
furfâces,  les  équations  0,  6c  de  plus 


1 

dy> 

SSS  Q 

d,  ^ 

r’  • 

dx' 

dy" 

« 

dy" 

=a  0 

dt 

v"'  • 

dx" 

• ' 


«juatte  équation*  qui  ferviront  à déterminer  les  variables 
Jç",  ^ en  A 

L’équation  =a  q étartt  diffétentiée  . 'donne 

• — ' tx 


<^r=soj  donc 


'dy<  dx’ 


(ublbituaac  Qette 


P pp 
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valeur  dans  l’équation  — h 

dl>  rf*»  I 

par  on  aura  — « 

On  trouvera  de  nJême  en  combinant  l équation  ^ ^ = o , avec 

,,,  . ix"  dx"  ix"  ^-11- ifl f 

Donc  on  aura  dii ^y'’ iv!\  équations  fépârées ; 

par  confcquent  on  aura  en  intégrant  • 

fy"  dx"—fy'  d:d^m. 


m étant  une  conftante , laquelle  exprime  évidemment  la 
quantité  donnée  du  fluide  qui  coule  dans  le  vafe.  Cette 
équation  donnera  ainfi  la  valeur  de  x"  en  x'.  ^ 

' Maintenant  fl  on  fubflitue  dans  l’équation  a'  *>  o , pour 

d t fa  valeur  - , elle  devient  — g J'-  ^ 

i+*  ^4^  *+■  7^  “ étant  multipliée  par  — d*'" 

, donne  celle-cig>'x'  dti  — adj  — Sda*—  ^—4"  — 

qu’on  voit  être  intégrable , & dont  l’intégrale  fera  ^ 

gfy'sddjd-^  confia 

On  trouvera  de  la  même  maniéré,  en  fubftituant  ■*”^*'*. 

H la  pldte  de  df  dans  P'équation*"  x=  o,  & multipliant  par 
— y"dx",  une  nouvelle  équation  intégrable,  & dont  l’in- 
tégrale fera  a ■ ^ ^ 

*"  dx"  ~ — /9  = conjl. 

Retranchant  ces  deox  équations  l’une  de  l’autre  , pour 
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en  éliminer  le  terme  on  aura  celle-ci, 

5 a>"  X"  i « ' -//  X'  J xv  - -î-  (/-^  ) = Z, 

dans  laquelle  les  quantités / y"  x"  d x"  — fy'  x'  dx  Sa 
— J' ■—  expriment  les  intégrales  de  >xdx,  & de  pri- 

fes  depuis  x = x'  jufqu’à  x ==  6c  où  £ eft  une  conftante.- 
- Cette  équarion  donnera  donc  « en  x',  puifque  x"  eft  déjà 
connue  en  x' , par  l’équation  trouvée  plus  haut.  Ayant  ainfil 

e en  x',  on  trouvera  auffi  / en  x*,  par  l’équation  dt  = 1-^— 

dont  l’integrale  eft  / —[f*  ^ H , H étant  une  conf- 

tante arbitraire. 

A l’égard  des  deux  confiantes  L & /f , on  les  détermi- 
nera par  l’état  initial  du  fluide.  Car  lorfque  r es  o , la  va- 
leur de  x'  fera  donnée  par  la  pofîtion  initiale  du  fluide  dans 
le  vafe;  & fi  on  fuppofe  que  les  vîtefles  initiales  du.  fluide 
foient  milles , U faudra  que  l’on  ait  < s=;  o , lorfque  r = b , 
pour  que  les  expreflîons  de  />,  j,  /•  (art.  18),  deviennent' 
nulles.  Mais  fi  le  fluide  avoit  été  mis  d’abord  en  mou- 
vement par  des  hnpulfions  quelconques,  alors  les  valeurs 
de  ^ feroient  données  , lorfque  r = o,  puifque  la 

quantité  a rapportée  à la  furface  du  fluide  exprime  la  pref- 
lion  que  le  fluide  y exerce  , & qui  doit  êtrë'contre-balan-^ 
cce  par  la  prelfion  extérieure  fart.  z).  Or  on  a (art.  19), 

donc  eh  faifant  r = O , on  aura  uhe  équation  , qui  feryira 
à déterminer  la  valeur  initiale  de^S.  *'*  ^ * ' ** 

Pppz 
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Ainfi  le  problème  eft  réfolu , & le  mouvemenc  du  fluide 
eft  entièrement  déterminé. 

3 I.  Le  fécond  cas  a lieu  lorfque  le  vafe  eft  d*une  lon- 
gueur déterminée , fie  que  le  fluide  s’écoule  par  le  fond  du 
valc.  Dans  ce  cas  on  aura , comme  dans  le  cas  précédent  », 
pour  la  furface  fupérieure , les  deux  équations  x'  = o fic 

X ^ O ; mais  pour  la  furface  inférieure  , o» 

. 4»  y'  <13c'  ’ 

aura  fîmplemetK  l’équation  x"  = o , puifqu’à  caufs  de  l’écou- 
lement du  fluide , il  doit  y avoir  à chaque  inftant  de  nou- 
velles particules  à cette  Ærface.  Mais  d’un  autre  côté  l’abf- 
ciftè  x"  pour  cette  même  furface,  fera  donnée  fic  conftante; 
de  forte  qu*il  n’y  aura  que  trois  inconnues  à déterminer,, 
favoir  x',  fl,  & 3-, 

Les  deux  premières  équations  tfonnent  d’abord  , comme 
dans  le  cas  précédent, celle-ci Scgy'x'dx' 


J'-— fl  — O i enfijite  l’équation  x"  = o don» 

— “*‘~4r y~y"“  ■+■  17  77^  = ou  Ion  re- 


nera 


marquera  que  x",  conftantes  que  nou» 

dénoterons  pour  plus  de  fimplicité  par  /*,  A,  n.  Ainfl  en 
fubftituant  à df  fa  valeur  ^ , multipliant  enfuite  par 

“7-  >'  d V , on  aura  l’équation  g f y'  d — n i d i — 9 d i- 


= 


Donc  retranchant  de  celle-ci , l’équation  précédente , pour 
en  éliminer  les  termes  9 d^^  on  aura 
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g r/-  «V  y' à x’^(n  -f-^  ) a ^ 6 O, 


équation  qni  ne  contient  que  les  deux  variables  jc'  & 6 , 5c 
par  laquelle  on  pourra  donc  déterminer  une  de  ces  variables 
en  fon£kion  de  l’autre. 

Enfuite  OQ  aura  t exprimé  par  la  même  variable , en  in- 

tégrant  l'équation  dr  = — . Et  l’on  déterminera  les  conf. 

tantes  pat  l’état  initial  du  fluide , comme  dans  le  problème 
précédent.  • ‘ ’ • n 

3 1-  Le  troifieme  cas  a lieu  , lorfqu’un  Euide  coule  dans 
un  vafe  indéüni,  mais  qui  ell  entretenu  toujours  plein  à 
l'a  même  hauteur^  par  de  nouveau  fluide  qu’on  y verle  con- 
tinuellement. Ce  cas  eft  l’inverfe  du  précédent  ; car  on  aura 
ici  pour  la  furface  inférieure,  les  deux  équations- >."==  o , 

le  J X --Att  = o ; ÔC  pour  la  furface  fupérieure, 

a t Y a X * * ^ 

on  aura  Amplement  l’équation  x'  s=o,  à caufe  du  ch.inge-» 
mens  continuel  des  particules  de  cette  furface.  Ainfi  il  n’y 
aura  qu’à  changer  dans  les  équations  de  l’article  précédent  „ 
les  quantités  x',  y en  a:",  y \ & prendre  pour/.  A,,  n les  va- 


leurs données  de  x',y  P—*-. 

Au  refte  , nous  (tippofons  que  radditiori  du  nouveau 
£uide  fe  fait  de  maniéré  que  chaque  couche  prend  d’abord 
la  vîtelle  de  celle  qui  la  fuit  immédiatement,  5c  qu’ainfl 
l’augmentation  ou  la  diminution . de  vîtelle  de  cette  cou- 
che J pendant  le  premier  inftant,  eft  la  même  que  fl  le 
vafe  n’étoit  pas  entretenu  plsin  à ta  meme  hauteur  durann 
fec  inftant. 
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3 3 • Enfin  le  dernier  cas  efl:  celui  où  le  fluide  fort  d’ua 
vafe  de  longueur  déterminée , & qui  eft  entretenu  toùjours 
plein  à la  même  hauteur.  Ici  les  particules  des  furfaces  fu- 
périeure  & inférieure  fe  renouvellent  entièrement  ; par 
conféquent  on  aura  Amplement  pour  ces  deux  furfaces  , les 
équations  pi'  = o , = o ; mais  en  même-tems  les  deux  abf- 

cifl'es  x'  8c  x”  feront  données  8c  confiantes,  enforte  qu’il  n’y 
aura  que  les  deux  inconnues  4 8c  d-  à déterminer  en  t. 

Soit  donc  x'  = A » xf'  = F ^ y'  ■=tH  , 


= A’^,  les  deux  équations = o,  = o deviendront, 
y 


— 5/-+-“7T"^ — 


<fS- 


dt 


» A* 


= o. 


rfS- 

d( 


d’oiK  chaflant  on  aura , 

^ ^ * * 

d’où  l’on  cire , 

(N-‘7i)di 

équation  féparée  , 8c  qui  ell  intégrable  par  des  arcs  de 
cercle  ou  des  logarithmes. 

3 4*  Les  folutions  précédentes  font  conformes  à celles  que 
les  premiers  Auteurs  auxquels  on  doit  des  théories  du  mou- 
vement des  fluides , ont  trouvées  d’après  la  fuppofition 
que  les  diflPérentes  tranches  du  fluide  confervent  exactement 
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leur  parallélifme  en  defcendant  dans  le  vafe.  {Voye\\'ïiy 
drodinamique  de  Daniel  Bernoulli  , l’Hydraulique  de  Jean 
Bernoulli,  & le  Traite  des  Fluides  de  M.  d’Alembert  ).  Notre 
analyfe  fait  voir  que  cette  ruppolition  n’eft  exaûe  que  lors- 
que la  largeur  du  vafe  eft  infiniment  petite;  mais  qu’elle 
peut , dans  tous  les  cas , être  employée  pour  une  première 
approximation,  ôc  que  les  folutions  qui  en  réfultent  font  exac- 
tes aux  quantités  du  fécond  ordre  près,  en  regardant  les 
largeurs  du  vafe,  comme  des  quantités  du  premier  ordre. 

Mais  le  grand  avantage  de  cette  analyfe , eft  qu’on  peut 
par  fon  moyen  approcher  de  plus  en  plus  du  vrai  mouve- 
ment des  fluides  , dans  des  vafes  de  figure  quelconque  ; 
car  ayant  trouvé,  aînfi  que  nous  venons  de  le  faire,  les  pre- 
mières valeurs  des  inconnues,  en  négligeant  les  fécondés 
dimenfions  des  largeurs  du  vafe,  il  fera  facile  de  pouflèr 
l’approximation  plus  loin,  en  ayant  égard  fucceflîvement  aux 
termes  négligés.  Ce  détail  n’a  de  difficulté  que  la  longueur 
du  calcul  , 6c  nous  n’y  entrerons  point  quant  k prcfcnt. 

Application  i^es  mémts  formules  au  mouvement  <t un 
fluide  contenu  dans  un  canal  peu  profond,  & prefque  horî- 
fontal , (/  ea  particulier  au  mouvement  des  ondes»  c 

3 5*  Puifqu’onlfuppofe  la  haueèar  ^u .fluide  fort  pétire, 
il  faudra  prendre  les  ordonnées  ^ verticales  & dirigées  de 
haut  en  bas  , les  abfciffes  x , & les  autres  ordonnées  y de- 
viendront horifontales , & l’on  aura  (art.  13),  cof  i=o, 
"cof»  = O , cof  I.  En  prenant  les  axes  des  x Sc  y dans 
le  plan  horizontal , formé  par  la  furface  fupérieure  du  fluide, 
dans  l’état  d’équilibre , foie  = « , l’équation  du  fond  da 
canal,  « étant  une  fonélion  donnée  de  x 6i y» 


Digitized  by  Google 


488  MéCHAMIQÜB  ÀNALIÎIQUE. 


Nous  regarderons  les  quantités  « comme  très- 

petites  du  premier  ordre , & nous  négligerons  les  quantités 
du  fécond  ordre,  & des  ordres  fuivans,  c’eft-.Wire,  celles 
qui  contiendront  les  carrés  & les  produits  de  ôc  «. 

L’équation  de  condition  relative  au  fond  du  canal , don- 
nera (art.  z^). 


d. 


<‘y 


d’où  l’on  volt  que  eft  une  quantité  du  premier  ordre. 

Enfuite  la  valeur  de  la  quantité  a Ce  réduira  à x'-t-x" 
(art.  Z5);  de  il  faudra  négliger  dans  l’exprellion  de  x'  les 
quantités  du  fécond  ordre , & dans  celle  de  x",  les  quan- 
tités du  premier.  Ainlî,  à caufs  de  cof  f = 0,  cof»  = o, 
cof  ( = 1 , on  aura  par  les  formules  du  même  article. 


On  aura  donc  ( art.  17  ) , pour  la  furface  fupérieure  du 
fluide,  l’équation  x'  — = o , & enfuite  l’équation  de  con- 
dition, ^ , , 


O. 


L’ëqnacion  x' — g:(  o » donise  far  le  champ  ^ — pour 

la  figure  de  la  furfice  fupérieure  du  fluide  à chaque  inü^ 
tant , 5c  comme  l’équation  de  condition  doit  avoir  lieu  aufli 
relativement  à la  même  furiaice  , il  faudra  qu’elle  foie  vraie  , 

en 
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4B9 


en  y fubftituant  h ^ cette  même  valeur  Cette  écjuatioa 
deviendra  donc  par  là  de  cette  forme  ; 


d X 


d f ' 

77 


—g^ 


O* 


& fubftituant  encore  pour  ç"  fa  valeur  trouvée  ci-defTus , elle 
fe  réduira  à celle-ci,  1 


dt  —ss=0. 


<iy 


dans  laquelle  il  n’y  aura  plus  qu’à  mettre  à la  place  de  x', 
ra  valeur,  J/l  + ^ i ( ^y . „„ 


une  équation  aux  différences  partielles  du  fécond  ordre , 
qui  fervira  à déterminer  9'  en  fonéàion  de  x,y,t. 

Apres  quoi  on  connoîtra  la^figure  de  la  furface  fupérieure 
du  fluide,  par  l’équation. 


î = 


t 

g 


& fi  on  vonloit  connoître  auffi  les  vîteflès  horifontales  p i <{ 
de  chaque  parâcule  du  fluide  , on  les  auroit  par  les  formu- 


•r. 


3 6.  te  calcul  intégral  des  équations  aux  dilRrences  par-' 
tielles , eft  encore  bien  éloigné  de  la  perfêélion  nécefiaire 
pour  l’intégration  d’équations  auffi  compliquées  que  celle  dont 
il  (agit;  & il  ne  refte  d'autre  reflburce,  que  de  fimpli-*- 
fier  cètte  équation , par  quelque  limitation. 

Nous  ftppoferons  pour  cela  7 que  le  fluide  ' dans  ' fou 

Qqq 

* 
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mouvement  » ne  s’eleve  ni  ne  s’abaifle  au-deffiis  ou  au- 
defTous  du  niveau,  qu’infinimcnt  peu,  enforte  que  les  or- 
données de  la  furface  fuperieure,  foient  toujours  très- 
petites  , & qu’outre  cela , les  vîitïTes  horifcntalcs  p ic  q ^ 
foient  aufli  infiniment  petites.  Il  faudra  donc  que  les  quan- 
tités infiniment  petites,  & qu’ainfi  la 

quantité  foit  elle-même  infiniment  petite. 

Ainfi  négligeant  dans  l’équation  propofée,  les  quantités 
infiniment  petites  du  fécond  ordre  , 6c  des  ordres  ultérieurs, 
elle  fe  réduira  à cette  forme  linéaire. 


d., 


d^’ 


d ç' 


d' t'  ^ ‘ dy 

U t‘  ^ dx  S dy 


Éc  l’on  aura  , 


d9'  da'  d(f' 


Cette  équation  contient  donc  la  théorie  générale  des  pe- 
tites agitations  d un  fluide  peu  profond,  & par  conféquent 
la  vraie  théorie  des  ondes  formées  par  les  élévaiious,  Sc  les 
abaiflèmens  luccellifs  , & infiniment  petits  d’une  au  fta- 
gnante  & contenue  dans  un  canal  ou  ballin  peu  profond. 
La  théorie  des  ondes  que  Newton  a donnée  dans  la  pro- 
pofition  quarante-fixieme  du  fécond  Livre  , étant  fondée  fur 
la  fuppofition  précaire  &c  peu  naturelle , que  les  ofcillations 
verticales  des  ondes , foient  analogues  à celles  de  l'eau  dans 
un  tuyau  recourbé , doit  être  regardée  comme  abfolument 
infuffifante  pour  expliquer  ce  problème. 

3 7*  Si  on  fuppolè  que  le  canal  ou  ballin  ait  un  fond  hori- 
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fontal  -,  alors  la  quantité  « fera  confiante  & égale  à la  pro- 
fondeur de  l’eau  ; & l’équation  pour  le  mouvement  des  ondes 
deviendra , 

(pp'  _ ^ ip'  , p'  > 

J' 

Cette  équation  efl  entièrement  femblable  à celles  qui 
détermine  les  petites  agitations  de  l’air,  dans  la  formation 
du  fon  , en  n’ayant  égard  qu’au  mouvement  des  particules 
parallèlement  à l’Iiorifon  , comme  on  le  verra  dans  l’article  9 
de  la  feclion  fuivante.  Les  élévations  :( , au-defT'us  du  niveau 
de  r eau,  répondent  aux  condenfations  de  l’air,  & la  pro- 
fondeur * de  l’eau  dans  le  canal , répond  à la  hauteur  de 
l’atmofphere  fuppofée  homogène  ; ce  qui  établit  une  par- 
faite analogie  entre  les  ondes  formées  à la  furface  d’une  eau 
tranquille  par  les  élévations  , & les  abaiffemens  fucceflifs  de 
l’eau  , & les  ondes  formées  dans  l’air,  par  les  condenfations 
& raréfaélions  fuccefEves  de  l’air , analogie  que  plufieurs 
Auteurs  avoient  déjà  fuppofée , mais  que  perfonne  jufqu’ici 
n’avolt  encore  rigoureufement  démontrée. 

^Vinfi  comme  la  vîtefl'e  de  la  propagation  du  fon  fe  trouve 
égale  à celle  qu’un  corps  grave  acquerroit  en  tombant  de 
la  moitié  de  la  hauteur  de  l’atmofphere  fuppofée.  homogène, 
la  vîtefTe  de  la  propagation  des  ondes,  fera  la  même  que 
celle  qu’un  corps  grave  acquerroit  en  defeendant  d’une  hau- 
teur égale  à la  moitié  de  la  profondeur  de  l’eau  dans  le 
canal.  Par  confequent , fi  cette  profondeur  efl  d’un  pied,  la 
vîtelTe  des  ondes  fera  de  j , 49  5 pieds  par  fécondé  ; & fi 
la  profondeur  de  l’eau  efl  plus  ou  moins  grande,  la  vîtefTe 
des  ondes  variera  en  raifon  foudoublée  des  profondeurs , 
pourvu  qu’elles  ne  foient  pas  trop  confidérables. 

Qqq  a 
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Au  refte,  quelle  que  puiiîe  être  la  profondeur  de  l’eau, 
Sc  la  figure  de  Ton  fond  , on  pourra  toujours  employer  la 
théorie  précédente , fi  on  fuppofe  que  dans  la  formation 
des  ondes  l’eau  n’eft  ébranlée  & remuée  , qu’à  une  pro- 
fondeur très-petite , fuppofition  qui  eft  très-plaufible  en  elle- 
même,  à caufe  de  la  ténacité  fie  de  l’adhérence  mutuelle 
des  particules  de  l’eau , fie  que  je  trouve  d’ailleurs  confirmée 
par  l’expérience  , même  à l’egard  des  grandes  ondes  de  la 
mer.  De  cette  manière  donc  la  vîtefie  des  ondes  déterminera 
d'e-même,  la  profondeur  « à laquelle  l’eau  eft  agitée  dans  leur 
formation  ; car  fi  cette  vîtelle  eft  de  n pieds  par  ^èconde  , 

on  aura  a.  = — — pieds 

On  trouve,  dans  le  tome  X des  anciens  Mémoires  de 
l’Acadénije  des  Sciences  de  Paris , des  expériences  fur  la 
vîteflè  des  ondes  , faites  par  M.  de  la  Hire,  fie  qui  ont  donné 
un  pied  6c  demi  par  fécondé  pour  cette  vîtelTe,  ou  plus, 
exaclement  1,411  pieds  par  lêconde.  F aifant  donc  n =*» 

l t on  aura  la  profondeur  « de  pied  , favoir 

de  de  pouce  ou  lo  lignes  à peu-près. 


NEUVIEME  SECTION. 

Du  mouvement  des  Fluides  compreJfibUs  & élajliques, 

I..  PouA  appliquer  à cette  forte  de  fluides,  l’équation  gé' 
nérale  de  l’article  z de  la  Seétion  piéccdcnte,  on  oblervcra 
q^ue  le  terme  S>.tL  doit  y.  être  ellace  , puifque  la  condi- 
tion de  l’incompreilibilité  à laquelle  ce  ici  me  eft  dû,.  n’exift& 
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plus  dans  l’hypothèfe  prëfentje  ; mais  d’un  autre  côté  » ü y 
faudra  tenir  compte  de  l’ac^on  de  l’élafticitë  qui  s’oppofe 
k la  compredion,  Sc  qui  tend  à dilater  le  fluide. 

Soit  donc  < rëlafticitë  d’une  particule  quelconque  D m 
du  fluide  ; comme  fon  efliet  conflfte  à augmenter  le  volume 
DxDj  d:  cett:  particule,  & par  conlëquent,  à dimi- 
Du.r  a quantité  — Dx Dy  D\\  \\ea  rëfultera pour  cette  par- 
ticule le  moment  — tf.(Dx  Dy  D\)  à ajouter  au  pre- 
mier membre  de  la  même  équation.  Deforre  qu’on  rura  pour 
toute . les  particule-’,  le  terme  intégral  — S*S.(Dx  Dy  D\)  IL 
fubfticùer  à la  place  du  terme  Sf^i'L.  Or,  tL  étant ^ A 
{ Dx  Dy  DiJ,iï  cft  cl  i-  que  l’équation  générale  demeurera 
de  la  même  forme  en  y changeant  fimpkment  x en  — i. 
On  parviendra  donc  auflî  par  les  même?  procédés  , i troiS' 
équations  finales,  femLlables  aux  équations  {^J  t lavoir,. 


Et  il  faudra  de  même  que  la  valeur  de  • foit  nulle  A la 
furfac.:  du  fluide,  li  le  fluide  y eft  libre  ; mais  s’il  eft  con- 
tenu par  des  parois , la  valeur  de  i lèra  égale  A la  réfiftance 
que  les  parois  exercent  pour  conten  r le  fluide , ce  qui  eft 
évident , puifque  i exprime  la  force  d’élafticiié  de  fes  par-' 
tkules. 

3.  Dans  les  fluides  comprelfibles , la  denfité  a eft  tou- 
jours donnée  par  une  fonéfioa  connue  det,x,^,:j,f,  dé^^ 
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pendante  de  la  loi  de  l’élafticicé  du  fluide , ôc  de  celle  de 
la  chaleur  qui  eft  fuppofëe  regner  à chaque  inftant , dans 
tous  les  points  de  l’cfpace.  Il  y a donc  qiutre  inconnues  » 
t , x,y,  à déterminer  en  r,  6c  par  confcqucnt,  il  faut  en- 
core une  quatrième  équation  pour  ia  folution  complette  du 
problème.  Pour  les  fluides  incomprellîbles , la  condition  de 
l’invariabilité  du  volume  a donné  l’équation  (B)  de  l’arti- 
cle },  6c  c:lle  de  l’invariabilité  de  la  denfité  d’un  inftant 
à l’autre  a donné  l’équation  fHJ  de  l’article  ii.  Dans  les 
fluides  compreflibles  aucune  de  ces  deux  conditions  n’a 
lieu  en  particulier,  parce  que  le  volume  6c  la  denfité  varient 
à la  fois;  mais  la  mafl'e  qui  eft  le  produit  de  ces  deux  élé- 
mens  doit  demeurer  invariable.  Ainfl  on  aura  d.  D ot  = o , 
ou  bien  J.  (:^D x D yD  :^)  — o.  Donc , en  difierentiant  loga- 
rithmiquement ^ - = O , 6c  fubftituant  la 

v.aleur  de  d.  (D  xDy  D \)  y ^cette  valeur  eft  la  meme  que 
celle  de  .^D  x D y D ■{)  de  l’article  a de  la  Seélion  précé- 
dente , en  y changeant  d en  on  aura  l’équation, 


^ A , jy  dx 
A Ux 


Ddy 

Dy 


. {b)- 


laquelle  répond  à l’équation  (B)  de  l’article  3 de  la  Sec- 
tion citée,  celle-là  étant  relative  à l’invariabilité  du  volume, 
6c  celle-ci  à l’invariabilité  de  la  malle. 

3-  Si  on  regarde  les  coordonnées  comme  des 

fonctions  des  coordonnées  primitives  a , b yC , Sc  du  tems  t 
écoulé  depuis  le  commencement  du  mouvement , les  équa- 
tions faj  deviendront,  par  des  procédés  femblables  à ceux 
de  l’article  5 de  la  Section  précédente , de  cette  forme , 
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Ê 

+ 0 + V , . IÇ). 

• ^ (4^- + 2)+-"  4^+»"4r+>"  » 3 

ou  de  celle-ci  plus  fimple, 

• • *'  1 1-  ^ , 

‘ (C-î'-  - -ï)  44+C44+10  4f 
‘((44+^)4f-(4;-+>')4K(4;^+2)A)^4 

‘ ((44-  J^)44-^(4>+ 

ces  transformiîes  étant  analogues  aux  transformées /'Ç  &/£> J 
de  l’endroit  cité. 

A l’égard  de  l’équation  {J,  en  y appliquant  les  transfor- 
mations de  l’article  3 de  la  SeéUon  précédente , elle  fe  ré- 

d«ira  i cera  fo,me-^  + d^=o,l«dim,e„,idlc,^, 

& dt  étant  relatives  uniquement  à la  variable  t.  De  forte 
<3^en  intégrant,  on  aura  ^ 6 ^ fana  fa  , è , cj  Or  lorfque 
t O , nous  avons  vu  dans  l'article  cité  , que  « devient  = . ; 
donc  fi  on  fuppofe  que  H foit  alors  la  valeur  de  a , on  aura 
H fonét  ; fa  ;b,  c),  & l’équation  deviendra  a fl  = //,  ou  bien 

ff 

* ~“Â“’  ‘^^ft-à-dire,  en  fubftituanr  pour  â fa  valeur. 


d» 

X 

dx 

x-‘'^x  4lL 

1 dy  dr 

d<i 

ai  de 

d$ 

da  de 

ix 

X 

dy  dx 

— - X - ^ 

dx  dy  d T 

de 

de 

da  àt 
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transformée  analogue  ï la  transformée  (%)  de  l’article  cité. 

Enfin  il  fiiudra  appliquer  aufli  à ces  équations  , ce  qu’on 
a dit  dans  l’article  8 de  la'  même  Secblon , relativement  à 
la  furface  du  fluide. 

4.  Mais  fl  l’on  veut , ce  qui  efl  beaucoup  plus  fimple , 
avoir  des  équations  entre  les  vîtefles  q,  r- des  particules 
fuivant  les  directions  des  coordonnées  regar- 

dant ces  vîtefles  ainfi  que  les  quantités  a & • comme  des 
fonétions  de  r , on  emploiera  les  transformations 

de  l’article  10  de  la  Seétion  précédente  , fie  les  équations  (a) 
donneront  fur  le  champ  ces  transformées  analogues  aux  trans- 
formées (F)  de  ce  dernier  article. 


A 


A 


A 


-h  r 
4-  r 
-hr 


■ ifj 


Dans  l’équation  outre  la  fubftitution  de  pdt  » fdc  p 
rdty  au  lieu  de  dx,  dy , d\,  ficle  changement  de  D en  d, 
il  faudra  encore  mettre  pour  </a  fa  valeur  complette. 


^ d ü , d^  dà. 


£A 


fie  l’on  aura  , en  divifant  par  d t y cette  transformée  j 


dA  d\  . , 


é t 


laquelle  étant  multipliée  par  a,  fe  réduit  à cette  forme  plus 
Ample , 

' d A 

dt 
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r^T  -TT-  ■+•  -77-  -77——  ° 

A l’égard  de  la  condition  relative  au  mouvement  des  par- 
ticules à la  furface  , elle  fera  repréfentce  également  par 
l’équation  de  l’article  12  delà  fection  précédente,  fwoir. 


Jji  dA  dA  dA 


O . . . (/). 


en  fuppofant  que  2^=^o,  foit  l’equation  de  la  furface. 

5.  Il  eft  aifé  de  fatisfaire  à l’équation  ^ en  fuppofant 

= ^ ù.q^-/^^Lr  = -^',ay»yy  éunt  des  fonc- 

tions inconnues  de  x , y , ^ , t.  Par  ces  fubfticucions , l’équa- 
tion dont  il  s’agit  deviendra 


.TA 


dt 


dtdx 


4- 


d' fi 


dtdy 


-^  = 0, 


dtd\ 


laquelle  eft  intégrable , relativement  à / , 8c  dont  l’intégrale 
donnera , 

- • dy 

di  > 


7^  d d^ 


F étant  une  fonélion  arbitraire  de  x fans  r,  dépen- 

dante de  la  loi  de  la  denlîté  initiale  du  fluide. 


On  aura  ainfl , 


d m 

d t 

..  m 

d» 

■ -Il 

- 

dx 

dy 

II. 

‘ 

- d t 

< 

ix 

Ja. 

dy 

dx 

• dy 

dy 

dt 

- 

r >*=  _ ~ 

dm 

dfi 

4a  ' 

■ ny 

't 
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Donc  fubftituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (/)•,  & 
mettant  de  plus  pour  • fa  valeur  en  fondion  de  a , * , y , t 

^art.  2^,  on  aura  trois  équations  aux  différences  partielles 
entres  les  inconnues  « , ^ & les  quatre  variables  x t ; 

8c  la  folution  du  problème  ne  dépendra  plus  que  de  l’inté- 
gration de  ces  équations  ; mais  cette  Intégration  furpafîe 
les  forces  de  l’analyfe  connue. 

6.  En  faifant  abftraéUon  de  la  chaleur  , 8c  des  autres 
circonftances  qui  peuvent  faire  varier  l’élafticité  indépen- 
damment de  la  denfité , la  valeur  de  l'élafticité  • fera  donnée 
par  une  fonûion  de  la  denlîté  a , deforte  que  fera  une 

différentielle  à une  feule  variable , 8c  par  conféquent  inté- 
grable , dont  nous  fuppoferons  l’intégrale  exprimée  par  E, 

Soit  de  plus  la  quantité  X d x «4-  Y dy  Z d\  une  diffé- 
rentielle complette , dont  l’intégrale  foit  Yy  comme  dans 
l’article  15  de  la  SedUon  précédente. 

Les  équations  (7^  dé  rarticlè  4 , étant  multipliées  refpec- 
<iv.em«nf  par  dx,  dy  , dç,  ,8c  enfuite  ajoutées  enfemble^ 
donneront  après  la  dividon  par  a une  équation  de  l'a  forint 

-t-  r-^)  • Wi 

\ 

dont  le  premier  membre  étant  it\tégfâble  , il  faudra  que 
le  fécond  le  foit  auffi.  Ainfi  on  aura  de  nouveau  le  cas  de 
l’équation  (LJ  de  l’article  1 5 de  la  Saûtion  précédente  , 8c  oa 
parviendra  par  confé<juent  à des  rcfultats  -femblables. 
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7*  Donc  en  général,  fi  la  quantité  p dx-^qdy-i-r  d\ 
fe  trouve  dans  un  inftant  quelconque  une  diâTérendelle 
complette,  ce  qui  a toujours  lieu  au  commencement  du 
mouvement,  lorfque  le  fluide  part  du  tepos,  ou  qu’il  eft 
mis  en  mouvement  par  une^  in^uUion  appliquée  à la  fur-; 
face  ; alors  la  même  quantité  devra  être  toujours  une  dif- 
férentielle complette  ( art.  17  , 18,  Secl.  préc.^. 

Dans  cette  hypothèfe  on  fera  comme  dans  l’article  to 
de  la  feâioo  précédente  p dx-^qdy-^r  d^  — dp  ^ ce  qui 
donne  ■ .... 


te  'l’équation  (l)  étant  intégrée  après  ces  fubftitutions 
donnera , 


_ 1 / V_ ’ 1 

r dp  \ - t 

\dy) 

i « 

valeur  qui  fatisfèra  en  même-tems  aux  trois  équations  (f) 
de  l’article  4.  - ^ 


Or  E étant  = fonéüon  de  a , puifque  • eft 

une"foh(ftion  connue  dé  a;  donc  a fera  une  fonéUon  de 
E.  Subftituant  donc  la  valeur  de  Attirée  de  l’équation  pré* 
cédente,  ainfi  que  celles  dep,  j,  r dans  l’équation^  (g)  de 
l’article  4,'bn.  aura'unc  équation  en  différences  partielles 
de  P , laquelle  ne  contenant  que  cette  inconnue  fufiira  pour 
la  déterminer.  Deforte  que  toute  ix  difficulté  fWa  rédoite 
à.  cette  unique  intégration,  , , 

• 8-  Dans  les  ftaideS  élaftiquês  connus , Télafticité  eft  tou- 
jours proportionnelle  à là'dehfitéj  de  forte  qu’on  a pour 

R r r a 


% 
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ces  fluides  t = i A,  i étant  un' coefficient  confiant  qu’on  dé- 
terminera en  connoifTant  la  valeur  de  l’élafticité  pour  une 
denfité  donnée.  , ^ 

Ainfi  pour  l’air  l’élafticité  eft  égale  au  poids  de  la  co- 
lonne de  mercure  dans  le  baromètre;  donc  fi  on  nomme 
H la  hauteur  du  baromètre  pour  une  certaine  denfité  de 
l’air  qu’on  prendra  pour  l’unité , « la  denfité  du  mercure , 
c'eft  à-dire,  le  rapport  numérique  de  la  denfité  du  mercure 
à celle  de  l’air,  rapport  qui  eft  le  même  que  celui  des  gravités 
fpécifiques,  & ^ la  force  accélératrice  de  la  gravité  ; on  aura 
lorfquea=  i , «=gnH;par  conféquent  où  l’on 

remarquera  que  « //  eft  la  hauteur  de  l’atmofphere  fuppofée 
homogène.  Deforte  qu’en  défignant  cette  hauteur  par  'h, 
OQ  aura  plus  fimplcment  i=gh^  & delà  i=gAù. 


Donc  puifque  E — /^»  on  aura  E *=ghl . a.  Or  l’équaJ 
tion  fg)  de  l’article  4 peut  fe  mettre  fous  la  forme 


d./A 

dt 


<f./A  dlh  - , dp  , d<j 


dx 


dx 


dy 


I 

-h— = ô. 


1 « 


d^  d^ 
dx  J dy^ 

multipliant  par  gh^  elle  deviendra  ' 


Donc  fubfticuant  ^ f q,  r,  5C 


I . .. 


dy 


' dp_ 
dy 


Iln’v 


'11'2  Iif:  ' , : 

dp 

~ dt 

‘^'•■■dJ$  ^ d* 

dE 

— X '7pF=^  'Ov  . 

. ..  : ,ld  .■  . 'il.'.  I. 

-, 

VI'  .‘.t;.  - J 

ci-dellus;  Sc  cette  fubftitution  donnera  l’équaclon  finale  eçi  t. 
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, h ( ili-  -U  Jlî-\  — 

® \ </x*  dy*  di'’  J dt^ 

jy  dif  ir  dç  dy  df 

dx  ^ dx  dy  ^ dy  d[  ^ d\ 


laquelle  contâenL  feule  la  théorie  du  mouvement  des  fluides 
élafliques  dans  l’hypothèfe  dont  il  s’agir. 


p.  Lorfque  le  mouvement  du  fluide  eft  très-petit,  £c 
qu’on  n’a  égard  qu’aux  quantités  très-petites  du  premier  or- 
dre, nous  avons  vu  dans  l’article  ii  de  la  Scélion  précé- 
dente que  la  quantité  pdx~^qdy-^rd\  eft  auflî  nécef* 
fairemeht  une  difFérentielle  complette.  Dans  ce  cas  donc , 
les  formules, précédentes  auront  toujours  lieu,  de  quelque 
maniéré  quç  le  mouvement  du  fluide  ait  été  engendré  , pour- 
vu qu’il  foit  toujours  très-petit , & que  par  conféquent  la 
fonétion  \ foit  elle-même  très-petite. 


Dans  la  théorie  du  fon  on  fuppofe  que  le  mouvement 
des  patticuîés’de  l’air  eft  très-petit;  ainfi  ; regardant  dans 
. l’équation  la  quantité  p comme  très-petite,  & négli- 
gjeant  -les.  termes  où  elle  monte  au-delà  de  la  première  di- 
. inenfion,  on  aura  pour  cette  théorie^  l’équation  générale,  •. 


c 
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i y 


dx 


dx 


~w 
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rf*  ^ \ ^ 


_£_î_\ 

•if  ; 


dt' 


dV 


il  ^ 


d y ^ dy 


dy  dé 

X -7^=0. 


d\  '■  dl 

Or  en  négligeant  de  même  les  lêcoodes  dimenfions  de 

P dans  la  valeur  de  E de  l’article  7,  on  aura  fimplement, 

£*=»— K ^ =xght.à  fart.  i). 

On  peut  fuppofer  que  la  fonékion  ^ foit  nulle  dans  l’état 

de  repos  ou  d’équilibre.  On  aura  donc  aulfi  dans  cet  état 

— y 

= O , & par  conféquent  g A/  ,a=*— & a = c 

Lorfque  l’air  eft  en  vibration  , foit  fa  denfiré  naturelle  aug- 
mentée en  raifon  de  1 -4-  i i i , ^ étant  une  quantité  fort 

— V 


gh  ^ 

e Cl 


s)^  & 
y 


petite  , oh  aura  donc  en  général  a : 
de  là , en  négligeant  les  carrés  de  s , on  aura  / a - 

— Sy  donc  s = 


ghdt 


A l’égard  de  la  valeur  de  V qui  dépend  des  forces  ac«' 
célératrices , en  fuppofant  le  fluide  pefant , & prenant  pour 
plus  de  fimplicité  les  ordonnées  verticales , & dirigées  de- 
haut  en  bas,  on  aura  par  la  formule  de  l’article  aj  fSeél, 
fréc.)  V=  — g\y  g étant  la  forcé  accélératrice  de  la  gra- 
vité, Donc  r^quation  de  la  théorie  du  fon  fera  ‘ 

S ^ \ dx>-  ^ dy'  ^ dx'  ) ^ ^ i\  dt'  * 

Ayant  déterminé  9 par  cette  équation,  on  aura  les  vî- 
teflès  pt<Jyr  de  -l’air , ainfi  que  fa  condenfation  s par  le* 

formules  p = q ^ r — , s ■=  - 

10.  Si  on  ne  veut  avoir  égard  qu’au  mouvement  hori- 
fontal  de  l’air , on  fuppofera  que  la  fonélion  f ne  contiennai 
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.point  mais  Teulemenc  X , , t.  Alors  l'équation  en  9 de- 

'viendra  : 


S^\~n^'^~dy'~)  — 7F* 


Mais  avec  cette  fimplificâtion  même,  elle  efl:  encore  trop 
compliquée  pour  pouvoir  s’intégrer  rigoureufement. 

Au  refte,  cette  équation  eft  entièrement  femWable  à celle 
du  mouvement  des  ondes  dans  un  canal  horifontal  £c  pu 
profond.  Voye\  la Se£lîon  précédente,  article  37. 

Jufqu’apréfent  on  n’a  pu  réfoudre  complettement  que  le 
cas  où  l’on  ne  confidère  dans  la  mafTe  de  l’air  qu'une  feule 
dimenfion,  c’eft-à-dire , celui  d’une  ligne  fonorc,  dont  les 
particules  ne  font  que  des  excurlions  longitudinales, 

, Dans  ce  cas,  en  prenant  cette  même  ligne  pour  l’axe  x, 
la  fonéüon  p ne  contiendra  point , 8c  l’équation  ci-delTu$ 
fe  réduira  à 


r 


d' P 
dt'-  y 


4aquelle  ell  fembkble  à celle  des  cordes  vibrantes,  8c  a 
pour  intégrale  complette 

p^  F(x->r-  t]/"  gh)  A-f  (x  — tVgh}f 
en  dénotant  par  les  caraélériftiqoes  ou  fignes  F deux 
fbnéfions  arbitraires. 

‘ Cette  formule  renferme  deux  éhéories  importantes , celle 
du  fon  des  flûtes  ou  tuyaux,  d’orgue’ , 8c  celle  de  la  pro> 
pagation  du  fon  dans  l’air  libre.  Il  ne  s’agît  que  de  déter- 
miner convenablement  les  deux  fonétions  arljitraires  ; 8C 
voici  lés  principes  qui  «doivent  guider  dans  cette  détermir 
nation,  . ''  v 
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I I.  Pour  les  flûtes,  on  ne  confidere  que  la  ligne  fonôre^ 
qui  y efl:  contenue  ; on  fuppofe  que  l’état  Initial  de  cette 
ligne  foit  donné , cet  état  dépendant  des  ébranlcmens  im- 
primés aux  particules  , & on  demande  la  loi  des  ofcillations. 

Faifons  commencer  les  abfcifles  x à l’une  des  extré- 
mités de  cette  ligne,  & foit  fa  longueur,  c’eft-à-dire,  celle 
de  la  flûte,  égale  à <t.  Les  condenfations  s & les  vîtelTes  lon- 
gitudinales feront  donc  données,  lorfque  f = o,  depuis 
x = o,  jufqu’à  x = «;  nous  les  nommerons  S U P. 

Maintenant  puifque  s = ghlT  * ^ P ~ 

férencie  l’expreflion  générale  de  ? de  1 article  précédent , $C 
qu  on  défigne  par  F'  & /'  les  différentielles  des  fondions 

marquées  par  F & /,  enforte  que  Fx=  f 

on  aura  , 

P = F'  ("x  ^ e y'  g/tj  -h/'  f X t g hj, 

sV  gh^  P (x-\-tV  gh)  — f (X  — tV gh). 

•» 

Faifant  r = o , fie  changeant  p en  P y fic  s en  S , on  aura 
P=-.Px+fxy  SV‘  gh  = Px^f'x. 

Ainfi  comme  y P Sç  S font  données  pour  toutes  les  abf- 
cifles Xy  depuis  X— O,  jufqu’à  x = «,  on  aura  auffi  dans 
çette  étendue,  les  valeurs  de  Fx  fit  de  fx  ; par  conféquent» 
on  aura  les  valeurs  de  p fie  j pour  une  abfciffe  fie  un  tems 
quelconque , tant  que  x 4;  t g h feront  renfermées  dans  le» 
limites  o fie  «». 

Mais  le  tems  teroiffant  toujours  lesquantitésx  -l-r  fic 
K-^fy'gày  fortiront  bientôt  de  ces  limites^  fie  la  détermination 

de» 
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des  fonaions  F'(x-^t\/'g  h),f'( x—tVgh)^  dépendra  alors 
des  conditions  qui  doivent  avoir  lieu  aux  extrémités  de  la 
ligne  fonore , félon  que  la  flûte  fera  ouverte  ou  fermée. 

I a.  Suppofons  d’abord  la  flûte  ouverte  par  fes  deux  bouts , 
«nforte  que  la  ligne  fonore  y communique  immédiatement 
avec  l’air  extérieur;  il  eft  clair  que  fon  élallicité  dans  ces 
deux  points , ne  pouvant  être  contrebalancée  que  par  la  pref- 
lîon  conflante  de  l’atmofphere , la  condenfation  s y devra 
être  toujours  nulle.  H faudra  donc  que  l’on  ait  dans  ce  cas 
J = O , lorfque  ac  = o,  & lorfque  * a,  quelle  que  foit  la 
valeur  de  / ; ce  qui  donne  les  deux  conditions  à remplir , 
F (tV  gh)—f  (—t\r  gh)  = o 
F (a-^tV  gh)—f  (a^tV  gh)^o-^ 

lefquelles  devront  fubfifter  toujours  , t ayant  une  valeur 
pofitive  quelconque. 

Donc  en  général , en  prenant  pour  i une  quantité  quel- 
conque pofitive , on  aura , 

. Donc  I®  tant  que  eft  < « , on  connoîtra  les  valeurs  de 
& de  puifqujelles  fe  réduifent  à celles 

de  /Yû — , & de  F^  qui  font  données. 

, Mettons  dans  ces  formules  au  lieu  de  elles 

donneront , 

Donc  x°y  tant  que  \ fera  <C  a , on  connoîtra  auffi  les  va- 

S s s 
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valeurs  de  ^ -H  , & deff--a  — \) , puifqu’elles  fe  ré- 
duifent  à celles  de  F:^ , & de  ffa  — iJ  qui  fonc  données. 

Mettons  de  nouveau  dans  les  dernieres  formules 
pour  ^ , & les  combinant  avec  les  premières , puifque  peut 
être  quelconque , on  aura , 

Donc  3®  tant  que  ^ fera<<a,  on  connoîtra  encore  le» 
valeurs  de  FY } , & de > puifqu’elles  fe 

réduifent  aux  valeurs  données  de  F;',  & de  f(a  — 

On  trouvera  de  même , en  mettant  de  rechef  a -4-  ^ pour  ^ 

F(^a^-0^r 

D’où  l’on  connoîtra  5®  les  valeurs  éc  F'( & àà 
f( — 3 a — \)  t tant  que  \ fera  <a. 

£t  ainfi  de  fuite. 

On  aura  donc  de  cette  manière  , les  valeurs  des  fonc- 
tions F^x  ^rty^ghJ.Sc  de  f(x  gh)y  quelque  foit  le 
tems  t écoulé  depuis  le  commencement  du  mouvement  de 
la  ligne  fonore  ; ainfi  on  connoîtra  pour  chaque  inftant 
l’état  de  cette  ligne,  c’eft-à-dire,  les  vîtefles  / , & les  con- 
denfations  s de  chacune  de  fes  particules. 

Et  il  eft  vifibie  par  les  formules  précédentes  que  les  valeurs 
de  ces  fondHons  demeureront  les  mêmes  en  augmentant  la 
quantité  ti/'gh^  de  la,  ou  de4  a,  6 j,  &c.  Deforte  que  la  ligne 
foDore  reviendra  exactement  au  même  état,  après  chaque 
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intervalle  de  tems  déterminé  par  l’équation  tV a \ ce 
qui  donne  pour -cet  intervalle. 

Ainfi  la  durée  des  ofcillations  de  la  ligne  fonore  eft  in- 
dépendante des  ébranlemens  primitifs  , & dépend  feulement 
de  la  longueur  a de  cette  ligne  & de  la  hauteur  h de  l’at- 
mofphere. 

En  fuppofant  la  force  accélératrice  de  la  gravité  g égale 
à l’unité  , il  faut  prendre  pour  l’unité  des  efpaces , le  dou- 
ble de  celui  qu’un  corps  pelant  parcourt  librement  d.aps  le 
tems  qu’on  prend  pour  l’unité  (^SeéUon  II,  art.  i).  Donc 
Cl  on  prend , ce  qui  eft  permis , h pour  l’unité  des  efpaces , 
l’unité  des  tems  fera  celui  qu’un  corps  pefant  met  à def- 

‘ cendre  de  la  hauteur  — ; & le  tems  d’une  ofcillation  de  la 

ligne  fonore , fera  exprimé  par  1 a.  Ou , ce  qui  revient  au 
même,  le  tems  d’une  ofcillation  fera  à celui  de  la  chute 

d’un  corps  par  la  hauteur  comme  1 a k h, 

I 3 • Si  la  flûte  étoit  fermée  par  fes  deux  bouts  , alors 
les  CQiîdenfations  s pourroient  y être  quelconques , puifque 
1 elafticité  des  particules  y feroit  foutenue  par  la  réfiftance 
des  cloifons  ; mais  par  la  même  raifon  , les  vîtelles  p y 
devroient  être  nulles  ; ce  qui  doiineroit  de  nouveau  les 
conditions. 

C (a  H-  / ^ g h)  — g h J 

Ces  formules  reviennent  à celles  que  nous  avons  e.tami> 
nées  ci-delTus,  en  y fuppofant  feulement  la  fonction  mai> 

S s s a 
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qti(^e  par/’  négative.  Ainfi,  il  en  réfultera  des  conclullon» 
fcmblables,  & on  aura  encore  la  même  expreflîon  pour  la 
durée  des  ofcillations  de  la  fibre  fonore. 

II  n’en  feroit  pas  de  même  , fi  la  flûte  étoit  ouverte  par 
un  bout , & fermée  par  l’autre. 

Il  faudroit  alors  que  s fût  toujours  nulle  dans  le  bout 
ouvert , ôc  que  p le  fdt  dans  le  bout  fermé. 

Ainfi  en  fuppofant  la  flûte  ouverte  ou  * = 0 , Sc  fermée 
ou  xsu,  on  auroit  les  conditions 

(tV “/Y— 

T'  (a  gh) ’Jrf  (a  — tV  gh)  = 0, 

D’oti  par  une  analyfe  femblable  i celle  de  l’article 
on  tirera  les  formules  fuivantes , 

fY- + =-/  (‘—0^'  c-o» = 

le  ainû  de  fuite. 

Or  tant  que  ^ eft<  les  fonélions  F\  le  /*( 
font  données  par  l’état  primitif  de  la  fibre  fonore  ; donc  on 
connoîtra  aufli  par  leur  moyen  les  valeurs  des  autres  fonc> 
tions 

F ^ FY»  ^ &c  ,/Y- ï/,/Y- 8CC » 

le  par  conféquent , on  aura  l'état  de  la  fibre , après  un  tems 
quelconque  r. 
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Mais  on  voit  par  les  formules  précédentes,  que  cet  état 
ne  reviendra  le  même , qu’après  un  intervalle  de  tems  dé- 
terminé par  l’équation  1/^4  = 4 a;  d’où. il  s’enfuit  que 
la  durée  des  vibrations  fera  une  fois  plus  longue  que  dans 
les  flûtes  ouvertes  ou  fermées  par  les  deux  bouts;  & c’eft 
ce  que  l’expérience  confirme  , à l’égard  des  jeux  d’or- 
gue qu'on  nomme  bourdons , & qui  étant  bouchés  par  leur 
extrémité  fupérieure , oppofée  à la  bouche , donnent  un  ton 
d’une  oélave  plus  bas  que  s’ils  é^coient  ouverts. 

Voyez  au  refte  fur  la  théorie  des  flûtes , les  deux  pre- 
miers volumes  de  Turin,  les  Mémoires  de  Paris  pour  1761 , 
& les  Novi  Commentarii  de  Pétersbourg  , Tome  XVI. 

1 4<  Confidéron*s  maintenant  une  ligne  fonore  d’une  lon- 
gueur indéfinie,  qui  ne  foit  ébranlée  au  commencement, 
que  dans  une  très-petite  étendue  , on  aura  le  cas  des  agita- 
tions de  l’air  produites  par  les  corps  fonores. 

Suppofous  donc  que  les  agitations  initiales  ne  s’étendent 
que  depuis  x = o,^  jufqu’à  x = a^  a étant  une  quantité  très- 
petite.  Les  vitefles  Sc  les  condenfations  initiales  P,  S y 
feront  donc  données  pour  toutes  les  abfcillès  x,  tant  po- 
fitives  que  négatives  ; mais  elles  n’auront  de  valeurs  réelfe» 
que  depuis  a:  = o,  jufqu’à  x=a<z;  hors  de  ces  limites,  elles 
feront  tout-à-fait  nulles.  Il  en  fera  donc  aulll  de  même  des- 
fonéUons  P'x,  & /'x  , puifqu’en  faifantr  = o,  on  a P» 
F'x  -4- /'x,  S V gh  = F'x  — & par  conféquent  F' x =» 

P-\-S  Vgh  P — SVg/i 

t * •'  s.  * 

•D’où  il  s’enfuit,  qu’en  prenant  pour  ^ une  quantité  polT- 
tive,  moindre  que  <z,  les  fondions  F'Cx-i-ty^ghJ  &cf(^x—r 
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tŸ" gh)  t n’auront  de  valeurs  réelles  que  tant  qu’on  aura  x'-^ 
ty gh  — \.  Par  conféquent,  apres  un  tems  quelconque  f,  les 
vîtefles  ^ & les  condenfations  s feront  nulles  pour  tous  les 

points  de  la  ligne  fonore,  excepté  pour  ceux  qui  répon-' 
dront  aux  abfcifles  , 

On  explique  par  là , comment  le  fon  fe  propage , & com- 
ment il  fe  forme  fucceffivement  de  part  & d’autre  du  corps 
fonore , 8c  dans  des  tems  égaux , des  fibres  fonores  , éga- 
les en  longueur,  à la  fibre  initiale  a. 

La  vîtefiTe  de  la  propagation  de  ces  fibres  fera  exprimée 
par  le  coefficient  h ; elle  fera  par  conféquent  confiante  8c 
indépendante  du  mouvement  primitif  ; ce  que  l’expérience 
confirme,  puifque  tous  les  fons  forts  ou  foibles  paroiflènt 
fe  propager  avec  une  vîtefie  fenfiblement  égale. 

Quant  à la  valeur  abfolue  de  cette  vîtefie  , en  fâifanc 
comme  dans  l’article  ia,^=i8cA=i,  elle  deviendra 
aulïï=  I,  Or  l’unité  des  vîtefies  cfi  ici  celle  qu’un  corps 
pefant  doit  acquérir  en  tombant  de  la  moitié  de  l’efpace  h , 
qui  cfi  pris  pour  l’unité  /^Section  II.  art.  ij.  Donc  la  vîtefie 
du  fon  fera  due  à la  hauteur 

I 5.  En  fuppofant avec  la  plupart  des  Phyficiens,  l’air  850 
fois  plus  léger  que  l’eau,  8c  l’eau  fois  plus  légère  que  le 
mercure,  on  a 1 à 11900  pour  le  rapport  du  poids  fpéci- 
fique  de  l’air  à celui  du  mercure.  Or  prenant  la  hauteur 
moyenne  du  baromètre  de  18  pouces  de  France , il  vient 
333100  pouces,  ou  2-]-j6G  pieds  pour  la  hauteur  h d’une 

colonne  d’air  uniformément  denfe  ôc  fa  fant  équilibre  à la 
colonne  de  mercure  dans  le  baromètre.  Donc  la  vîtefie  du 
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fon  fera  due  à une  hauteur  de  13883  pieds,  & fera  par 
conféquent  de  9 1 y par  fécondé.  ' 

L’expérience  donne  environ  1088  ; ce  qui  fait  une  diffé- 
rence de  près  d’un  fixieme  ; mais  cette  différence  ne  peut 
être  attribuée  qu’à  l’incertitude  des  réfultats  fournis  par  l’ex- 
périence. Sur  quoi  voyez  fur-tout  un  Mémoire  de  feu  M. 
Lambert,  parmi  ceux  de  l’Académie  de  Berlin,  pour  1768, 
.16.  Si  la  ligne  fonore  étoit > terminée  d’un  côté  par  un 
obfficle  immobile;  alors  la  particule  d’air  contiguë  à cet 
obftacle,  n’auroit  aucun  mouvement  ; par  conféquent , fi  a 
eft  la  valeur  de  l’abfciffe  x qui  y répond , il  faudra  que  la 
TÎteffb ^ foit  nulle,  lorfque  * = a,  quelque  foit  rj  ce  qui 
donnera  la  condition 

T' gh)  (a—tV gh)=  o 

Or  on  a vu  que  la  fonéVion  f ( a — tY" gh ) a une 
Valeur  réelle  tant  que  a — tY  gh  — \ ^art.  14J  ; donc  puif- 
que  F'  (a-\-  tYgh)  ( a — tY  gh  lafondion  F (a. 

t Y gh)y  aura  auffides  valeurs  réelles,  lorfque  a — tY  gh 

— c’eft-i-dire , lorfque  tY  g h = Par  conféquent 

la  fondion  F'  (x-^tYgh)  fera  non-feulement  réelle, 
lorfque  x->rtYgh'=\^  mais  encore,  lorfque  x-{-tY  gh=i 
a a — ; d’où  il  fuit  que  dans  ce  cas  les  vîteffes  /> , &:  les 

condenfations  s feront  aulü  réelles  pour  les  abfciffes  x==  la 

— l—tYgh. 

• Ainfi  la  fibre  fonore  après  avoir  parcouru  l’efpace  a fera 
comme  réfléchie  par  l’obftacle  qu’elle  rencontre  , Sc  rebrouf- 
fera  avec  la  mêmer  vîteffe,;  ce  qui  donne  une  explication 
bien  naturelle  des  échos  ordinaires. 
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Méchaniqüe  akalitiqve; 

On  expliquera  de  la  même  maniéré  les  échos  compofés , 
en  ruppofanc  que  la  ligne  fonore  Toit  terminée  des  deux  côtés 
par  des  oblUçles  immobiles , qui  réfléchiront  fucceflivemenc 
les  flbres  fonores , Sc  leur  feront  faire  des  efpèces  d’ofcilla- 
tjons  continuelles.  Sur  quoi  on  peut  voir  les  Ouvrages  cités 
plus  haut'(  art.  13),  ainfi  que  les  Mémoires  de  l’Académie  de 
Berlin  pour  1739  & 176^. 

Fin  de  la  Seconde  Partie.' 
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